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1 Einleitung

,,Mit Schonheit und Kunstformigkeit werden Aspekte von Mathematik angesprochen, die jenseits
von Anwendungs- und Niitzlichkeitserwdgungen den Blick auf die Beziehung von Individuum
und Gegenstand richten* (Spies 2015: 173).

Im aktuellen Schulkontext scheinen SchiilerInnen die hier angesprochene Schonheit und Kunst-
formigkeit von Mathematik nicht oder nur wenig zu erfahren — zumindest dann nicht, wenn
Anwendung und Niitzlichkeit im Vordergrund padagogischer Aufgaben stehen: An zentraler
Stelle des Schulunterrichts steht die Kompetenz- und Handlungsorientierung, denn ,,das neue
Bildungsideal ist der ,flexible Mensch®, der funktioniert, wo immer man ihn hinstellt. Um seine
Verfligbarkeit fiir den Arbeitsmarkt zu garantieren, ist ,lebenslanges Lernen‘ notwendig. Er-
lernt werden vor allem ,Kompetenzen® — ein Schliisselbegriff, der fiir das neoliberale Projekt
zentral st (Hellgermann 2013: 7). Neben Diskursen zu Auswirkungen der Kompetenzorien-
tierungen beziiglich des Leistungsdrucks, der Selektionsmechanismen sowie internalisierter
Macht- und Disziplintechniken — etwa, wenn SchiilerInnen im Sinne des Selbstmanagements
dazu angehalten werden, ihre Noten in Gruppenarbeiten auszuhandeln (vgl. ebd.: 6) — flihrt dies
zu der Frage, was SchiilerInnen hinsichtlich der Kompetenzorientierung verstehen lernen sol-
len. Offenbar macht es einen Unterschied, so Born/Oehler (2020: 15), ob SchiilerInnen verste-
hen lernen, wie man rechnet und wie sie sich Informationen beschaffen konnen, um ein Ver-
standnis zu ermoglichen, oder ob es tatsédchlich um das Konnen geht. Im Rahmen der Konferenz
fiir Fachbereichstage in Mannheim wurde ein offener Brief — unterzeichnet von sdmtlichen be-
teiligten Professorlnnen — formuliert, der eine Stellungnahme zum Thema ,,Mathematikunter-
richt und Kompetenzorientierung® einnimmt und sich auf das mathematische (Nicht-)Kénnen

von Schiilerlnnen bezieht:

,,Viele Hochschuldozenten haben bereits auf die Mathematikdefizite von Studienanféangern auf-
merksam gemacht: [Kn], [HP], [Bau], [Sch]. Den Studienanfingern fehlen Mathematikkenntnisse
aus dem Mittelstufenstoff, sogar schon Bruchrechnung(!), Potenz- und Wurzelrechnung, binomi-
sche Formeln, Logarithmen, Termumformungen, Elementargeometrie und Trigonometrie. Diese
Defizite sind schon ldngst kaum mehr autholbar — weder in Vorkursen noch in Briickenkursen*
(Eisenmann et al. 2017).

Unzufriedenheit ist auch auf Seiten vieler SchiilerInnen erkennbar: Im Jahre 2019 unterzeich-
neten tausende SchiilerInnen eine Petition, in welcher sie angaben, dass die Abituraufgaben im
Fach Mathematik zu schwierig gewesen seien (vgl. Czerny 2020).

In einem Interview im Deutschlandfunk beméngelt Ziegler (2019), dass in der Schule lediglich

vermittelt werde, was sich als praktisch erweise, dabei sei die Mathematik durch ihre Bilder



und Strukturen faszinierend und ein Fach mit lauter spannenden Geschichten und dieses viel-
seitige Bild der Mathematik miisse SchiilerInnen viel prasenter gemacht werden (vgl. ebd.). An
dieser Stelle kann bereits festgehalten werden, dass Lernende hinsichtlich neoliberaler Ein-
fliisse auf das Schulsystems, in erster Linie Kompetenzen erlernen, die sie fiir den Arbeitsmarkt
befdhigen, was zur Folge hat, dass schulische Inhalte zu oberflachlich behandelt werden. Be-
zogen auf die Mathematik bedeutet die Abkehr der Inhaltsorientierung nicht nur, dass Schiile-
rInnen den Mittelstufenstoff nur unzureichend beherrschen, sie bedeutet zudem, dass die ,,an-
dere* Seite der Mathematik, die faszinierende Bilder und spannende Bilder verspricht, im Ver-
borgenen bleibt. Wie diese andere Seite der Mathematik aussehen kann, verdeutlicht Bruder
(2008: 2) in einem Dossier: Dort werden Mathematikschaffende und Kunstschaffende mitei-
nander verglichen, weil beiden das kreative Arbeiten sowie das Schaffen von Mustern und
Strukturen, ,,die Jahrhunderte iiberdauern kénnen®, gemeinsam ist. Dies fiihrt zu Uberschnei-
dungen zwischen Kunst und Mathematik, so wird anhand der Geometrisierung in Malerei, Ar-
chitektur und Bildhauerei im 20. Jahrhundert deutlich, dass sich in der bildenden Kunst viele
Stile und Stromungen finden lassen, die sich praktisch wie auch theoretisch mit mathematischen
Formen und Formeln beschiftigen (vgl. ebd.: 1).

Anhand der soeben beschriebenen Phidnomene ergibt sich fiir diese Arbeit folgendes Ziel: Es
soll zum einen ein Gestaltungsvorschlag entwickelt werden, der es Lernenden ermoglicht, eine
dsthetische Erfahrung an bzw. mit mathematischen Aufgaben zu machen. Ahnlich wie beim
Rétselraten soll durch die dsthetische Erfahrung ein spielerischer Lernumgang mit ,,trockenen®
Formeln erworben werden. Durch das neue Erleben von Mathematik und einer intensiveren
Beschiftigung mit ihr, soll erfasst werden, inwiefern sie als bereichernde Kunst verstanden
werden kann. Anhand der dsthetischen Erfahrung soll argumentativ gepriift werden, ob durch
Erfolgserlebnisse reflexiver Art das Verstehen sowie das Interesse an den Inhalten der Mathe-
matik verbessert werden konnen. Die Umsetzung erfordert eine lernforderliche wie auch dsthe-
tisch ansprechende Visualisierung von Mathematikaufgaben. Der Gestaltungsvorschlag soll
Lernenden als Lernmaterial und als Ressource dienen, auf die sie beim Lernen in Eigenregie
zuriickgreifen kénnen. Mit dem Blick auf Asthetik als Ressource kniipft diese Arbeit an einen
zentralen Begriff im Empowerment-Konzept an — ein Begriff, der nach Sohns (2007: 76) fiir
die Leitlinien der Sozialen Arbeit maB3geblich ist: Demnach liegt dem Konzept das Ziel zu-
grunde, die Selbstgestaltungskréifte von Menschen in den Fokus zu riicken. Das Bereitstellen

von Ressourcen nimmt dabei eine wichtige Rolle ein (vgl. ebd.).



Mit Blick auf die genannten Bedarfe und Ideen zu Losungsansétzen ldsst sich zum anderen
folgende forschungsleitende Frage konkretisieren: Wie kénnen dsthetische Visualisierungen in
der Mathematik das intrinsische Interesse sowie das Verstehen von Wissen verbessern?

Um dieser Frage nachzugehen, wird im auf die Einleitung folgenden zweiten Kapitel erldutert,
was unter dsthetischer Erfahrung zu verstehen ist, welche Zusammenhéinge es zur Kunst gibt
und damit einhergehend, wie Kunst und &sthetische Erfahrung bildungswirksam werden kon-
nen, wenn von einer zweck- und leistungsorientierten Gesellschaft ausgegangen wird. Hierzu
werden Argumente der Kunstpddagogik gewidhlt und vorgestellt. Das dritte Kapitel beinhaltet
den Transfer des zweiten Kapitels auf den mathematischen Bereich: Es wird erldutert, was ma-
thematikésthetische Erfahrung bedeutet und inwiefern sie Anspriichen von Bildungskonzepten
gerecht wird. Zur Beantwortung dieser Frage werden Erkldrungsansitze von Susanne Spies
(2015) herangezogen, die sich diesen Fragen explizit widmet. Im vierten Kapitel geht es um die
Visualisierung. Anhand von Erkenntnissen der Werbepsychologie wird zunéchst verdeutlicht,
welche Wirkungskraft Bilder im Allgemeinen haben kdnnen. Im weiteren Schritt wird die Vi-
sualisierung hinsichtlich des Lernens untersucht: Wie lassen sich Lerninhalte lernférderlich und
asthetisch ansprechend gestalten? Hier erweisen sich Erkenntnisse aus dem Instruktionsdesign,
dem Multimediabereich, der Wahrnehmungs- und Gestaltpsychologie als hilfreich. Anschluss-
fahig ist dann das flinfte Kapitel, das sich auf die Visualisierung in der Mathematik bezieht und
damit einhergehend, mit welchen Herausforderungen diese hinsichtlich des Darstellungswech-
selns zusammenhingt. Dazu wird im Bereich der Mathematikdidaktik recherchiert. Das sechste
Kapitel beinhaltet eine Analyse exemplarischer Lehr- bzw. Lernvideos sowie von einer Mathe-
matikaufgabe aus einem Schulbuch: Anhand der gewonnenen Erkenntnisse des vierten und
fiinften Kapitels wird analysiert, inwieweit innerhalb dieser Beispiele eine lernforderliche wie
auch visuell dsthetische Visualisierung gelungen ist, um Anhaltspunkte fiir einen eigenen, op-
timierten Gestaltungsvorschlag zu haben. Das letzte Kapitel — Fazit und Ausblick — fasst zent-

rale Erkenntnisse dieser Arbeit zusammen und zeigt Forschungsliicken auf.



2 Kunst und asthetische Erfahrung

In diesem Kapitel wird erldutert, was unter einer dsthetischen Erfahrung im Rahmen der Kunst
verstanden wird. Es geht um den Aufbau eines Grundverstdndnisses, welches erleichtern soll,
die mathematikésthetische Erfahrung in Kapitel 3.1 zu verstehen. Weil Kunst in Bildungskon-
texten immer schon einem Legitimationsdruck ausgesetzt (ausgehend von einer rational- und
zweckorientierten Gesellschaft) und in dem Kontext mit diversen kritischen Fragen konfrontiert
war, soll die dsthetische Erfahrung in der Kunst im Zusammenhang mit Bildung betrachtet wer-
den, um ihre Argumente fiir den mathematikésthetischen Teil nutzen zu kdnnen. Im Folgenden
wird deutlich, dass Kunst sowie der kunstdhnliche Teil der Mathematik auf einer reflexiven
Bildungsorientierung fullen. Mathematik ist als Hauptfach in Schulen grundsétzlich keinem
Legitimationsdruck ausgesetzt, wenn die Inhalte — wie aktuell — darauf beschrinkt bleiben, an-
wendungs- und nutzungsorientiert zu sein. Doch die ésthetische Erfahrung in der Mathematik
weist eine hohe Ahnlichkeit zur dsthetischen Erfahrung in der Kunst auf und somit ist nahelie-
gend, dass dieser Teil in Bildungsfragen kontrovers betrachtet wird.

Bevor die dsthetische Erfahrung genauer erldutert wird, ist jedoch darauf aufmerksam zu ma-
chen, dass der Begriff ,,dsthetisch* in diesem Kontext anders zu verstehen ist als in allen ande-
ren Zusammenhéngen: Es wird sich zeigen, dass ,,dsthetisch* hier das Erleben verschiedener
Wahrnehmungsstufen bedeutet, wodurch das Subjekt am Ende eine Erkenntnis gewinnt. In al-
len anderen Kontexten — z.B. bei der dsthetischen Visualisierung — wird das Wort wie im all-
tiglichen Sprachgebrauch gebraucht, d.h., es wird synonym zu Begriffen wie ,,schon‘ oder ,,an-

sprechend* verwendet.

2.1 Was ist dsthetische Erfahrung?

Im theoretisch-wissenschaftlichen Diskurs wird hdufig die Frage nach dem besonderen Um-
gang mit Kunst diskutiert. Weil an der Frage, wie wir Kunst wahrnehmen und erfahren, festge-
macht wird, was Kunst (eigentlich) leistet, soll auch in dieser Arbeit ein kurzer Blick auf die
Antworten geworfen werden. So wird zum Beispiel von Bender (2010) Wert daraufgelegt,
werkdsthetische und rezeptionsdsthetische Ansédtze auseinanderzuhalten (vgl. Ben-
der 2010: 58). Werkisthetisch bedeutet, dass das Ergebnis des Werks im Vordergrund steht und
nicht die kiinstlerische Tatigkeit selbst: Nach diesem Kunstverstdndnis wohnt die dsthetische
Erkenntnis der Gestalt des Werkes bereits inne (vgl. Haarmann 2011: 4), sie gilt es zu interpre-
tieren (vgl. Bertram 2005: 13). Beim rezeptionsasthetischen Kunstverstdndnis wird das Kunst-

werk als Resultat einer Interaktion zwischen der betrachtenden Person und dem Werk
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aufgefasst (vgl. Pfisterer 2019: 388). D.h., das Wesen der Kunstwerke ist nicht nur iiber die
zugeschriebenen Eigenschaften zu bestimmen, vielmehr entsteht es {iber die Praxis der Erfah-
rungen von Subjekten (vgl. Bertram 2005: 35). ,,Kunstwerke ringen darum, in gelungener
Weise Konstellationen bereitzustellen, die fiir eine rezeptive Auseinandersetzung lohnend sind*
(Bertram 2012: 265). Diese Konstellationen entstehen dadurch, dass verschiedene Elemente
(z.B. Farben oder Formen) miteinander in Beziehung gesetzt werden (vgl. Bertram 2012: 266).
Dennoch bleibt grundsétzlich ungewiss, ob ein Kunstwerk gelungen ist oder nicht, Kunstwerke
bleiben immer umstritten (vgl. ebd.: 268). Wenn eine Person sich jedoch auf ein Kunstwerk
einldsst und sich mit diesem auseinandersetzt, dann geben die Konstellationen des Werks den
Rahmen vor, in dem gedacht und interpretiert werden kann (vgl. ebd.: 263), denn Kunstwerke
enthalten Botschaften, die entschliisselt werden konnen. Die Besonderheit der Kunst ist, dass
sie immer mit kulturellen wie auch historischen Momenten in Verbindung steht (vgl. ebd.: 18).
Dem ist abzuleiten, dass diese Momente in den Kunstwerken festgehalten werden, weil Kunst-
schaffende von ihrer Zeit, in der sie leben, gepragt werden und ihre personlichen Erfahrungen
im kiinstlerischen Schaffen zum Ausdruck bringen. Naheliegend ist, dass Kunstwerke somit
eine personliche Botschaft in sich tragen und deshalb die Auseinandersetzung mit dem Werk
beeinflussen. Innerhalb des vom Werk vorgegebenen Rahmens sind jedoch verschiedene Inter-
pretationen moglich, die subjektiv und selbststindig sind und beides zusammen (die vom Werk
geleitete Aktivitdt beim Auseinandersetzen sowie die eigenstindigen Interpretationen) ist als
asthetische Erfahrung zu verstehen (vgl. ebd.). Dass Kunst etwas leistet, kann also durch die
notwendig entstehende dsthetische Erfahrung und ihrer Analyse ndher bestimmt werden. Die
asthetische Erfahrung wird dabei allerdings nicht mehr liber die Werkkategorie bestimmt und
ist als spezifische Erfahrungsform unabhingig von der Kunst (vgl. Bender 2010: 58 f.). Wird
einem Kunstwerk durch die sinnliche Wahrnehmung begegnet, ist die Basis zwangsldufig die
asthetische Erfahrung (vgl. Bender 2010: 58.). Die dsthetische Erfahrung ist somit die vermit-
telnde Funktion zwischen dem sinnlichen Besonderem und dem geistig Allgemeinen und bietet

somit Moglichkeiten zur Erkenntnis (vgl. Bender 2010: 63).

Im Folgenden soll ein Beispiel fiir eine dsthetische Erfahrung gegeben werden, die im Rahmen
einer Kunstproduktion entstanden ist. Das Produkt wiederum kann von anderen Menschen re-
zipiert und interpretiert werden. Peez (0.J.) beschreibt folgendes Szenario: Die Aufmerksamkeit
eines Jugendlichen wird wihrend einer Bahnfahrt geweckt, da er bei einem bestimmten Licht-
einfall den Abdruck eines Gesichts auf der Fensterscheibe erkennt, welches er am Ende foto-

grafieren wird (vgl. Peez o0.J.: 8 f.). Das erste Strukturmerkmal, das zu nennen ist, ist die



»Aufmerksamkeit fiir Ereignisse und Szenen, die Gefallen und Interesse wecken und hierdurch
unmittelbares Spiiren der Wahrnehmung bedingen [...]* (Peez 0.J.: 9). Aufgeschlossenheit und
Neugier sowie die emotionale Eingebundenheit sind folgende Strukturmerkmale, denn der Ju-
gendliche ist neugierig auf etwas Ungewohntes und die emotionale Eingebundenheit im Au-
genblick besteht darin, dass der Gesichtsabdruck dem Jugendlichen ein Foto wert ist
(vgl. ebd.: 9). Daran anschlieBende Strukturmerkmale sind der Genuss der Wahrnehmung so-
wie das Erleben von Uberraschung und Spannung: Die Uberraschung besteht in einem so deut-
lichen Gesichtsabdruck, der an der Fensterscheibe zu sehen ist, die Spannung kann beim Foto-
grafieren ausgelost worden sein, weil der Jugendliche feststellt, dass das Motiv sowie der
dunkle Hintergrund schwinden, sobald die Bahn wieder anfahrt und schneller wird (vgl. ebd.).
Darauffolgende Strukturmerkmale sind das Erleben von Subjektivitit und die Anregung der
Fantasie: Das Verarbeiten des wahrgenommenen Motivs ist bei jeder betrachtenden Person
verschieden und 16st auch unterschiedliche Emotionen aus, je nachdem, was fiir Vorerfahrun-
gen das Individuum im Leben gemacht hat, wird das neue Wahrgenommene anders mit dem
Altbekanntem verkniipft (vgl. ebd.: 10). D.h., die eine Person erkennt in dem Gesichtsabdruck
moglicherweise eine afrikanisch anmutende Maske., wohingegen eine andere Person Ahnlich-
keiten mit Rontgenbildern zu sehen glaubt (vgl. ebd.). Im Nachhinein ldsst sich Distanz zu
diesem Augenblick, in welchem etwas wahrgenommen wurde, nehmen, der Jugendliche denkt
iiber das Wahrgenommene nach: Ggf. liberlegt er sich, wie dieser Gesichtsabdruck entstanden
ist und ob vielleicht eine Person an der Scheibe eingeschlafen ist oder welche Lichtvorausset-
zungen das Bild benétigt, um in Erscheinung treten zu konnen (vgl. ebd.). Dieser Prozess ent-
spricht der Reflexion (vgl. ebd.). Fiir die Reflexion und Assoziation ist allerdings Vorwissen
notwendig, welches sich wiederum aus friiheren verarbeiteten Wahrnehmungserlebnissen er-
geben hat (vgl. ebd.). Weiter kann nun die dsthetische Erfahrung mit dem kiinstlerischen Pro-
dukt in Beziehung gesetzt werden: Seh- und Lichteindriicke lassen sich durch das Abbild an
der Fensterscheibe sowie durch Fotografie als Technik festhalten (vgl. ebd.). Damit werden die
Strukturmerkmale In-Beziehung-Setzen der dsthetischen Erfahrung mit kiinstlerischen Produk-
ten sowie das Festhalten der dsthetischen Erfahrung in dsthetischer Produktion beschrieben
(vgl. Peez o0.J.: 10f.). Das letzte Strukturmerkmal ist die Mitteilung durch das Foto: Es wird

anderen mitgeteilt, was die Aufmerksamkeit erregt hat (vgl. ebd.).

Im Ergebnis ldsst sich festhalten, dass Menschen in Auseinandersetzung mit Kunstwerken eine
dsthetische Erfahrung machen kénnen, die mit Emotionen und Verstehensprozessen verkniipft

ist. Dabei setzen Menschen sich einerseits mit der personlichen Botschaft des Kiinstlers oder



der Kiinstlerin auseinander, die mit historischen wie auch kulturellen Praktiken verflochten ist,
andererseits setzen Menschen sich in dem Rahmen mit sich selbst auseinander und gewinnen
moglicherweise eine neue Sichtweise auf sich und ihre Umwelt, in der sie leben. Kunstwerke
stellen Konstellationen bereit, die Menschen dazu einladen, sich mit dem Kunstwerk auseinan-
derzusetzen. Es gibt jedoch keine Garantie, ob dies gelingen wird. Fiir die Arbeit bedeuten die
gewonnenen Erkenntnisse folgendes: Es stellt sich die Frage, ob es in der Mathematik etwas
gibt, das in Analogie zu einem Kunstwerk gesehen werden kann und eine dsthetische Erfahrung
bzw. eine intensive Beschdftigung mit einem bestimmten Lerngegenstand ermoglicht. Gesetzt
den Fall, dass es so etwas gibt, stellt sich ferner die Frage, wie Menschen dazu angeregt werden
konnen, sich mit solchen mathematischen Inhalten auseinanderzusetzen. Ein Kunstwerk, das in
einer bestimmten Art und Weise gestaltet ist, bietet einen visuellen Reiz. Es kann wahrgenom-
men werden. Dies ist in der Mathematik nicht so. D.h., Mathematik muss moglicherweise mit
etwas visuell Anregendem verkniipft werden, das auf den mathematischen Inhalt, mit dem sich

auseinandergesetzt werden soll, verweist.

2.2 Inwiefern sind Kunst und dsthetische Erfahrung bildungswirksam? Was wird
im Rahmen der dsthetischen Erfahrung gelernt?

Das Fach Kunst ,,ist zwar seit rund 150 Jahren in der Schule verankert,' doch kiimpft es seitdem
immer wieder um seine Legitimation* (Krautz 2020: 61). Doch Dinge (z.B. Bilder) stellen im
Bezug von Selbst, Mitmenschen und der Mitwelt einen Anspruch, der insofern bildend ist, als
dass der Mensch sich mit diesen Dingen individuell, aber auch mit der Sache an sich auseinan-
dersetzt (vgl. Krautz 2018: 10). Im vorherigen Abschnitt wurde erklért, was dsthetische Erfah-
rung in Auseinandersetzung mit einem Werk ist, ferner wurde ein Beispiel gegeben, wie auch
beim kiinstlerischen Schaffen eine dsthetische Erfahrung entstehen kann. Zudem wurde erldu-
tert, dass Kunstwerke Botschaften in sich tragen und ,,bemiiht sind*, durch bestimmte Konstel-
lationen dazu anzuregen, sich mit ihnen auseinanderzusetzen. Im Folgenden soll anhand des
hermeneutischen Zirkels (Abb.1) Bezug darauf genommen werden, inwiefern die Auseinander-

setzung mit einem Kunstwerk bildend ist.
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Abb. 1: Hermeneutischer Zirkel: Beziehung zwischen Subjekt und Objekt, vom Teil zum Ganzen und vom Ganzen zum Teil
Quelle: In Anlehnung an Danner (1979)

Mit einem ersten Verstdndnis wird einem Objekt (bzw. einem Bild) begegnet, welches erst in
Auseinandersetzung mit diesem verdndert wird und dadurch zu einem neuen Vorverstindnis
fiihrt (vgl. Krautz 2018: 14). Es entsteht eine pendelartige Bewegung, die sich zwischen einem
Vorverstindnis und noch Neuem hin- und her bewegt (vgl. Uhlig 2013: 78). Dabei befasst sich
das Subjekt durch das Sehen und Befassen mit dem Werk vom Ganzen zum Teil und anders-
herum, vom Teil zum Ganzen, wodurch sich bestimmte Analyseschritte ergeben (vgl. Krautz
2018: 159). Die Beschreibung kann sowohl fiir das Rezipieren von Kunst als auch das eigene
Schaffen gelten. Wenn es darum geht, sich mit gegensténdlichen Kunstwerken anderer Men-
schen auseinanderzusetzen, geht es der Beschreibung nach erst einmal darum, die Botschaft des
Kunstwerks tiefer zu verstehen und sie im Allgemeinen deuten zu kénnen. Wie erwéhnt, gibt
das Kunstwerk vor, in welche Richtung gedacht werden soll. Anschlussfahig sind eigene Inter-
pretationen. Nach Hoxter (2018: 1) beinhaltet Kunst soziale, 6konomische und politische The-
men und hilft die wechselseitigen Abhéngigkeiten zu erkennen. Indem gelernt wird, die spezi-
fische Bildsprache von Bildern zu verstehen, konnen Fotografien, Filme, Architektur oder Ma-
lereien kontextbezogen gedeutet oder gestaltet werden (vgl. ebd.). Durch die Entwicklung einer
Sachverstindigkeit, wird dem Subjekt ermoglicht, selbstbestimmt und aktiv teilzuhaben an di-
versen Kulturformen sowohl aus der Vergangenheit als auch aus der Gegenwart (vgl. ebd.).
Gleichwohl wird zu einem kreativen wie auch kritischen Wahrnehmungsvermogen gegeniiber
der eigenen Umwelt befdhigt. Anschlussfahig ist der Gedanke nach Bertram (2014: 13 f.), dass
Kunst sich als reflexive Praxisform betrachten ldsst und wird sich die Kunst als menschliche
Praxis gedacht, so erbringt sie Reflexionsleistungen, die dem Subjekt helfen, sich selbst zu be-
greifen (vgl. ebd.).

Der hermeneutische Zirkel 1dsst sich jedoch auch auf das kiinstlerische Schaffen, wie im vor-
herigen Abschnitt beschriebenen Beispiel mit dem Jugendlichen, iibertragen: Der Jugendliche
hat das Ganze (den Gesichtsabdruck an der Scheibe) gesehen und sich iiberlegt, wie dieser

Abdruck zustande gekommen sein konnte. Durch die Auseinandersetzung mit dem



Gesichtsabdruck hat er etwas iiber Lichteinfdlle und Fotografie lernen konnen (Teil des Ganzen,
denn der Abdruck ist nur unter bestimmten Lichtvoraussetzungen sichtbar), schlussendlich ist
ein Produkt entstanden (Foto), das von anderen rezipiert und interpretiert werden kann. Perso-
nen, die sich damit auseinandersetzen, fragen sich moglicherweise, weshalb dieser Gesichtsab-
druck auf der Fensterscheibe fotografiert wird. Was soll damit mitgeteilt werden? Warum ist
das interessant? Kurz: Die Personen, die sich damit auseinandersetzen werden, beginnen zu

reflektieren, um das Bild und die Mitteilung von diesem zu verstehen.

Kunst regt zum Reflektieren an und kann dsthetisch erfahren werden, wenn ein Mensch sich
entscheidet, sich mit einem Kunstwerk auseinanderzusetzen. Anhand des hermeneutischen Zir-
kels wurde der Prozess des Erkenntnisgewinns im Rahmen der dsthetischen Erfahrung erkldrt.
Dabei nimmt die Reflexion eine zentrale Rolle ein. Im Zusammenhang mit dem Erkenntnisge-
winn hat die Reflexion bei unterschiedlichen Autoren Erwdhnung gefunden (s.o.). Dem kann
entnommen werden, dass die Reflexion und damit einhergehend das hermeneutische Verstehen
ein wesentliches Argument sind, um Kunst als bildungswirksam gelten zu lassen. Somit gilt es
auch fiir den Teil, der die dsthetische Erfahrung in der Mathematik beinhaltet, eine Ebene zu

finden, auf der Reflexion méglich ist.

3. Asthetische Erfahrung in der Mathematik

In diesem Kapitel geht es um die Asthetik der Mathematik: So wie in der Kunst danach gefragt
wird, was ein Kunstwerk zu einem Kunstwerk macht und welche moglichen Emotionen und
Erkenntnisse in Auseinandersetzung mit diesem erfahren werden kdnnen, fragt die Mathema-
tikdsthetik danach, ob es mathematische Schonheit geben kann, d.h.: Mathematik, die sich auf-
grund spezifischer Eigenschaften dsthetisch bewerten ldsst und die in Auseinandersetzung mit
ihr dsthetisch erfahren werden kann. In dem Kontext wird thematisiert, was Lernende benéti-
gen, damit ihnen eine mathematikésthetische Erfahrung gelingen kann. Es wird sich zeigen,
dass die Voraussetzungen, die es fiir eine mathematikésthetische Erfahrung braucht, vom je-
weiligen mathematischen Inhalt abhidngen. Ferner geht es um die Frage, wie es der dsthetischen
Erfahrung in der Mathematik bzw. dem Kunstcharakter der Mathematik gelingt, Eintritt in Bil-
dungskonzepte zu erlangen. Kunst ist bildend, weil sie zur Reflexion anregen kann. Menschen
reflektieren, um Dinge nachvollziehen und verstehen zu kdnnen und somit wird in diesem Ka-
pitel die Frage geklart, wie die dsthetische Erfahrung in der Mathematik Moglichkeiten zur

Reflexion bietet.



3.1 Was ist dsthetische Erfahrung in der Mathematik?

Die Mathematikisthetik blickt in zwei Richtungen: Die eine Perspektive riickt das Phanomen
asthetischer Werturteile in den Blick, gefragt wird nach mathematischen Schonheitsurteilen
oder mnach der Moglichkeit von dsthetischen Erfahrungen mit Mathematik
(vgl. Spies 2015: 174). Die andere Perspektive fragt nach Parallelen von Mathematik und
Kunst, dadurch, dass schaffende MathematikerInnen verglichen werden mit MalerInnen, Kom-
ponistlnnen oder DichterInnen (vgl. ebd.: 174). Schonheit der Mathematik im Verstédndnis hier
schlieBt neben Theorien und Beweisen auch mathematische Muster! mit ein, die fiir die Schul-
mathematik von Bedeutung sind (vgl. ebd.: 176). Das sind beispielsweise anschauliche mathe-
matische Begriindungen, priformale Beweise oder Problemldsestrategien (vgl. ebd.). Diese
miteingeschlossen, spricht Spies (2015: 176) von schonen Stiicken der Mathematik. Um her-
auszufinden, welche Rolle die Kiinstlerdhnlichkeit mathematischen Schaffens im Mathematik-
unterricht einnehmen kann, miissen beide Forschungsrichtungen dahingehend untersucht wer-
den, dass deutlich wird, wie dsthetische Werturteile und der Kunstcharakter der Mathematik
zum Reflexionsmoment werden konnen (vgl. Spies 2015: 175). Die dsthetischen Momente kon-
nen in vier Eigenschaftskomplexe kategorisiert werden: 1.) Tragweite oder Relevanz, 2.) Oko-
nomie oder relative Einfachheit, 3.) epistemische Transparenz, 4.) emotionale Wirksamkeit
(vgl. Spies 2015: 176).

Was bedeutet Tragweite als dsthetisches Moment? Damit ist das Potential von einem Stiick
Mathematik gemeint, das sich auf einen innermathematischen Zusammenhang bezieht
(vgl. ebd.). Welche Faktoren konnen fiir die 4sthetische Bewertung herangezogen werden? As-
thetisch bewertet werden konnte die Relevanz eines Resultates sowie dessen innermathemati-
sche Vernetzung, wobei die mathematische Schonheit sich dann z.B. im diszipliniibergreifen-
den Zusammenhang zwischen Geometrie und Algebra ausdriicken wiirde (vgl. ebd.). Mathe-
matische Schonheit kann aber auch bei einem Beweis empfunden werden, wenn die Heuristik,
die ihm zugrunde liegt, iiber den aktuellen Fall hinaus angewendet werden kann oder wenn ein
elementares Konzept in besonderer Weise fiir weitere Verallgemeinerungen anschlussfahig ist
(vgl. ebd.). Fiir die mathematische Schonheit ist die Tragweite relevant, wenn sie mit anderen

Eigenschaften gemeinsam auftritt oder sich mit ihnen in Beziehung setzt (beispielsweise als

! Beispiele fiir Triiger mathematischer Schonheit sind hiufig Beweise,

Theoreme oder auch ganze Theorien und besondere Argumentationsgénge. Spies folgt der Idee von

Hardy (1940), der allgemein von den ,,Mustern der Mathematiker* spricht, da sich mit diesem Begriff der Rahmen
potenzieller Triager explizit 6ffnet (vgl. Spies 2015: 176).
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BezugsgroBe im Rahmen der Okonomie) (vgl. ebd.). Was bedeutet Okonomie als ésthetisches
Moment? Die mathematische Schonheit liegt hier in der Kiirze und Einfachheit, wobei die Ein-
fachheit keine absolut angebbare Grofe ist, sondern subjektiv gewertet und erfahren wird
(vgl. ebd.: 177). Epistemische Transparenz als dsthetisches Moment: Schonheit liegt hier in der
Klarheit, in der Transparenz, im tieferen Verstehen und Erkennen, welches iiber die Giiltigkeit
des Beweises hinausgeht und fiir welches sich hdufig Metaphern aus dem Bereich der visuellen
Anwendung finden (vgl. ebd.). Emotionale Wirksamkeit’: Allgemein 16sen schone Stiicke der
Mathematik sowohl beim Produzierenden, als auch beim Rezipierenden eine Vielfalt an Emo-
tionen aus, wobei die Emotionen hiufig mit den genannten Eigenschaftskomplexen einherge-
hen: So. kann beim Finden der innermathematischen Tragweite oder der Okonomie Emotionen
wie Uberraschung oder Erstaunen hervorgerufen werden und ein ,,Aha!- Erlebnis im Sinne der

epistemischen Transparenz kann das Gefiihl von Unausweichlichkeit auslésen (vgl. ebd.: 17 £.).

Nachdem nun die Eigenschaften vorgestellt wurden, die schonen mathematischen Gegenstan-
den innewohnen, sowie mdgliche Erfahrungen, die Subjekte anhand dieser machen konnen,
stellt sich die Frage, was das Subjekt — bzw. was SchiilerInnen — brauchen, um solche &stheti-
schen Erfahrungen mit einem entsprechenden mathematischen Gegenstand machen zu kénnen.
Beziiglich der Tragweite und der Okonomie ist fiir das Erkennen mathematischer Schonheit ein
instruktives Aufzeigen an Beispielen, Ubung, Gewdhnung und Informationswissen, welches
iiber das konkrete Problem hinausgeht, notwendig, wohingegen epistemische Transparenz und
emotionale Wirksamkeit das eigenstindige Erforschen der Gegenstinde bediirfen
(vgl. Spies 2015: 178).

Insgesamt hilt Spies fest, dass die Asthetik erst durch die emotionale Wirksamkeit entstehen
kann, denn mathematische Schonheit — verdeutlicht anhand der vorgestellten Charakteristika —
ist duBerst facettenreich. Die Verbindung der &dsthetischen Beziehung von Eigenschaften, die
einem Objekt immanent sind, mit dem subjektivem epistemischem wie emotionalem Erleben
(vgl. Spies 2015: 178). Verdeutlicht wird an dieser Stelle die ,,Subjektorientierung und die ei-
gentiimliche Wechselbeziehung von Emotionen, Intuition und Rationalem in den verschiede-

nen Facetten der mathematischen Schonheit”, wodurch ,tragfdhige Gemeinsamkeiten mit

2 Die Emotionale Wirksamkeit wird bei Spies gemeinsam mit weiteren Punkten erwihnt, die in ihrer Gestalt eine
asthetische Erfahrung ermdglichen kdnnen. Allerdings entspricht die Emotionale Wirksamkeit vermutlich schon
an sich der asthetischen Erfahrung, denn dem Subjekt wird durch Reflexion seine Emotion (z.B. das Gefiihl der
Uberraschung) bewusst.Damit scheint sie nicht etwas zu sein, das eine dsthetische Erfahrung hervorruft, sie scheint
vielmehr ein Beispiel fiir eine dsthetische Erfahrung zu sein.
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Beschreibungen dsthetischer Erfahrung in anderen Bereichen* gezeigt werden (Spies 2015:

178 f.), denn im Fokus steht die Beziehung zwischen Subjekt und Gegenstand (vgl. ebd.: 179).

Analog zu einem Kunstwerk, dem die Auseinandersetzung mit sich gelungen ist, sind hier
schone Stiicke Mathematik zu nennen, die sich aufgrund bestimmter Eigenschaften besonders
gut fiir eine dsthetische Erfahrung eignen. Je nachdem, um was fiir ein Stiick Mathematik es
sich handelt, bieten sich unterschiedliche Moglichkeiten an, was als schon empfunden werden
kann. Ebenso wie bei einem Kunstwerk gilt, dass die Asthetik von Mathematik erst durch die
emotionale Wirksamkeit entsteht. Es gibt mathematische Inhalte, denen aufgrund ihrer Eigen-
schaften bestimmte Potenziale inhdrent sind. Jedoch werden diese mathematischen Inhalte bzw.
Stiicke Mathematik erst zur schénen Mathematik, wenn sie in Auseinandersetzung mit ihnen
dsthetisch erfahren werden. Die Voraussetzung, um mathematische Schonheit zu erkennen, ist

ein gutes mathematisches Vorwissen.

3.2 Wie wird der Kunstcharakter der Mathematik bildungswirksam?

Die asthetische Erfahrung in der Mathematik hat zu dsthetischen Erfahrungen in anderen Be-
reichen als Gemeinsamkeit die Beziechung zwischen Subjekt und Gegenstand, wodurch sie zum
Anhaltspunkt von Fragen mathematischer Bildung wird (vgl. Spies 2015: 178 f.). Am Beispiel
der Reflexion iiber das Asthetische in der Mathematik wird erklirt, wie die Beziehung, die durch
das Erhalten schoner Mathematik hervorgerufen wurde, bildungswirksam werden kann
(vgl. ebd.: 179). Das Nachdenken iiber das eigene Handeln, Denken bzw. iiber den Gegenstand
wird als Mittel in (Allgemein-)Bildungskonzepten festgehalten: Einerseits als Bildungsziel an
sich, andererseits um die Entwicklung zu einem gebildeten Biirger/einer gebildeten Biirgerin
zu ermoglichen (vgl. ebd.). Ein dsthetisches Erlebnis in der Mathematik kann unterschiedliche
Reflexionsebenen ansprechen (vgl. ebd.: 180). Vier Reflexionsebenen konnen dazu festgehal-
ten werden: Die Inhaltsreflexion, die Gegenstandsreflexion, die Bedeutungs- bzw. Sinnrefle-
xion sowie die Selbstreflexion (vgl. Spies 2015: 181 f. zit. n. Bauer 1990). Die Inhaltsreflexion
betreffend, werden drei Punkte genannt: Inhaltsreflexion kann zum einen das Erkennen von
Strukturen und Mustern bedeuten, zum zweiten kann Inhaltsreflexion das Vollziehen von Dar-
stellungswechseln bedeuten oder — zum dritten — die Auswahl von Heurismen (etwa das Bilden
von Analogien), wodurch dann wiederum innermathematische Vernetzungen erkannt werden
konnen (vgl. Spies 2015: 180 zit. n. Bauer 1990: 8). In der Gegenstandsreflexion wird disku-
tiert, was allseits als schone Mathematik gilt und welche ,,Klassiker* es in der Mathematikis-

thetik gibt (vgl. Spies 2015: 180 zit. n. Bauer 1990). Es geht jedoch auch um Fragen zur
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Mathematikiasthetik als Teildisziplin der Philosophie, iiber die beispielsweise reflektiert wird,
ob Mathematik eine Kunstform ist, was Mathematik mit Kiinsten gemeinsam hat oder wie sich
unterschiedliche Stile zeigen, wenn stilistisch etwa mehrere Wege zum Losen einer Aufgabe in
Frage kommen und man sich fiir einen Weg explizit entscheiden kann (vgl. Spies 2015: 180 f.).
Bedeutungs- bzw. Sinnreflexion: Die Reflexionsebene hier ist die reine Mathematik?, die durch
Schonheit und Kunstférmigkeit Anerkennung findet (vgl. ebd.: 181). Selbst entwickelte, krea-
tive Problemlosungsprozesse konnen reflektiert werden, Begriffsbildungsprozesse kénnen do-
kumentiert werden oder gemeinsame Themen, die sowohl die Mathematik als auch die Kunst
beinhalten, kénnen verglichen werden (vgl. ebd.: 182). Selbstreflexion: An dieser Stelle kann
die asthetische Erfahrung selbst zum Gegenstand der Reflexion werden: Hervorgerufen wird
dies durch Fragen zur epistemischen Transparenz oder zur emotionalen Wirksamkeit —z.B. die
Frage, ob die Losung fiir das Subjekt erstaunlich einfach war, warum dies erstaunlich war,
wieso oder ob es ein ,,Aha!-Erlebnis“ gegeben hat oder welchen Losungsweg es am attraktivs-
ten empfunden hat (vgl. ebd.). In Abb.2 wird ein Beispiel gegeben, wie eine solche Selbstref-
lexion in Mathematikbiichern angeregt werden kénnen: Lernende werden gefragt, welchen Lo-

sungsweg sie am schonsten finden und warum.

Kevin:

Meine Lésung ist einfacher: Ich zeichne das gleiche Dreieck noch
einmal daneben. Da sieht man sofort, dass a genauso groB8 ist wie a’
und y wie y.

a, B und y' ergeben zusammen 180°.

Sabine:

Ich teile mein Dreieck in vier kongruente Dreiecke, indem ich die
Seitenmittelpunkte miteinander verbinde. Da die vier Dreiecke kongru-
ent sind, muss a’ so grof3 sein wie a und B’ so grof3 wie B. Da die Winkel-
summe auch gleich gro3 sein muss, ist y* so gro8 wie y. Alle drei bilden
eine Gerrade, also 180°.

Christine:
a+y,'=90° | aund y,’ bilden zusammen die Ecke eines Rechtecks
(a+y, =90° | v," undy, sind Wechselwinkel
B+y,’ =90° | B+, bilden zusammen die Ecke eines Rechtecks
(Inp+y,=90° [ v,"undy,’ sind Wechselwinkel
a+y,+B+y,=90°+90° |folgtaus (I) und (Il)
a+p+y, +y,=180° | zusammengefasst
a+B+y=180° [v, +v,=v

Abb. 2: Reflexion: Welcher Losungsvorschlag gefillt am besten
Quelle: In Anlehnung an Spies (2015: 183)

3 Unterschieden wird die ,,7eine Mathematik* von der ,,angewandten Mathematik , wobei der reinen Mathematik
eigene Realitidt zugeschrieben wird, die unabhéngig vom menschlichen Erfindungsgeist- und losgel6st von der
Gesellschaft ist und wohingegen es bei der angewandten Mathematik um die Niitzlichkeit und Relevanz in Alltag
und Gesellschaft geht (vgl. Loos/Ziegler 2015: 3 ).
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Deutlich wird, dass trotz einer determinierten Wissenschaft viel Raum gegeben ist, um subjek-
tive Entscheidungen treffen zu kdnnen (vgl. Spies 2015: 182). Die dsthetische Perspektive der
Mathematik geht iiber die auBBermathematischen Anwendungen hinaus, sie ldsst sich {iberpriifen
und schafft durch das subjektiv epistemische und emotionale Erleben einen neuen Reflexions-
gegenstand, der bildungswirksam ist: Die ,,Beziechung von Mensch und Mathematik*

(vgl. ebd.: 184).

In Verbindung mit dem zweiten Kapitel ldsst sich festhalten, dass es einerseits viele Gemein-
samkeiten zwischen Kunst und Mathematik gibt und dass Mathematik andererseits selbst zur
Kunst werden kann. Kunstwerke sowie schone Stiicke Mathematik bieten die Mdéglichkeit zur
dsthetischen Erfahrung, sofern sich ein Subjekt mit ihnen auseinandersetzt. Die dsthetische Er-
fahrung ist mit reflexiven Prozessen verbunden, die sich anhand des hermeneutischen Zirkels
erkldren lassen. Die reflexiven Prozesse gehen mit verschiedenen aufeinander aufbauenden
Erkenntnisstufen einher. Dadurch, dass Kunst bzw. der Kunstcharakter von Mathematik Refle-
xion erméglichen — und zwar im Rahmen der dsthetischen Erfahrung, zu der es in Auseinan-
dersetzung mit ihnen kommt — werden sie bildungswirksam, denn das Subjekt gelangt dabei zu
einer neuen Erkenntnis. Beziiglich der Parallelen von Kunst und Mathematik ldsst sich festhal-
ten, dass sowohl die Kunst mit Augenblicken historischer und kultureller Praktiken in Verbin-
dung steht als auch die Mathematik: So weisen Loos und Ziegler (2015: 3) daraufhin, dass
Mathematik neben ihrer Anwendung auch als Kulturleistung gesehen werden kann, die sich
tiber Jahrtausende immer weiterentwickelt hat. MathematikerInnen unterliegen beim Entde-
cken und Konstruieren von Mathematik immer der aktuellen Zeit und Gesellschaft, in der sie
leben und von der sie motiviert werden (vgl. ebd.: 7). Offensichtlich wird Mathematik jedoch
weder als Kunst noch als Kulturleistung wahrgenommen. Naheliegend ist, dass ihr Potenzial
erst ,,sichtbar* gemacht werden muss. Dies fiihrt zum ndchsten Kapitel, in welchem es um die

dsthetische und lernforderliche Visualisierung geht.

4 Lernforderliche und isthetische Visualisierung

,Die Visualitdt und die Bilder kehrten zuriick — und das mit Macht* (Stiegler 2008: 2). In die-
sem Kapitel geht es darum, die Begrifflichkeit Visualisierung einer Definition zuzuordnen und
das Potenzial sowie die Wirkmichtigkeit von Visualisierungen aufzuzeigen. Dieses Wissen soll
fiir den geplanten Gestaltungsvorschlag helfen, das Interesse sowie die Aufmerksamkeit fiir ein

bestimmtes und noch unbekanntes mathematisches Thema herzustellen, welches das Potenzial
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fiir eine dsthetische Erfahrung liefert. Zudem liegt nahe, dass die angestrebte dsthetische Erfah-
rung in der Mathematik nur gelingen kann, wenn die entsprechenden mathematischen Inhalte
verstanden werden. Um dieses Verstdndnis ermoglichen zu kdnnen, soll ebenfalls auf visuelle
Mittel zuriickgegriffen werden. Somit gilt es in diesem Kapitel auszuarbeiten, was eine dsthe-

tische aber auch lernférderliche Visualisierung ausmacht.

4.1 Was ist Visualisierung?

Visualisierung entstammt dem lateinischen Wort ,,Visualis®, bedeutet ,,zum Sehen gehorig®
und meint, dass es einen Transformationsprozess von Daten, Informationen und Wissen in vi-
suelle Darstellungsformen gibt (vgl. Gruber-Beerfeltz 2009: 14). Durch Schmitz lésst sich er-
génzen, dass Visualisieren im metaphorischen Sinne aber auch ,,Einsicht” oder das mentale
»Verstehen bedeuten kann (vgl. Schmitz 2017: 16). Ferner kann Visualisierung sowohl als
Prozess als auch als Produkt gedeutet werden: Visualisieren als Prozess meint den Vorgang des
Visualisierens, wobei dann verschiedene Tétigkeiten als Visualisierung bezeichnet werden, Vi-
sualisierung als Produkt meint die Ergebnisse des Prozesses — etwa ein mental oder external

erzeugtes Bild, welches durch die Téatigkeiten entstanden ist (vgl. ebd.: 15 f., 20 f.).

4.2 Potenzial und Wirkung von Visualisierungen — wie Bilder Wahrheiten verkau-
fen

Bilder haben das Potenzial, eigene Wirklichkeiten zu schaffen und damit riicken sie in das In-
teressensfeld der Werbepsychologie, verschiedener Wissenschaften, der Okonomie und der Po-
litik (vgl. Brodbeck 2020: 67 f.). Otsch und Graupe (2020: 2) differenzieren am Beispiel der
Wirtschaft aus, dass Bilder iiber Zustinde der Wirtschaft, iiber die Auswirkungen auf die Zu-
kunft oder von designten Produkten als Realitit empfunden werden, worauf die wirtschaftliche
Handlung dann Bezug nimmt. Gender Marketing konnte ein konkretes Beispiel dazu liefern,
inwiefern Bilder Wirklichkeiten schaffen und die Wahrnehmung pragen konnen: Anhand einer
Untersuchung zu Coca-Cola Zero und Coca-Cola Light, ergaben sich Indizien dafiir, dass Gen-
der Marketing durch eine Werbung, die geschlechtsspezifisch gestaltet wurde, bestimmte Bot-
schaften vermitteln konnte, mit dem Ergebnis, dass Coca-Cola Light tendenziell mit dem weib-

lichen Geschlecht assoziiert wurde wund Coca-Cola Zero mit dem maéannlichen
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(vgl. Schiitz/Sprenger/Falkenauer 2017: 43).* Die Werbung beeinflusst die Konsumentschei-
dungen dadurch, dass das Geschlecht mit bestimmten Stereotypen einhergeht d.h., dem jewei-

ligen Geschlecht werden spezifische Eigenschaften zugesprochen (vgl. ebd.: 37).

Wenn Bilder bzw. Visualisierungen ein so machtvolles Instrument sein konnen, wenn sie Rea-
lititen schaffen konnen und Informationen iiberbringen konnen, stellt sich die Frage, ob der
Effekt von guten Visualisierungen sich auch auf Schulmaterialien iibertragen ldsst. Zugespitzt
gefragt: Wenn sich Produkte durch gekonnte Visualisierungen verkaufen lassen, lassen sich

dann auch schulbezogene Themen verkaufen?

4.3 Visualisierung beim Lernen — Erkenntnisse fiir den Gestaltungsvorschlag

Anders als Texte, die abschnittweise gelesen werden, konnen Informationen in Bildern auf ei-
nen Blick erfasst werden (vgl. Niegemann et al. 2008: 223). In zwei Metaanalysen konnte fest-
gehalten werden, dass die Behaltens- und Verstehensleistung erheblich verbessert werden
konnte, wenn Bilder eingebunden wurden, wobei sich transformierende Bilder als besonders
effektiv erwiesen haben (vgl. ebd.: 224). Insgesamt sind vier Funktionen zu erwéhnen, die Bil-
dern zukommen: Sie kénnen eine kognitive-, motivationale-, dekorative- oder kompensatori-
sche Funktion haben (vgl. ebd.: 222). Um Bilder sinnvoll gestalten- und zum Lernen nutzbar
zu machen, wird im Folgenden thematisiert, welche neurowissenschaftlichen und kognitions-
psychologischen Erkenntnisse zur Informationsverarbeitung vorliegen und wie Bildverstehen
funktioniert, um anschliefend Kriterien fiir eine lernforderliche sowie motivierende Gestaltung

ableiten zu konnen.

4.3.1 Erkenntnisse aus dem Instruktionsdesign und der kognitiven Psychologie

Multimedia

Multimedia bezeichnet die Kombination von Visualisierungen und weiteren medialen Ebenen,
wobei Visualisierungen bei der Wissensvermittlung insbesondere mit medialen Ebenen wie
text- und auditiven Inhalten eingesetzt werden (vgl. Preull/Kauffeld 2019: 404). In zahlreichen
Biichern und Arbeiten finden drei Theorien immer wieder Erwéhnung: 1.) Cognitive Load The-
ory, 2.) Kognitive Theorie des multimedialen Lernens (Mayer), 3. Integratives Modell des Text-

und Bildverstehens (vgl. z.B. Astleitner et al. 2006; vgl. Niegemann et al. 2008; vgl. Rey 2009;

4 Die Aussage wird im Ergebnis gestiitzt, aber gleichzeitig durch eine kritische Bezugnahme zur Methode der
Untersuchung, relativiert
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vgl. Reinhold 2018; vgl. Preu/Kauffeld 2019). Gemeinsam ist allen drei Theorien der Bezug
zum Geddchtnismodell von Baddeley (1992) (vgl. Niegemann et al. 2008: 50; Rey 2009: 23,
37). Letzteren beiden ist zusitzlich die duale Kodierungstheorie nach Paivio (z.B. 1986) ge-
meinsam (vgl. Rey 2009: 37). Im Folgenden geht es weniger darum, die Theorien in ihren De-
tails vorzustellen, vielmehr sollen die gemeinsamen genannten Bezugspunkte festgehalten wer-
den, die bereits Aufschluss dariiber geben, worauf bei einer gehirngerechten Gestaltung zu ach-

ten ist.

Theorie der dualen Kodierung (Paivio)

Verbale oder nonverbale Stimuli (Reize der AuBenwelt) aktivieren das sensorische Register
(vgl. Seufert 2017: 5). Je nach Art des Reizes, gelangt dieser in das verbale oder non-verbale
System (vgl. ebd.), wobei Worter, Sdtze und Texte ausschlieBlich im verbalen System verar-
beitet werden, wohingegen Bilder imaginal oder verbal enkodiert werden
(vgl. Schnotz 2001: 299). Die Informationen interagieren innerhalb des jeweiligen Systems,
gleichzeitig sind die Systeme jedoch auch durch referentielle Verbindungen miteinander ver-
kniipft und kénnen sich somit gegenseitig aktivieren (vgl. Seufert 2017: 5). So kann etwa aus
der Représentation ,,Hund*, die auditiv ist, ein mentales Bild eines Hundes generiert werden

(vgl. Rey 2009: 34).

Arbeitsgedidchtnismodell (Baddeley)

Im Arbeitsgedéchtnismodell werden drei Komponenten angenommen: 1. Die zentrale Exeku-
tive, die die Subsysteme® steuert (vgl. Rey 2009: 23), 2. der visuell- rdumliche Notizblock, der
Informationen erhilt, die optisch wahrnehmbar und rdumlich erfassbar sind (vgl. Reinhold
2018: 90), 3. die phonologische Schleife, die auditive Informationen verarbeitet (vgl. ebd.: 91).
Die Informationen werden kurz im Arbeitsgeddchtnis gespeichert, in der Mathematik konnen
so auch Zwischenergebnisse wihrend eines Rechenprozesses bereitgehalten werden
(vgl. Zoelch/Berner/Thomas 2019: 28).” Es wird allerdings davon ausgegangen, dass dem At-
beitsgeddchtnis eine begrenzte Speicherkapazitit zugrunde liegt (vgl. ebd.: 90). Die

SEs wird in dem Kontext auch vom Ultrakurzzeitgedichtnis gesprochen (vgl. Zoelch/Berner/Thomas 2019: 27).

¢ Abbildungen aus dem Internet zufolge, scheinen die Subsysteme der visuell- riumliche Notizblock und die pho-
nologische Schleife zu sein.

7 Beim Addieren beispielsweise werden nicht nur Summanden gespeichert oder Ergebnisse aus dem Langzeitge-
déchtnis abgerufen, sondern Zwischenergebnisse konnen kurz priasent gehalten werden (vgl. Zoelch/Ber-
ner/Thomas 2019: 27).
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Verarbeitungsgeschwindigkeit wird folglich erhoht, wenn nur wenige Informationen zeitgleich

verarbeitet werden miissen (vgl. Born/Oehler 2020: 74).

Empfehlungen zur Gestaltung, Gestaltungsprinzipien

Multimedial gestaltete Wissensinhalte wirken sich positiv auf die Lernleistung aus, sofern ei-
nige relevante Gestaltungsprinzipien eingehalten wurden (vgl. Preufl/Kauffeld 2019: 404 f.).
Diese leiten sich aus den zuvor beschriebenen Erkenntnissen ab und lauten wie folgt: 1. Das
Kohdrenzprinzip: Irrelevante Informationen sollten weggelassen werden, 2. Das Signalisie-
rungsprinzip: Relevante Informationen dagegen sollten besonders hervorgehoben werden,
3. Das Redundanzprinzip: Informationen sollten nicht wiederholt und mehrfach genannt wer-
den, 4. Das rdumliche Kontiguitdtsprinzip: Bilder und Texte, die zusammengehdren, sollten
nahe beieinander platziert werden (vgl. ebd.: 405 in Anlehnung an Mayer 2009%). Studien mit
Blickbewegungsaufzeichnung (Hegarty/Carpenter/Just 1996) zeigen, dass Lernende Texte in
Sequenzen lesen und nach jeder Sequenz den entsprechenden Aspekt in der Grafik betrachten.
Dies kann durch eine sinnvolle Zerlegung des Textes und der zur Texteinheit zugeordneten
Grafik erheblich vereinfacht werden (vgl. Niegemann 2008: 230 zit. n. Clark/Mayer 2002; Ma-
yer 2005c¢). 5. Das zeitliche Kontiguitdtsprinzip: Bilder und Texte, die zusammengehoren, soll-

ten simultan présentiert werden (vgl. Preufl/Kauffeld 2019: 405).

Kritik

Kritisch anzumerken ist, dass motivationale und emotionale Aspekte nur unzureichend in den
Modellen beriicksichtigt werden (vgl. z.B. Rey 2009: 40). Jedoch werden gelernte Inhalte nach
Born und Oehler (2020: 61 f.) deutlich besser im Langzeitgedédchtnis abgespeichert, wenn der
Lerngegenstand positiv bewertet wurde, da die positive emotionale Bewertung mit der Aktivie-
rung des Hippocampus einhergeht. ,,Herausragend ist unser inneres ,Belohnungssystem* das
iiber den Neurotransmitter Dopamin gesteuert wird* (Born/Oehler 2020.: 62). Positive Erfah-
rungen fiihren zur Dopaminausschiittung und werden dadurch in kortikalen Strukturen abge-
speichert (vgl. ebd.). Auch die motivationalen Ebenen beeinflussen das Lernen, denn zwischen

kognitiven und motivationalen Variablen gibt es eine direkte Verbindung — dies ist die

8 Was die Verarbeitung von Informationen betrifft, ist die Annahme in dieser Theorie, dass es zwei kognitive
Systeme gibt: Das eine System ist der Aufnahme von Informationen zugéinglich, das andere fiir die Interpretation
der Informationen (vgl. Reinhold 2018: 109). Es findet eine duale Kodierung statt (vgl. Reinhold 2018: 109 zit n.
Paivio 1990). Beziiglich des Arbeitsgedéchtnis haben die kognitiven Systeme in dieser Theorie Kapazititen, die
jeweils unabhéngig voneinander sind (vgl. Reinhold 2018: 110 zit. n. Mayer 2009).
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Aufmerksamkeit (vgl. Astleitner et al. 2006: 10). Somit sind fiir die Visualisierung bzw. Ge-
staltung von Lerninhalten — neben der Beriicksichtigung der Speicherkapazitit des Arbeitsge-
dichtnisses — Erkenntnisse heranzuziehen, die die motivationalen und emotionalen Aspekte be-

riicksichtigen.

4.3.2 Erkenntnisse zur menschlichen Wahrnehmung

Einer Untersuchung von Studierenden der University of Sydney zufolge, wurden attraktiver
gestaltete Infografiken linger und mit héherer Genauigkeit von den Testpersonen betrachtet:
»Aufgabenstellungen wurden in Verbindung mit dsthetisch ansprechenden Grafiken geduldiger
bearbeitet und weitaus seltener abgebrochen als solche, deren grafische Darstellung als unat-
traktiv bezeichnet wurde* (Delekta 2010: 59). Fiir eine langfristige Speicherung von Informa-
tionen ist es notwendig, dass die Information so gestaltet ist, dass sie einen Reiz auslost und die
Aufmerksamkeit auch aufrechterhalten wird, um sich mit dem Gegenstand intensiver und

schlieBlich auf einer inhaltlichen Ebene auseinandersetzen zu kdnnen (vgl. ebd.: 59).

Visuelle Wahrnehmung

Visuelle Wahrnehmung bedeutet das individuelle /nterpretieren von wahrgenommenen Gestal-
ten, es geht weniger um die tatsdchlichen Wahrnehmungsbilder (vgl. Moritz 2019: 62). Indivi-
duell, weil das Wahrnehmen von Informationen vom personlichen Sehvermdgen, von person-
lichen Erfahrungen und kulturellen Ausprigungen® abhiingig ist (vgl. ebd.). Die visuelle Wahr-
nehmung kann als offenes System gesehen werden, das sich durch individuelle Erfahrungen
fortlaufend dndert (vgl. ebd.). Gesucht wird nun ein Anhaltspunkt, der eine objektivere Grund-
lage schafft, sodass Rezipientlnnen unabhéngig von ihren individuellen Erfahrungen oder kul-
turellen Pragungen von entsprechend gestalteten Lernmaterialien profitieren konnen. ,,Fiir die
Analyse und Klassifizierung der Wahrnehmungsphédnomene existieren unterschiedliche An-
sdtze einer allumfassenden Gestalt- und Ganzheitspsychologie, mit der eine wissenschaftlich
fundierte Theorie zur Funktionsweise von visuellen Zeichen- und Ordnungssystemen etabliert
werden soll (ebd.: 62). Resultiert sind konkrete Gestaltgesetze, die im folgenden Abschnitt

vorgestellt werden.

? Kulturell verschieden sind z.B. die Leserichtung oder die Bedeutung von Farben (vgl. Moritz 2019: 62).
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Gestalttheorie und Gestaltungsgesetze

,Die gestalterischen Aussagen werden explizit davon bestimmt, inwieweit es einem Designer ge-
lingt, das Zusammenspiel von Gestaltungselementen visuell eindeutig und &sthetisch ansprechend
zu visualisieren. Gestalterische Aussagen sind ein wichtiger Bestandteil der visuellen Kommuni-
kation und tragen wesentlich zur Informationsvermittlung bei* (Moritz 2019: 70).

Nach der Gestalttheorie entspricht die wahrgenommene Welt der Wahrheit, sodass verinner-
lichte Erfahrungen zu assoziativen Verkniipfungen fiihren und visuelle Eindriicke strukturieren
(vgl. Moritz 2019: 63). Elemente werden nach Form, Farbe!® und GroBe geordnet, um nach
bereits bekannten Mustern zu organisieren und zu interpretieren (vgl. ebd.: 63). Ein Teil der
Visualisierung wird beim Ordnen als Figur, die im Vordergrund ist, interpretiert und alles Wei-
tere als Hintergrund (vgl. ebd.). Die vordergriindige Figur charakterisiert sich durch Formen,
die dominant und symmetrisch sind, durch Konturen und Flachen, die einfach erkennbar sind,
sowie durch Flachen, die stark strukturiert sind und sich vom Untergrund abheben (vgl. Mo-
ritz 2019: 64). Damit ist das wichtigste Ordnungsprinzip die Vordergrund-Hintergrundbezie-
hung (vgl. ebd.). Zudem bevorzugt das menschliche Wahrnehmungssystem ,,einfache und iiber-
sichtlich geordnete visuelle Strukturen in geometrischer und symmetrischer Anordnung mit ho-
hem Aufmerksamkeitswert, die dsthetischen und harmonischen Mallstdben gerecht werden
(ebd.: 64). Geordnete Formen wirken priagnanter und rufen somit eine hohere Aufmerksamkeit
hervor (vgl. ebd.: 68). Im Folgenden werden diejenigen Gestaltungsgesetze vorgestellt, die fiir
das Vorhaben in der Arbeit von Bedeutung sind. !!

Gesetz der Figur-Grund-Trennung: Bei der Wahrnehmung hebt sich das Objekt vom Umfeld
ab, wobei symmetrische, hellere und kleine Flachen als Figur wahrgenommen werden, wohin-
gegen asymmetrische oder dunklere Flichen als Hintergrund wahrgenommen werden
(vgl. cmyctastic 2021).'? Gesetz der Gleichheit: Elemente, die z.B. in Form oder Farbe #hnlich

sind, werden als zusammengehorig wahrgenommen (vgl. ebd.). Gesetz der Néhe: Ebenso

19 Kollektivistische Farbmeinungen, die losgeldst von kulturellen Prigungen sind und die ein visuelles Ambiente
schaffen, sind realitidtsbezogene Farben, denn sie resultieren aus der Umwelt, z.B. Farbtone, die sich aus den Jah-
reszeiten ergeben (vgl. Moritz 2019: 117). Farbklidnge, die auf aufgehellten oder abgedunkelten Farben basieren,
die aus der Natur bekannt sind und somit einem speziellen Nutzernaturell entsprechen, gelten also als harmonisch
und als motivierend (vgl. Moritz 2019: 122).

' Es gibt noch das Gesetz der geschlossenen Form, d h., dass Rahmen Flidchen abgrenzen, sodass Objekte inner-
halb des Rahmens als zusammengehorig wahrgenommen werden, es gibt weiter das Gesetz der Erfahrung, d h.,
dass bei der visuellen Wahrnehmung schon bekannte Zusammenhénge abgerufen werden, sodass das Gehirn an-
gedeutete und unvollstdndige Bilder um fehlende Teile zu diesem Bekannten ergénzt und es gibt das Gesetz der
Kontinuitdt, d h., dass Elemente, die eine durchgehende Linie bilden, gruppiert werden (vgl. cmyctastic 2021).

12 Geht es um den Kontrast, miisste jedoch auch eine schwarze Figur auf einem weien Hintergrund dem Gesetz
entsprechen.
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werden Dinge, die nahe aneinander sind, als zusammengehorig wahrgenommen (vgl. ebd.).
Gesetz der Priagnanz (Gesetz der guten Gestalt): Alles wird so einfach wie moglich, d.h. in
Kreisen, Quadraten, Dreiecken und Rechtecken wahrgenommen, um Inhalte kurz und eindeutig

darzustellen (vgl. ebd.).

Bildverstehen

Werden Bilder nur oberfldchlich wahrgenommen, sodass der attentive (d.h. bewusste, analyti-
sche) Prozess sich dem priattentiven (d.h. dem automatisch und unkontrolliert geschehenden)
Prozess nicht anschlie3t, wird die padagogische Absicht nicht entschliisselt (vgl. Niegemann et
al. 2008: 211, 215). Dies kann an mangelndem Vorwissen des Rezipienten liegen oder an feh-
lender Vertrautheit der Darstellungs- oder Steuerungscodes (vgl. ebd.: 215). Zur Unterstiitzung
des natiirlichen Bildverstehens, innerhalb dessen das Subjekt die Abbildung auf dem Bild er-
kennt, werden Darstellungscodes genutzt, z.B. die Trennung von Figur und Grund, eine klare
Schattierungs- und Farbinformation (vgl. ebd.: 216 f., 236). Zur Unterstiitzung des indikatori-
schen Bildverstehens, in welchem der Inhalt des Bildes verstanden werden soll, werden Steue-
rungscodes genutzt: Solche erfiillen den Zweck, die Rezeption des Bildes zu lenken sowie die
Analyse des Lernenden zu unterstiitzen (vgl. Niegemann et al. 2008: 214, 236). Dies kann in
Form von Texten geschehen oder in Form von Bildern, wobei im letzteren Fall zwischen expli-
ziten und impliziten Steuerungscodes unterschieden wird (vgl. ebd. zit. n. Weidemann 1993):
Explizite Steuerungscodes konnen dem Bild hinzugefiigte Pfeile, farbige Hervorhebungen oder
AusschnittvergroBerungen sein, wodurch die Aufmerksamkeit auf relevante Bildelemente ge-
lenkt oder (mit Pfeilen) Bewegungen angedeutet werden (vgl. Niegemann et al. 2008: 215).
Implizite Steuerungscodes konnen nebeneinanderliegende Bilder sein, die dazu anhalten, mit-
einander verglichen zu werden oder die Hervorhebung bestimmter Elemente durch eine detail-

lierte Darstellung (vgl. ebd.).

Inwiefern helfen die gewonnenen Erkenntnisse, eine dsthetische wie auch lernférderliche Visu-
alisierung im Gestaltungsvorschlag realisieren zu konnen? Beziiglich einer dsthetischen Visu-
alisierung, die motivierend wirkt, hilft die Erkenntnis, dass Bilder Wahrheiten und Realitdten
., verkaufen  kénnen. Bilder sind in der Lage zu kommunizieren und ein ganz bestimmtes Wis-
sen zu vermitteln. Sofern es gelingt, die Botschaft/das Wissen ,, Mathematik ist spannend* zu
tiberbringen, kann davon ausgegangen werden, dass in dem Moment Interesse und Motivation
hergestellt werden. Beziiglich einer dsthetischen Visualisierung, die lernforderlich wirkt, hilft
die Erkenntnis, dass mit Gestaltprinzipien gearbeitet werden kann, um die begrenzte Speicher-

kapazitit des Arbeitsgedichtnisse zu beriicksichtigen. Ferner hilft die Erkenntnis, dass
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Gestaltungsgesetze, Darstellungs- und Steuerungscodes helfen, Inhalte dsthetischer zu visuali-
sieren, indem relevante Inhalte besser hervorgehoben- und zu verkniipfende Inhalte besser ver-
deutlicht werden. Im fiinften Kapitel wird deutlich, inwiefern dies vor allem im Umgang mit

Darstellungswechseln in mathematischen Aufgaben bedeutsam ist.

5 Visualisierung in der Mathematik und Herausforderungen

In diesem Kapitel wird erldutert, was unter Visualisierung in der Mathematik zu verstehen ist:
Dazu wird erldutert, inwiefern sich Tétigkeiten sowie Produkte bzw. Resultate von Tétigkeiten
als Visualisierungen begreifen lassen. Eine besondere Rolle nehmen Darstellungen bzw. Dar-
stellungswechsel ein, da diese zum Teil mit groen Schwierigkeiten verbunden sind. Der Zu-
sammenhang zum vorangegangenen Kapitel ist, dass sich dieses Problem mit Hilfe visueller

Mittel 16sen oder zumindest schmaélern 14sst.

5.1 Was ist Visualisierung in der Mathematik?

Visualisieren in der Mathematik bedeutet insbesondere das Arbeiten mit graphischen Darstel-
lungen, die Verstindnis und Erkenntnisgewinn zum Ziel haben, indem sie mathematische Kon-
zepte reprisentieren (vgl. Schmitz 2017: 17). Ein Beispiel fiir ein mathematisches Konzept ist
etwa ein gezeichnetes Rechteckt, welches in diesem Fall das geometrische Konzept — ndmlich
die geometrische Form ,,Rechteck — représentiert (vgl. ebd.). Teilt man dieses Rechteck in glei-
che Teile, um einen Bruch darzustellen, wire es das algebraische Konzept (vgl. ebd.). Darge-
stellt werden konnen also Konzepte bzw. geometrische und algebraische Konzepte, dargestellt

werden konnen aber auch Daten und Zusammenhénge (vgl. ebd.).

Konzept Daten Zusammenhang
geometrisch  algebraisch a b
6 -
. > ‘ * >
4
3 -
d ad bd
2 -
1]
0

Abb. 3: Visualisierung von Konzept, Daten, Zusammenhang mit Rechtecken
Quelle: In Anlehnung an Schmitz (2017: 18)

In der Mathematikdidaktik wurden Fragestellungen zur Visualisierung aus unterschiedlichen
Disziplinen vereint (vgl. Schmitz 2017: 19). In dem Buch ,,Beliefs von Lehrerinnen und Leh-

rern der Sekundarstufen zum Visualisieren im Mathematikunterricht wird ein Modell
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erarbeitet, in welchem verschiedene Visualisierungsbegriffe mit Hilfe von fiinf Tatigkeiten
beim Visualisieren beschreiben lassen (vgl. ebd.: 8), wobei am Ende die Definition von Arcavis
den Vorzug bekommt: Dieser Definitionsbegriff bietet einen guten Uberblick zu dem, was unter
Visualisierung verstanden werde kann und schlie3t Visualisierung als Prozess aber auch als
Produkt mit ein (vgl. ebd.: 44 f.). Insgesamt lassen sich fiinf Tétigkeiten in der mathematikdi-
daktischen Literatur festhalten, die Visualisierung definieren konnen und die im Folgenden
kurz erklart werden. Diese sind: Erstellen, Interpretieren, Vorstellen, Darstellen und Transfor-
mieren (vgl. ebd.: 40). Beim Erstellen und Interpretieren zieht Schmitz Theorien von Zimmer-
mann und Cunningham (1991a) sowie Duval (2014) heran (vgl. ebd.: 24): Nach ersteren beiden
meint Visualisierung das Erstellen und Verwenden geometrischer und geographischer Repri-
sentationen'®, wohingegen letzterer nur das Erkennen visueller Repriisentationen als Visuali-
sierung bezeichnet (vgl. ebd.). Weil die Repréisentationen sowohl fiir das Erkennen als auch fiir
das Verwenden Input fiir die Tétigkeit sind, fasst Schmitz Erkennen und Verwenden als Inter-
pretieren zusammen (vgl. ebd.: 24). Reprisentationen als Output entstehen wiederum beim Er-
stellen (vgl. ebd.). Reprédsentation meint in diesem Sinne die bildliche (und nicht nur symboli-
sche) Darstellung (vgl. ebd.). Es wird also eine nicht-bildliche Darstellung oder eine Idee durch
eine bildliche Darstellung zu einem neuen Gedanken (vgl. ebd.: 34). Das heif3t, ein mathemati-
scher Inhalt wurde zunéchst sichtbar gemacht und das sichtbar gemachte wurde dann verwendet
(vgl. ebd.: 42). Visualisierung kann folglich die Tatigkeit ,,Erstellen einer bildlichen Darstel-
lung®, die Tatigkeit ,,Interpretieren einer bildlichen Darstellung® oder beide Tatigkeiten bedeu-
ten (vgl. Schmitz 2017: 29). Visualisierung als Darstellung bedeutet ebenfalls, dass etwas ma-
teriell dargestellt wird!* — etwa ein gedankliches Bild (mentale Reprisentation), welches man
dann zeichnet (externale Reprisentation), beziehungsweise bedeutet Visualisierung hier die Ta-
tigkeit ,,materielles Darstellen®, durch welches der Wechsel von einer mentalen Représentation
in eine externale Reprisentation ermoglicht wurde (vgl. ebd.: 29 f.). Wo ist der Unterschied
zwischen Erstellen und Darstellen, wenn in beiden Fillen ein Wechsel von mental nach external
stattfindet und das Ergebnis eine bildliche Darstellung ist? Der Unterschied ist, dass beim Er-
stellen ein Wechsel von nicht-bildlich (z.B. eine nicht-bildliche mentale Idee) nach bildlich

stattfindet, wohingegen beim Darstellen schon ein Bild vorhanden ist — ndmlich mental vor dem

13 Zur sauberen Anwendung der Begrifflichkeiten, weist Schmitz darauf hin, dass alle bildlichen Darstellungen
Repridsentationen sind, dass umgekehrt jedoch nicht alle Reprasentationen bildliche Darstellungen sind, denn Re-
prasentationen konnen zum Beispiel auch symbolisch sein (etwa % als Représentation fiir ,,Bruch ein Viertel*)
(vgl. Schmitz 2017: 46 £.).

14 Schmitz bezieht sich hier auf Zitate von Boeckmann (1982: 14).
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Auge — welches dann external dargestellt wird (vgl. ebd.: 30). Was bedeutet Visualisierung als
Vorstellung? Im Bereich der Psychologie wird beziiglich der Visualisierung die Fahigkeit des
raumlichen Denkens erforscht: Zum Beispiel das mentale Drehen eines Wiirfels (vgl. ebd.: 31).
Gegeben ist also ein external bildliches Objekt (Input), welches sich als mentales Objekt vor-
stellt (Output) und mental verdndert wird (vgl. ebd.: 31 f.). Visualisierung als Transformieren
bedeutet, dass bildliche Objekte unterschiedlich verdndert werden, wobei sich das Transformie-

ren hier nicht nur auf mentale Repriasentationen bezieht, sondern genauso auch auf externale

(vgl. ebd.: 33).

Mit Hilfe von drei Dimensionen konnen die flinf Tétigkeiten geordnet werden: 1. Beim Erstel-
len und Interpretieren werden Représentationswechsel von einer nicht-bildlichen Darstellung
oder eine Idee durch eine bildliche Darstellung zu einem neuen Gedanken, 2. Beim Vorstellen
und Darstellen wird der Wechsel zwischen mentalen und externalen bildlichen Darstellungen
beschrieben und 3. wird beim Transformieren das Verdndern mentaler oder externaler bildli-
cher Vorstellungen beschrieben (vgl. ebd.: 34). Die Tétigkeiten als Visualisieren wurden iso-
liert betrachtet. Schmitz (2017: 42) weist an der Stelle aber darauthin, dass die beschriebenen
Tatigkeiten nicht in allen Situationen voneinander trennbar sind und dass Visualisierung hdufig
auch in diversen Kombinationen dieser Tétigkeiten formuliert wird. Das Darstellen, das isoliert
als Visualisierung betrachtet wird, meint im Sprachgebrauch hiufig auch die Interpretation mit,
ohne dass diese aber explizit erwihnt wird (vgl. ebd.: 43). Genauso korrelieren auch Transfor-
mieren und Interpretieren, weil das Interpretieren manchmal nur méglich ist, wenn vorher etwas
transformiert wurde (vgl. ebd.). Fiir alle Visualisierungsprozesse gilt, dass eine bildliche Dar-

stellung entweder als Input oder als Output beteiligt war (vgl. ebd.).

Der Fokus lag auf der Visualisierung als Tdtigkeit. Insbesondere der Punkt, dass das Darstellen
hdufig isoliert betrachtet wird und Interpretationen jedoch hdufig mitdenkt, sollte fiir das Ka-
pitel 5.2 im Kopf behalten werden. Dies konnte beim Darstellungswechsel und den damit ver-

bundenen Schwierigkeiten eine Rolle spielen.

5.2 Relevanz von Darstellungen und Herausforderungen im Umgang mit ihnen

In diesem Abschnitt geht es vor allem um Visualisierungen (bzw. Darstellungen) als Produkt,
also dem Resultat einer Visualisierung als Tatigkeit und um damit im Zusammenhang stehende
Herausforderungen, die sich auf den Darstellungswechsel beziehen.

»In der Mathematik werden unter Darstellungen Objekte verstanden, die fiir etwas Anderes

stehen. Diese anderen Objekte sollen dann repriasentiert werden* (Geyer 2018: 6). Im
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vorherigen Kapitel wurde aufgezeigt, dass dies z.B. geometrische oder algebraische Objekte
bzw. Konzepte sein konnen. Insgesamt lassen sich drei Arten von Darstellungen unterscheiden:
Die enaktiven Darstellungen (eine mathematische Eigenschaft kann durch eine Handlung er-
fahren werden), die ikonischen Darstellungen ' (Sachverhalte werden im Bild z.B. durch Skiz-
zen oder genaue Zeichnungen dargestellt) sowie die symbolischen Darstellungen (vgl. Hil-
gers 2021). Letztere werden z.B. von Kuhnke (2012: 9) ausdifferenziert: Sie unterscheidet zwi-
schen mathematisch-symbolischen Darstellungen und sprachlich-symbolischen Darstellungen
aus. Die sprachlich- symbolischen Darstellungen konnen mit oder ohne Kontextbezug sein:
,»T1mo geht zweimal in den Keller und holt jeweils vier Flaschen®, ,,zweimal vier” (ebd.: 9).
Eine mathematisch-symbolische Darstellung kann z.B. ,,1/4* von einem Kreis sein. Nach Dre-
her (2013: 227) konnen Darstellungen als Werkzeuge gesehen werden, um mathematisch den-
ken- und kommunizieren zu konnen. Als Beispiel nennt Kuntze (2013: 18) mathematische Ob-
jekte, die hdufig “unsichtbar und ,,multipel* reprasentierbar sind, deswegen ist das Nutzen von
Darstellungen von so hoher Bedeutung. An dieser Stelle sei angemerkt, dass im Unterricht aus
zeitlichen Griinden hédufig nicht mit bildlichen Darstellungen gearbeitet wird, dass einige In-
halte zu komplex gehalten werden, um sie bildlich darzustellen zu konnen oder dass einige
Lehrerlnnen  fiir manche  Inhalte keine  bildlichen  Darstellungen  kennen
(vgl. Schmitz 2017: 373).

Fiir die Allgemeine Hochschulreife im Fach Mathematik gibt es Bildungsstandards, in denen
unter anderem das Verwenden mathematischer Darstellungen als mathematische Kompetenz
festgelegt ist (vgl. ebd.). ,,Diese Kompetenz umfasst das Auswihlen geeigneter Darstellungs-
formen, das Erzeugen mathematischer Darstellungen und das Umgehen mit gegebenen Darstel-
lungen (ebd.: 16). Doch dadurch, dass das Wechseln zwischen Darstellungen hédufig an ein
hoheres Anforderungsniveau gekoppelt ist, ergeben sich fiir Lernende viele Schwierigkeiten,
Darstellungen zu nutzen (vgl. ebd.: 26). Friesen (2018: 171) weist darauf hin, dass scheinbare
Verstidndnisprobleme vieler Lernenden héufig auf Probleme beim Darstellungswechsel zuriick-

zufihren sind.

Folgende Erklirung dazu ist vorstellbar: Nach Schmitz (2017: 43) wird das Darstellen hdufig
isoliert als Visualisierung betrachtet und meint hdufig die Interpretation mit, ohne, dass diese
explizit erwdhnt wird (s.o.). Moglicherweise werden Sachverhalte in Lehrbiichern dargestellt

und dazugehdorige Interpretationen bleiben unsichtbar. Vorstellbar ist, dass Lernende teilweise

15 Dies geht Hand in Hand mit der Visualisierung ,,Darstellung* als Tatigkeit (s.0.)
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Schwierigkeiten haben, diese Information, die in der Interpretation liegt, zu entschliisseln.
Folglich fillt es schwer, mit vorliegenden Darstellungen umzugehen oder selbst etwas darzu-
stellen (Visualisierung ,, Darstellung “ als Tdtigkeit). Im vierten Kapitel wurden Mittel zur Vi-
sualisierung'® genannt, die den Darstellungswechsel vereinfachen konnen, z.B. das Verwenden
von Steuerungscodes. Fiir die Lehr- und Lernmaterialien, die im sechsten Kapitel analysiert
werden, gilt es zu tiberpriifen, inwiefern visuelle Hilfen fiir Darstellungswechsel eingesetzt wur-
den. Fiir den eigenen Gestaltungsvorschlag — ebenfalls im sechsten Kapitel — sollen visuelle
Hilfen fiir den Darstellungswechsel verwendet werden. Zudem sollen auch die Interpretationen
bzw. Denkschritte visualisiert werden, um Zusammenhdnge zu verdeutlichen, denn das Verste-
hen der Aufgaben ist schlussendlich die Basis, um eine dsthetische Erfahrung in der Mathema-

tik zu gewdhrleisten und Mathematik dadurch noch tiefgreifender zu verstehen.

6 Analyse der Visualisierungen von Lehr- und Lernmaterialien und
eigener Gestaltungsvorschlag

Um Anhaltspunkte zu haben, ob die Visualisierung des eigenen Gestaltungsvorschlags sich auf
Lehr- bzw. Lernbiicher oder Lehr- bzw. Lernvideos beziehen soll, musste erfasst werden, wel-
che Medien von Lernenden iiberhaupt genutzt werden. Biicher oder Videos? Gerade im Hin-
blick auf die Zeit der Coronapandemie, zu der der Unterricht sowohl fiir Schiilerlnnen als auch
fiir Studierende digital stattgefunden hat, musste iiberlegt werden, ob sich etwas hinsichtlich
der Nutzung bestimmter Lehr- und Lernmaterialien verdndert hat, bzw. ob sich Tendenzen in
eine bestimmte Richtung entwickelt haben. Eine differenzierte Betrachtung dazu befindet sich
in Anhang A. Im Folgenden werden die Visualisierungen zweier Mathematikvideos sowie einer
Aufgabe aus einem Mathematikbuch analysiert. Um eine Grundlage zu haben, auf der die Vi-
sualisierungen beurteilt werden konnen, werden die gewonnenen Erkenntnisse des vierten und
fiinften Kapitels herangezogen. Das Vorgehen, um eine Auswahl der Lehr- bzw. Lernmateria-
lien zu treffen, die im Folgenden analysiert werden, wird in Anhang B beschrieben. Fiir die
Analyse der Visualisierung der ausgewdéhlten Lehr- und Lernmaterialien sowie den im An-

schluss folgenden eigenen Gestaltungsvorschlag, lassen sich folgende Punkte heranziehen:

16 Visualisierung hier meint, dass Zusammenhinge sichtbar gemacht werden, dies unterscheidet sich vom Begriff
der Visualisierung im mathematischen Kontext
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> Mit welchen Mitteln konnte versucht worden sein, das Interesse fiir das mathematische
Thema zu wecken, fiir das Thema zu motivieren und Aufmerksamkeit herzustellen?

» Wurden Gestaltungsprinzipien des Multimedia verwendet, um die Kapazitit des Ar-
beitsspeichers zu beriicksichtigen?

» Mit welchen Mitteln wurden verschiedene Darstellungen miteinander verbunden?

» Mit welchen Mittel wurde versucht, das natiirliche und indikatorische Bildverstehen zu
unterstiitzen?

» Wird zum eigenen Nachdenken und zur Reflexion angeregt, um eine dsthetische Erfah-

rung zu ermdglichen?

Um Verwirrungen vorzubeugen, ist darauf aufmerksam zu machen, dass das Gestaltungsgesetz
»Gesetz der Ndhe* gleichzeitig auch dem Gestaltungsprinzip ,,Raumliches Kontiguitétsprinzip*
entspricht sowie auch einem impliziten Steuerungscode. Denn in allen Féllen geht es darum,
dass Bilder bzw. Bilder und Texte als zusammengehorig empfunden werden, wenn sie nahe
aneinander platziert sind. Ferner entspricht das Gestaltungsgesetz ,,Gesetz der Gleichheit™ in
einigen Kontexten auch gleichzeitig dem Signalisierungsprinzip sowie einem expliziten Steue-
rungscode (ein Inhalt wird hervorgehoben). D.h. teilweise sind die Gestaltungsgesetze, Gestal-

tungsprinzipien und Steuerungscodes nicht trennscharf voneinander zu sehen. Da die Gesetze

jedoch getrennt voneinander bewertet werden, kommt es teilweise zu Wiederholungen.

6.1 Videoanalyse zu Mathe-simpleclub: Extremwertaufgabe

- ﬂ‘fﬂlﬂl‘ﬂ.r Extremwertaufgaben @ Lh H- ) o

Extremwertaufgaben - Beispiel Flache - Abitur
Abb. 4: Vorschau in Mathematikvideo: Motivation fiir Extremwertaufgabe
Quelle: Mathe-simpleclub (2015)

Mit welchen Mitteln konnte versucht worden sein, das Interesse fiir das mathematische Thema

zu wecken, fiir das Thema zu motivieren und Aufmerksamkeit herzustellen?
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Das Video beginnt mit einer kleinen Vorschau, in der drei Bilder présentiert werden, die eine
extreme Aktivitéit darstellen: Eines der Beispiele ist in der Abb.4 zu sehen. Bilder dieser Art
kénnten ausgewihlt worden sein, um einen Uberraschungseffekt (und damit Aufmerksamkeit)
zu erzeugen, sofern die Erwartung war, dass das Video wie im klassischen Schulunterricht, mit
einer Uberschrift an der Tafel, beginnt. Mdglicherweise sollen die Bilder auch mit ,,Coolness*
in Verbindung gebracht werden: Den Mut zu haben, sich etwas Extremes zu wagen. Mut ist
vermutlich eine positiv besetzte Emotion. Dadurch konnte versucht worden sein, eine positive
Emotion bei den Betrachtenden des Videos auszulosen. Die Auwahl der Extrembeispiele
konnte ferner darauf abzielen, dass Lernende sich in Erinnerung rufen, dass etwas Extremes
etwas Maximales hat, was folglich auch flir Extremwertaufgaben gelten muss: An dieser Stelle
wird eine Analogie hergestellt, die dazu beitragen kann, dass etwas Unbekanntes
(Extremwertaufgabe) besser an etwas Bekanntes (die gezeigten Beispiele) ankniipften kann.
Der Lernstoff wird so ggf. besser verstanden und behalten; folglich kann Lernfrust (eine
unangenehme Emotion) vermieden werden.

Im Folgenden werden die Betrachtenden des Videos in die eine Geschichte eingebunden: In
dieser gilt es dafiir zu sorgen, dass die Schafe moglichst viel Platz haben und gliicklich sind
(vgl. 00:25-0:41). Die Betrachtenden werden dadurch zum Akteur bzw. zur Akteurin, moglich-
erweise mit dem Ziel, einer passiven Haltung entgegenzuwirken und sich mit der Geschichte
zu identifizieren. Anschlieend wird erneut darauf hingewiesen, dass die Schafsweide mdog-
lichst grofl werden soll und dass es sich in diesem Video jedoch um ein Mathevideo handelt
und das Ganze also ausgerechnet werden muss (vgl. 01:07-01:15). Es folgt ein Gerdusch, das
als ein drgerliches Fluchen interpretiert werden konnte (vgl.01:15-01:18). Dies konnte der Ver-
such sein, bei den Lernenden das Gefiihl von Belustigung und des Verstandenwerdens auszu-
16sen, um dadurch mehr Leichtigkeit ins Lernen zu bringen. Im Ergebnis scheinen die YouTu-
ber einige Anstrengungen unternommen zu haben, um diejenigen, die sich mit diesem Lehr-
bzw. Lernvideo beschiftigen (miissen), zu motivieren. Dazu wurden sowohl visuelle als auch
auditive Mittel eingesetzt. Letzteres konnte beziiglich der Interaktion ein Vorteil gegeniiber

Lehr- und Lernbiichern sein.
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= B YouTube Extremiwertaufgaben

Ziel: Viel Platz!

400m Zaun
P Mo owirm

Extremwertaufgaben - Beispiel Flache - Abitur
Abb. 5: Wenige und nur relevante Inhalte werden gezeigt
Quelle: Mathe-simpleclub (2015)

Wurden Gestaltungsprinzipien des Multimedia verwendet, um die Kapazitdt des Arbeitsspei-
chers zu beriicksichtigen? Ab min. 00:27 wird folgende Vorgehensweise deutlich: Es folgt ein
Satz und die relevantesten Inhalte des gesprochenen Satzes werden gemeinsam mit diesem un-
mittelbar eingeblendet. Die Vorgehensweise erfiillt das Kohérenzprinzip dahingehend, dass nur
Inhalte genannt werden, die wirklich wichtig fiir das Verstehen der Aufgabe sind. Die Vorge-
hensweise erfiillt ferner das Signalisierungsprinzip, weil nur relevante Inhalte (durch das Ein-
blenden dieser) hervorgehoben werden. Zudem wurden die Kantenldngen mit zwei gelben Pfei-
len sowie einem Fragezeichen versehen (sieche Abb.5). Deutlich wird somit, dass diese Kanten-
langen besonders relevant fiir die Bearbeitung der Aufgabe sind. Ferner wird das Redundanz-
prinzip erfiillt, weil Informationen durch die soeben beschriebene Vorgehensweise nicht mehr-
fach wiederholt werden. Das rdumliche Kontiguitétsprinzip wird beriicksichtigt, denn Bilder
und Text sind nahe aneinander platziert. Die oben genannte Vorgehensweise zeigt, dass rele-
vante Bilder und dazugehorige Texte wihrend des Sprechens eingeblendet werden. Damit wer-
den Text und Bild gemeinsam présentiert, wodurch das zeitliche Kontiguitétsprinzip bertick-
sichtigt wird. Folgt man dem Video, lésst sich feststellen, dass insgesamt zwar relativ viele
Bilder mit kleinschrittigen Erkldrungen présentiert werden, dass jedes Bild an sich betrachtet
jedoch nur wenige Informationen enthdlt. Damit wird die Speicherkapazitit im Arbeitsgedédcht-

nis nicht {iberlagert, denn es sind immer nur wenige Informationen auf einmal zu verarbeiten.

Mit welchen Mitteln wurden verschiedene Darstellungen miteinander verbunden? Im Folgen-
den (siehe dazu Abb.6) werden Lernende mit vier verschiedenen Registern/Darstellungen kon-
frontiert: Mit der sprachlich-symbolischen Darstellung (gesprochene Erkldarungen), mit der iko-
nischen Darstellung (Zeichnung des Geheges in Form von einem Rechteck, d.h. als geometri-

sches Objekt), sowie der mathematisch-symbolischen Darstellung (Formel).
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= Youlube ™ Extremwertaufgaben

Hauptbedingung: Afa) =a* (200 - a)
Ala,bl=a*b =200a - @’

Aus Schritt 3: =-a’+200a
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Ziel: Maximale Flache
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Hauptbedingung
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Abb. 6 Roter PRl als cxpliziter Steuerungscode Abb. 7- Steuerungseode durch leiche Farbe (Gelb)

Quelle: Mathe-simpleclub (2015) Quelle: Mathe-simpleclub (2015)
In Abb. 6 wird ein expliziter Steuerungscode genutzt (roter Pfeil), der deutlich macht, dass das
Ergebnis von b in die obere Gleichung anstelle von dem Buchstaben b einzusetzen ist. Dies
wird zudem dadurch verdeutlicht, dass die Formel fiir die Hauptbedingung (linker Teil oben
von Abb.6) in der gleichen Farbe (Gelb) wie die Schritte des Ausrechnens von b (linker Teil
unten von Abb.6) prasentiert wird (Gesetz der Gleichheit). Dass b ausgerechnet und in die For-
mel (Hauptbedingung) eigesetzt wird, um damit die Zielfunktion zu errechnen, wird ebenfalls
durch die gleiche Farbe (Gelb) bzw. durch das Gesetz der Gleichheit verdeutlicht. Die sprach-
lich-symbolische Darstellung ist gut vernetzt mit der ikonischen- sowie auch der mathematisch-
symbolischen Darstellung, weil das Gesprochene zeitgleich in visueller Form eingeblendet wird
(zeitliches Kontiguititsprinzip). Die ikonische Darstellung wird auch mit der mathematisch-
symbolische Darstellung gut verbunden: Der linke Teil von Abb.7 wurde im Video zuvor klein-
schrittig erklért, farblich hervorgehoben wurden die Kantenldngen a und b (Gesetz der Gleich-
heit, expliziter Steuerungscode, Signalisierungsprinzip). Im rechten Teil von Abb. 7 wird der
Zusammenhang der Kantenldngen zur Formel durch die gleiche Farbe (Gelb) verdeutlicht (Ge-

setz der Gleichheit).

Mit welchen Mittel wurde versucht, das natiirliche und indikatorische Bildverstehen zu unter-
stiitzen? Dazu wird das Gesetz der Figur-Grund-Trennung angewendet, denn der Hintergrund
ist in einem dunklen Grau gestaltet und die Schrift sowie die Objekte sind in Wei3 bzw. in Rot
zu sehen und bieten einen guten Kontrast zum Hintergrund. Damit wird das natiirliche Bildver-
stehen unterstiitzt. Zudem wird Gesetz der Gleichheit verwendet, weil beide Kantenldngen in
Gelb gezeichnet sind (sieche Abb.7). Sie werden durch dieselbe Farbgebung als zusammenge-
horig wahrgenommen, was fiir die Aufgabe Sinn macht, denn fiir die Berechnung des Flachen-
inhalts werden die Seiten miteinander multipliziert (siche Abb.7). D.h., das indikatorische Bild-
verstehen wird an dieser Stelle unterstiitzt. Beim Gesetz der Ndhe werden Dinge als zusam-

mengehdrig wahrgenommen, die im Bild nahe aneinander platziert sind. Beispielsweise ist der
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gezeichnete Zaun in Abb.5 der (links im Bild) nahe an den Zaun, der als geometrisches Objekt
— einem Rechteck (rechts im Bild von Abb.5) platziert und kann mit diesem als
zusammengehorig wahrgenommen werden. Das Gesetz der Néhe entspricht zudem einem
impliziten Steuerungscode und fiihrt dazu, dass das indikatorische Bildverstehen gefordert
wird. Nach dem Gesetz der Pragnanz werden Elemente so einfach wie moglich, z.B. in Kreisen
oder Quadraten wahrgenommen. Das menschliche Gehirn bevorzugt einfache und geordnete
Figuren in geometrischer und symmetrischer Anordnung; geordnete Figuren wirken pragnanter
und ziehen die Aufmerksamkeit auf sich (siche Kapitel 4.3.2). Die Schafe sowie das Gehege
werden einfach dargestellt und beinhalten keine Details. Vermutlich ist diese Darstellungsform
als zu verarbeitender Inhalt aus soeben genannten Griinden einfacher vom Gehirn zu verarbei-

ten.

Insgesamt wurden visuelle wie auch auditive Mittel genutzt, um die Motivation und das Inte-
resse fiir das Thema herzustellen. Verschiedene Darstellungen sowie das natiirliche als auch
das indikatorische Bildverstehen wurden insbesondere durch Gestaltungsgesetze und durch
verschiedene Steuerungscodes unterstiitzt. Allerdings werden keine Fragen gestellt, die zum
eigenen Nachdenken anregen. Abgesehen davon, dass die Lernenden in die Geschichte einge-
bunden werden, empfangen sie lediglich die Erkldirungen. Eine intensivere Beschdftigung mit
., Aha-Erlebnissen* kann vermutlich nur durch gezielte und losbare Aufgaben/Fragen entste-

hen, die zur Reflexion anregen.

6.2 Videoanalyse zu Mathe by Daniel Jung: Extremwertaufgabe

= 3 Youlube extremwertaufgaben

r] f61- 54,,'. e
JL,

>

Abb. 8: Anfang eines Mathematikvideos: Extremwertaufgabe
Quelle: Mathe by Daniel Jung (2014)

Mit welchen Mitteln konnte versucht worden sein, das Interesse fiir das mathematische Thema
zu wecken, fiir das Thema zu motivieren und Aufmerksamkeit herzustellen? In der Abb. 8 ist

der Einstieg des Videos zu sehen: Vorbereitet wurde eine Skizze. Erklért wird zunéchst, unter
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welcher Playlist das Video gespeichert wird, welche Versionen thematisiert werden (mit Drei-
eck und Viereck), dass der Typ der Funktionsgleichung keine Rolle spielt und in welchem
Quadranten sich das angefiihrte Beispiel bewegen soll (vgl. 00:03-0:32). Der Bereich des Qua-
dranten (dies sind die romischen Zahlen im Bild), wird mit einer schnellen Handbewegung
angedeutet. Zumindest im Einstieg ist nicht erkennbar, dass visuelle Mittel eingesetzt werden,
die fiir das Thema motivieren oder die Aufmerksamkeit durch einen bestimmten visuellen Reiz
erregen soll. Mdoglicherweise soll das Gefiihl von Sicherheit erzeugt werden, wenn es um den
Umgang mit solchen Aufgaben geht (Sicherheit wire dann eine positive Emotion), indem da-
rauf hingewiesen wird, dass der 7yp der Funktion fiir die Bearbeitung der Aufgabe unrelevant
ist: Lernende brauchen sich folglich nicht durch kompliziert erscheinende Funktionen verunsi-
chern lassen. Ferner wird erwihnt, welche Versionen er noch thematisieren wird. Auch dies
kann Sicherheit geben, falls die Sorge besteht, dass die Version, die es zu verstehen gilt, hier

(noch) nicht erklart wird.

n\‘OlITlllle e extremwertaufgaben
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Abb. 9: Flacheninhalt Dreieck soll maximal werden
Quelle: Mathe by Daniel Jung (2014)

Wurden Gestaltungsprinzipien des Multimedia verwendet, um die Kapazitdt des Arbeitsspei-
chers zu beriicksichtigen? Das Kohidrenzprinzip wird eingehalten, weil nur Informationen ge-
nannt werden, die fiir die Bearbeitung der Aufgabe relevant sind. Das Signalisierungsprinzip
dagegen wird nicht eingehalten: Es wird lediglich der Hinweis gegeben, dass man sich, wie in
seinem ersten Video erklért, fragen soll, was minimal oder maximal werden soll und dass es in
diesem Fall der Flacheninhalt des Dreiecks ist (vgl. 01:40-01:50). Die relevante Information
(Der Fldcheninhalt, den es zu maximieren gilt), hétte farblich oder in Textform hervorgehoben
werden konnen. Das Redundanzprinzip wird eingehalten, weil Informationen nicht mehrfach
wiederholt werden. Das rdumliche Kontiguitdtsprinzip wird nur zum Teil erfiillt: Die Funktion,
die zum Graphen gehort, ist nahe an diesen platziert. Die Formel des Flacheninhalts fiir das

Dreieck hat jedoch eine hohere Distanz zum Graphen und zu der Funktion. Fiir die visuelle
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Wahrnehmung wire es hinsichtlich der rdumlichen Kontiguitétsprinzips einfacher, wenn auch
die Formel fiir den Fldcheninhalt nahe am Dreieck platziert worden wére. Das zeitliche Konti-
guititsprinzip wird ebenfalls nur zum Teil erfiillt: An einigen Stellen wird die verbalisierte For-
mel zeitgleich visualisiert, indem sie aufgeschrieben wird (vgl. z.B. 01:50-1:54). Im weiteren
Verlauf werden jedoch zwei Alternativen fiir eine Formel nur sprachlich erwihnt
(vgl. 01:54- 02:06). Zudem wird darauf hingewiesen, dass die Variante, die er aufgeschrieben
hat, zu bevorzugen ist. Der Grund dazu wird jedoch nicht genannt. Die Information zu den
Alternativen kann Sicherheit geben: Dies wire der Fall, wenn sich ein Schiiler oder eine Schii-
lerin fiir eine Alternative entschieden hétte und ohne diese Information moglicherweise den
Entschluss gefasst hitte, falsch zu liegen. Mdglicherweise sollten solche Informationen jedoch
vor der Erklarung der Aufgabe gegeben werden (als Information, die im Hinterkopf zu behalten
ist), um im Folgenden nicht den Erkldrungsfluss zu unterbrechen und um das zeitliche Konti-
guitdtsprinzip einzuhalten. Im Verlauf werden der Ausgangszeichnung immer mehr Informati-
onen hinzugefiigt (vergleiche dazu Abb.8 und Abb.10). Dies konnte die Verarbeitung der In-

formationen hinsichtlich der begrenzten Speicherkapazitit des Arbeitsgedédchtnis erschweren.

= (B Youlube ™ extremwertaufgaben
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Abb. 10: Verbindungspfeil als expliziter Steuerungscode
Quelle: Mathe by Daniel Jung (2014)

Mit welchen Mitteln wurden verschiedene Darstellungen miteinander verbunden? Abb.10
zeigt, dass auch in diesem Video die sprachlich-symbolische-, die ikonische- sowie die mathe-
matisch-symbolische Darstellung vorkommen. Es wird ein Punkt P (u/v) vorgegeben, mit dem
(sprachlichen) Hinweis, dass dies einem X- bzw. Y-Wert entspricht (vgl. 00:42-00:50).
Dadurch werden die mathematisch-symbolische und die sprachlich-symbolische Darstellung
miteinander vernetzt. Im Weiteren werden die Strecken u und v eingezeichnet: Verbal und mit
einer Handbewegung wird noch einmaldarauf hingewiesen, dass u dem x bzw. v dem y ent-
spricht, die eingezeichneten Punkte werden miteinander zu einem Dreieck verbunden

(vgl. 00:52-01:21). Die Darstellungen werden also verbal und mit einer Handbewegung
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miteinander in Verbindung gesetzt. An dieser Stelle hétten sich Steuerungscodes, z.B. in Form
von Pfeilen angeboten oder unterschiedliche Farben: Zur Verdeutlichung, dass u dem x ent-
spricht, hitte fiir diese beiden Buchstaben die gleiche Farbe gewéhlt werden kénnen (Gesetz
der Gleichheit), fiir die Information, dass v auf der Zeichnung y entspricht, hitten auch v und y
in einer anderen gemeinsamen Farbe présentiert werden konnen (Gesetz der Gleichheit). Nach
dem Hinweis darauf, dass es die Fliche des Dreiecks zu maximieren gilt, wird die Formel fiir
den Flacheninhalt des Dreiecks aufgeschrieben (vgl. 01:48-02:06). Das Dreieck hitte farblich
hervorgehoben werden konnen (impliziter Steuerungscode), um zu verdeutlichen, dass es die-
sen Flacheninhalt zu maximieren gilt. Aber auch eine sprachlich-symbolische Darstellung
(etwa das Wort ,,maximieren in schriftlicher Form) hétten die Relevanz hervorheben konnen.
Allerdings wird an folgender Stelle (siche Abb.10) mit einem expliziten Steuerungscode in
Form eines Verbindungsbogens gearbeitet: Dieser zeigt den ersten Schritt des Ausmultiplizie-

rens an: 2 * - 1/6 (vgl. 03:31-03:32).

Mit welchen Mittel wurde versucht, das natiirliche und indikatorische Bildverstehen zu unter-
stiitzen? Das Gesetz der Figur-Grund-Trennung wird durch die Farbgebung (schwarz-weif3)
eingehalten, sie bietet ausreichend Kontrast, um Hintergrund und Figur voneinander abgrenzen
zu konnen, wodurch das natiirliche Bildverstehen unterstiitzt wird. Das Gesetz der Gleichheit
kommt hier nicht zum Tragen, denn es wird nur mit einer Farbe gearbeitet. Im vorangegangenen
Abschnitt wurden schon Vorschlige beziiglich farblicher Hervorhebungen gemacht, die das
indikatorische Bildverstehen vermutlich besser unterstiitzt hédtten. Das Gesetz der guten Gestalt
wird schon durch die Aufgabe an sich erfiillt, da es um den Fldcheninhalt eines Dreiecks (einer
einfach wahrzunehmenden Figur) geht. Abgesehen von den aufgestellten Kriterien konnten hier
noch die Schrift und die Skizze herangezogen werden, die von Hand gezeichnet sind. Schrift
und Skizze wiren besser erkennbar, wenn sie mit Hilfe eines Programms présentiert worden

waren. Dadurch hitte das natirliche Bildverstehen erleichtert werden konnen.

Das Video von Mathe-simpleclub erfiillt mehrere Kriterien, die eine gute Visualisierung aus-
machen, auch werden mehrere motivationale Faktoren verwendet. Ein Vorteil ist auch, dass
pro Bild weniger Informationen verwendet werden, wohingegen Daniel Jung in seinem Video
mit einem Bild arbeitet, dem im Laufe des Videos immer mehr Informationen hinzugefiigt wer-
den, die zusdtzlich nicht alle Gestaltungsgesetze beriicksichtigen. Dadurch kénnte die Arbeits-
speicherkapazitit im Gehirn iiberlastet werden. Vorteilhaft ist jedoch, dass er noch weitere
relevante Informationen benennt: Beispielsweise, inwiefern die Formel zur Berechnung des

Dreieckflicheninhalts alternativ aussehen kann oder dass der Typ der Funktion zur
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Bearbeitung der Aufgabe nicht von Bedeutung ist. Vorzuschlagen wire ein Video, das aus ge-
nannten Griinden der Vorgehensweise wie auch der Gestaltung von Mathe-simpleclub folgt,
allerdings mit dem Zusatz von relevanten Informationen, wie Daniel Jung sie nennt. In beiden
Videos wird lediglich erkldirt und Lernende bleiben somit in einer passiven Haltung: Moglich-
erweise konnten die BetrachterInnen des Videos mehr zum eigenen Denken angeregt werden,
2.B. durch Fragen. Nach einer kurzen Pause zum Uberlegen konnte das Video mit den Erkli-
rungen fortfahren. Ein Vorteil von Videos gegeniiber Biichern ist die Interaktion oder z.B. auch,
das zeitliche Kontiguitdtsprinzip einzusetzen (indem das Gesprochene zeitgleich visuell einge-
blendet wird). Ein Nachteil ist, dass man zuriickspulen miisste und nicht genau weifs, bis zu
welcher Stelle, wenn man sich eine Erkldrung oder ein Bild nochmals anhoren bzw. ansehen

mochte.

6.3 Analyse einer Extremwertaufgabe aus einem Mathematikbuch

Abb. 11: Schwierigkeiten beim Darstellungswechsel
Quelle: Marita Friesen (2018: 171)

Mit welchen Mitteln konnte versucht worden sein, das Interesse fiir das mathematische Thema
zu wecken, fiir das Thema zu motivieren und Aufmerksamkeit herzustellen? Moglicherweise
wird versucht, durch ein realistisches Bild fiir das mathematische Thema zu begeistern: Schii-
lerInnen erkennen, inwiefern die Beschiftigung mit Extremwertaufgaben sich auch im realen
Leben als hilfreich erweisen konnte. Das realistische Bild kdnnte auch dahingehend motivie-
rend sein, dass Lernende nicht nur mit einer mathematischen Zeichnung konfrontiert werden

und eine bessere Vorstellung erlangen, was ein Extremwertproblem bedeuten kann.
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Wurden Gestaltungsprinzipien des Multimedia verwendet, um die Kapazitdt des Arbeitsspei-
chers zu beriicksichtigen? Das Kohdrenzprinzip wird eingehalten, weil der Text nur Informati-
onen enthélt, die fiir die Bearbeitung der Aufgabe relevant sind. Das Signalisierungsprinzip
wird allerdings nicht eingehalten: Relevante Informationen werden nicht hervorgehoben. Dies
hétte durch einen impliziten Steuerungscodes (farbliche Hervorhebung) gemacht werden kon-
nen. Das Redundanzprinzip wird eingehalten, weil Informationen nicht mehrfach wiederholt
werden. Das raumliche Kontiguitdtsprinzip wird zum Teil erfiillt: Bild und Text sind nahe bei-
einander platziert, jedoch liegen die mathematische Zeichnung und das realistische Bild weiter
auseinander und werden moglicherweise nicht automatisch miteinander in Verbindung ge-
bracht. Text und Bild werden gleichzeitig présentiert und erfiillen damit das rdumliche Konti-

guititsprinzip.

Mit welchen Mitteln wurden verschiedene Darstellungen miteinander verbunden? SchiilerIn-
nen werden in dieser Aufgabe mit vier Darstellungsregistern konfrontiert: Das 1. Register ist
die Aufgabe in Textform an sich (das sprachliche Register!”), das 2. Register ist das Schrigbild
vom Gebidude mit einem eingeziunten, rechteckigen Grundstiick (das ikonische Register'®),
wobei die Eckpunkte des Rechtecks mit den Buchstaben A, B, C und D versehen wurden, das
3. (geometrische) Register bezieht sich auf die Seitenldngen des eingezdunten Grundstiicks/
Rechtecks und das 4. (algebraische) Register beinhaltet die Variable x, die auf dem Bild die
kurze Seite des Zaunes darstellt (vgl. Friesen 2018: 171). Schiilernnen sollen in der Aufgabe
die Seitenldnge des umzdunten Rechtecks herausfinden, wenn dessen Flacheninhalt moglichst
grof} ist. Im Folgenden wird nun fiir die Ldnge BC der Term 40-2x eingefiihrt, der jedoch in der
Zeichnung weder zu sehen ist noch mit ihr verkniipft wird. ,,Allein in diesem Gedanken-
gang stecken wiederum drei der unterschiedlichen Register mit eigenen Konventionen: (a) die
lange Seite der Rechtecksfliche wird als Seite BC bezeichnet (geometrische Register), (b) im
algebraischen Register als Term mit 40-2x formuliert und (c¢) als Léngsseite des Zaunes be-
zeichnet (Register der Sachsituation). Dieser Gedankengang splittet sich wiederum in drei wei-
tere Register (ebd.), die hier nicht weiter aufgefiihrt werden, da dieses Beispiel lediglich die
Problematik présentieren soll, die grafische Abbildung mit dem visualisierten Bild zu verkniip-
fen. Dieses Beispiel unterstreicht die angefiihrte Vermutung, dass das Problem darin liegt, dass

Interpretationen (bzw. Gedankenginge) nicht mit dargestellt werden und folglich ist es

17 Das sprachliche Register entspricht der zuvor definierten sprachlich-symbolischen Darstellung
18 Das ikonische Register entspricht der zuvor definierten ikonischen Darstellung
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schwerer, Darstellungswechsel nachzuvollziehen. In diesem Beispiel hitten sich zudem Steue-
rungscodes angeboten, die die Vernetzung der Darstellungen oder die Wechsel besser veran-
schaulicht hétten. Z.B. hitte der Term 40-2x die gleiche Farbe wie die Strecke BC haben kon-
nen. Ferner hétten auch Gedankenschritte vermehrt visuell dargestellt werden miissen.

Mit welchen Mittel wurde versucht, das natiirliche und indikatorische Bildverstehen zu unter-
stiitzen? Das Gesetz der Figur-Grund-Trennung wird zwar eingehalten, weil die Figuren er-
kennbar sind, allerdings hétte eine hohere Kontrastierung moglicherweise geholfen, das natiir-
liche Bildverstehen noch besser zu unterstiitzen. Das Gesetz der Gleichheit wird hier nicht be-
riicksichtigt: Dies hitten z.B. Elementen in gleicher Farbe sein konnen, die sowohl im realisti-
schen Bild als auch in der mathematischen Zeichnung vorkommen und folglich als zusammen-
gehorig wahrgenommen wiirden. Das Gesetz der guten Gestalt wird eingehalten, die Zeichnun-

gen werden in einfacher Form présentiert.

Auch in dieser Aufgabe wird lediglich eine Frage gestellt und moglicherweise fdllt es einigen
Lernenden schwer, diese Frage beantworten zu kénnen, weil der Darstellungswechsel wenig
visualisiert wurde. Im Rahmen der mathematikdsthetischen Erfahrung wurde beziiglich der In-
haltsreflexion unter anderem das Vollziehen von Darstellungswechseln genannt (siehe Kapitel
3.2). Dafiir hditte sich diese Extremwertaufgabe anbieten konnen, vorausgesetzt, dass Lernende
die Aufgabe verstehen. Hier wurde das Potenzial von Visualisierungen nicht genutzt, um damit
allen Lernenden die Aufgabe verstindlich zu machen und somit wird einigen Lernenden ver-
mutlich die Moglichkeit genommen, eine dsthetische Erfahrung im soeben beschriebenen Sinn,

machen zu konnen.

6.4 Gestaltungsvorschlag

Das Thema, um das es im Gestaltungsvorschlag geht, ist das sogenannte Apfelménnchen- Frak-
tal: Im Rahmen der digitalen Kunst hat sich, abgesehen von 3-D-Bildern oder pixelfreien Vek-
torgrafiken, auch die mathematische Kunst entwickelt, in dieser lassen sich sogenannte Fraktale
generieren (vgl. Bruder 2008: 1). Der Begriff ,,fraktal” leitet sich von dem lateinischen Wort
»fractus® ab und bedeutet iibersetzt ,,gebrochen* (vgl. Deussen/Ningelgen 2018:109). Bei Frak-
talen handelt es sich um geometrische Objekte, die — anders als andere geometrische Objekte —
extrem gebrochen sind (vgl. Reiter 0.J.: 13): ,,Denkt man sich beispielsweise ein Mikroskop auf
einen Punkt einer glatten Kurve gerichtet, so stimmt diese bei zunehmender Vergroferung im-
mer besser mit der Kurventangente {iberein: die ,Struktur® verschwindet immer mehr* (ebd.).

Entdecker des Fraktals war der Mathematiker Benoit Mandelbrot, der auch fiir die grafische
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Darstellung der Fraktale berithmt geworden ist (vgl. Welt 2010.). Deshalb spricht man im Zu-
sammenhang mit dem Apfelmédnnchen auch von der Mandelbrotmenge.

Anhand des Gestaltungsvorschlags soll zudem erkennbar werden, dass eine abstrakte Formel
so veranschaulicht werden kann, dass auch jiingere SchiilerInnen das Thema verstehen konnten.
Zudem soll gezeigt werden, dass es eine gro3e Spanne zwischen sehr leichter Darstellung und
sehr abstrakter Darstellung gibt, innerhalb der viele Abstufungen moglich sind. Der Gestal-
tungsvorschlag dazu befindet sich der Form halber in Anhang C. Eine detaillierte Erkldrung zur

Visualisierung des Gestaltungsvorschlags befindet sich in Anhang D.

7 Fazit und Ausblick

Priméres Ziel dieser Arbeit war es, der Frage nachzugehen, wie das mathematische Interesse
sowie das Verstehen mittels &dsthetischer Visualisierung verbessert werden kann. Mit Bezug
zum Titel der Arbeit ,,Asthetische Erfahrung in der Mathematik — eine vergessene Seite wird
sichtbar®, ging es darum, herauszufinden, wie mathematische Aufgaben visualisiert werden
konnen, um eine dsthetische Erfahrung in der Mathematik zu ermoglichen.

Um sich dem Thema anzundhern, wurde recherchiert, wie sich dsthetische Erfahrung in der
Kunst begreifen lasst und wie diese in Bildungskonzepten legitimiert werden kann. Die dsthe-
tische Erfahrung resultiert aus einer intensiven Beschiftigung mit einem Objekt (z.B. einem
Kunstwerk). Dabei leitet das Objekt durch seine Beschaffenheit die Aktivitdten derjenigen Per-
son, die sich mit diesem auseinandersetzt, denn das Objekt prasentiert eine bestimmte Botschaft
und gibt somit den Rahmen vor, in welchem interpretiert und gedacht werden kann. Innerhalb
des Rahmens sind die Aktivitdten der Person jedoch individuell und eigensténdig. Alle Aktivi-
tdten zusammen (die vom Objekt geleiteten sowie die eigenen), die in Auseinandersetzung mit
dem Objekt entstehen, lassen sich als dsthetische Erfahrung begreifen. Der Versuch, das Objekt
zu verstehen, geht mit hermeneutisch-reflexiven Prozessen einher, zwangsldufig wird danach
gefragt, warum ein Kiinstler/eine Kiinstlerin diese Botschaft ausdriickt. Kunst ist bildungswirk-
sam, weil sie zur Reflexion anregt und diese Reflexion ermdglicht neue Erkenntnisse. Das Ver-
stehen der dsthetischen Erfahrung in der Kunst hilft Gemeinsamkeiten und Analogien in der
mathematikésthetischen Erfahrung zu erkennen: Beiden dsthetischen Erfahrungen ist die Per-
son-Objekt-Beziehung gemeinsam, die mit hermeneutisch-reflexiven Prozessen einhergeht.
Beiden ist gemeinsam, dass sie sowohl im kreativen Schaffen erlebt werden kénnen als auch
beim Rezipieren. Beim kreativen Schaffen kniipft sowohl die Kunst als auch die Mathematik

an historische und kulturelle Praktiken an. Kunst und Mathematik reagieren auf Themen der
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aktuellen Zeit und beziehen sich im Schaffen mitunter auf Themen vergangener Zeiten, die zu
jener Zeit pragend waren. Beziiglich des Rezipierens lassen sich folgende Analogie bilden:
Schone Stiicke Mathematik sind analog zu Kunstwerken zu betrachten, denn so wie Kunst-
werke bestimmte Konstellationen bereitstellen, damit Subjekte sich mit ihnen auseinanderset-
zen, gibt es in der Mathematik schone Stiicke Mathematik, die aufgrund spezifischer Eigen-
schaften eine &sthetische Erfahrung auf verschiedenen Ebenen ermdglichen. Die Erkenntnis-
prozesse der mathematikésthetischen Erfahrung sowie mdgliche Emotionen (z.B. Erstaunen,
Aha-Erlebnisse, Spannung, Uberraschung) sind die gleichen wie jene, die anhand von Kunst-
werken gemacht werden konnen. Da auch die mathematikésthetische Erfahrung mit reflexiven
Erkenntnisprozessen verbunden ist, ist auch sie bildungswirksam.

Um das Potenzial von Mathematik durch den Einsatz von Asthetik zur Geltung bringen zu kon-
nen, wurde im Rahmen der Werbepsychologie untersucht, wie Bilder wirken. Es konnte gezeigt
werden, dass Bilder ,,Wahrheiten* ausdriicken, damit eine bestimmte Zielgruppe ein bestimm-
tes Produkt mdglichst kauft. Als sekunddres Ziel dieser Arbeit konnte anhand des Gestaltungs-
vorschlags konnte gezeigt werden, dass das Potenzial solcher Bilder sich auch auf schulbezo-
gene Themen anwenden ldsst. Um das mathematische Verstehen als Basis fiir die dsthetische
Erfahrung zu verbessern, wurde erarbeitet, was eine lernforderliche und &sthetische Visualisie-
rung ist. Eine lernforderliche Visualisierung ldsst sich durch Gestaltungsprinzipien realisieren,
die Anwendung dieser vermeiden eine Uberlastung der begrenzten Speicherkapazitiit des Ar-
beitsgedichtnisses. Die Anwendung von Gestaltungsgesetzen hilft, Inhalte von Bildern zu er-
kennen und diese besser entschliisseln und verstehen zu konnen. Ferner sollte erfasst werden,
was Visualisierung in der Mathematik bedeutet. Diese kann sich in einer Tatigkeit oder als
Produkt einer Téatigkeit ausdriicken. Als Tatigkeiten wurden das Erstellen, Interpretieren, Dar-
stellen, Vorstellen sowie das Transformieren genannt. Visualisierungen als Produkt konnen
mathematisch-symbolische Darstellungen, mathematisch-sprachliche Darstellungen sowie iko-
nische Darstellungen sein. In dem Kontext wurde festgehalten, dass der Darstellungswechsel
mit erheblichen Schwierigkeiten verbunden ist. Scheinbare Verstindnisprobleme sind haufig
auf Probleme des Darstellungswechsels zuriickzufiihren. Die exemplarischen und somit keines-
falls einen Anspruch allgemeingiiltigen Erkenntnisgewinns anstrebenden Videoanalysen sowie
die entsprechende Analyse einer Mathematikaufgabe eines Schulbuchs haben ergeben, dass es
beziiglich der Visualisierungen hohe qualitative Unterschiede gibt und dass grundsitzlich we-
nig Anlass zur Reflexion gegeben wird.

Im Folgenden sollen zentralen Erkenntnisse zusammengefasst werden, um im Anschluss einen

Blick auf Forschungsbedarfe zu geben. Wie in der Einleitung erwéhnt, fiihrt die
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Kompetenzorientierung dazu, dass mathematisches Wissen zu oberflichlich behandelt wird,
sodass Schiilerlnnen Schwierigkeiten haben, Abituraufgaben zu 16sen oder in Studiengidngen
folgen zu konnen. Ein Teil, der die dsthetische Erfahrung ausmacht, sind positive Emotionen
(Aha-Erlebnisse, Uberraschung, Spannung, Erstaunen). Ein Aha-Erlebnis ist bereits ein Lern-
erfolg. Da die dsthetische Erfahrung mit einer intensiven Beschéftigung mit dem Lerngegen-
stand und mit reflexiven Erkenntnisprozessen einhergeht, l4sst sich sagen, dass eine intensive
Beschiftigung mit einem Lerngegenstand, die Mdglichkeit zur Reflexion sowie resultierende
positive Emotionen Lernerfolge ermdglichen. Naheliegend ist, dass Lernerfolge auch das Inte-
resse fordern. Anhand des Gestaltungsvorschlags wurde deutlich, dass mathematische Themen,
die nicht anwendungsorientiert sind, aber dsthetisch erfahren (und damit gut verstanden) wer-
den, dazu fiihren, dass zwangsldufig auch das fiir die Praxis relevante mathematische Verstind-
nis verbessert wird. Zudem konnte gezeigt werden, dass mathematisches, kiinstlerisches Schaf-
fen, bei dem kein Zweck verfolgt wird, im Nachhinein dazu fiihren kann, dass das Resultat des

Schaffens praktische Anwendung finden kann.

Die Erkenntnis, dass Bilder Realitéten prasentieren und den Kauf bestimmter Produkte beein-
flussen konnen, hat ermoglicht, sich zu {iberlegen, wie sich ein mathematisches Thema ,,ver-
kaufen* ldsst. Als weiteres wichtiges Ergebnis konnte darauf verwiesen werden, dass Gestal-
tungsprinzipien und Gestaltungsgesetze nicht immer angewendet werden. Dies wurde vor allem
anhand der Analysen der Lehr bzw. Lernmaterialien deutlich. Das Anwenden der Gestaltungs-
prinzipien und Gestaltungsgesetze ist jedoch insbesondere fiir den Darstellungswechsel rele-
vant, denn verschiedene Darstellungen kdnnen mit Hilfe dieser sehr viel besser in Beziehung
gesetzt werden. Im Zusammenhang mit dem Darstellungswechsel ist zudem die Erkenntnis von
Bedeutung, dass Darstellen hdufig das Interpretieren impliziert. Genau hier scheint das Problem
zu sein, denn abgesehen davon, dass das Potenzial einer guten Visualisierung nicht ausge-
schopft wird, fehlt Lernenden hédufig der Bezug zwischen verschiedenen Darstellungen, weil
Gedankengénge nicht visualisiert wurden. Im Unterricht wird hdufig aus bestimmten, wie mut-
maBlich etwa zeitlichen Griinden nicht mit bildlichen Darstellungen gearbeitet oder weil einige
Inhalte als zu komplex gehalten werden, um sie bildlich darzustellen. Dabei wurde am Beispiel
des Darstellungswechsel deutlich, wie wichtig es ist, gerade abstrakte Inhalte besser zu veran-
schaulichen. Anhand des Gestaltungsvorschlags konnte gezeigt werden, dass es grundsitzlich
moglich ist, abstrakte Inhalte anschaulich und verstandlich zu erkldren und verschiedene Dar-
stellung miteinander in Beziehung zu setzen, wenn das Potenzial der lernférderlichen und é&s-

thetischen Visualisierung genutzt wird. Anhand der Erkenntnisse lasst sich die Frage, die der
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Arbeit zugrunde lag, wie folgt beantworten: Asthetische Visualisierungen in der Mathematik
konnen das Interesse herstellen, indem Bilder genutzt werden, die versuchen, das Interesse fiir
ein bestimmtes mathematischen Thema zu wecken. Das Verstehen kann durch die Anwendung
von Gestaltungsprinzipien und Gestaltungsgesetzen verbessert werden und dadurch, dass abs-
traktes Wissen durch anschauliche Bilder dargestellt wird. Das Nutzen von Bildern kann zudem
die Reflexion anregen, um sich intensiver mit einem Thema zu befassen. Das mathematische
Verstehen durch Moglichkeiten der Visualisierungen zu erleichtern und zu verbessern ist die
Basis, um eine édsthetische Erfahrung machen zu kénnen. Nur wenn der Inhalt verstanden wird,
kann im nichsten Schritt die Schonheit von Mathematik, die auf verschiedenen Ebenen erkannt
und entdeckt werden. Obwohl grundsétzlich gezeigt werden konnte, dass das Potenzial éstheti-
scher Visualisierungen nicht genutzt wird und diese sich als hilfreich erweist, ist beziiglich des
Hervorrufens mathematischen Interesses ungewiss, wie hoch der Anteil der Asthetik ist, der
motivierend wirkt. Beispielsweise wurden in dem Video von Mathe-simpleclub haufig auditive
Mittel genutzt, um zu motivieren. Innerhalb der Recherche ist zudem der Eindruck entstanden,
dass es unterschiedliche Vorstellungen und Konzepte gibt, die einen guten Mathematikunter-
richt ausmachen. Es wire jedoch interessant herauszufinden, was bei mathematikinteressierten
Menschen tatsdchlich das Interesse hervorgerufen hat. Entsteht das Interesse im Unterricht?
Entsteht das Interesse, weil LehrerInnen motivierend wirken oder besonders gut erkliren kon-
nen? Oder entsteht mathematisches Interesse aullerhalb des Unterrichts, z.B. durch die Eltern,
die sich fiir Mathematik interessiert haben. Ist das Interesse vielleicht schon in der Kindheit
entstanden — etwa beim Zusammenbauen von Legosteinen? Um diese Fragen beantworten zu
konnen und um herauszufinden, ob es bei mathematikinteressierten Menschen einen Konsens
gibt, der das Interesse hervorgerufen hat, konnte eine empirische Studie angelegt werden, in
welcher mathematikinteressierte Menschen befragt werden. Erkenntnisse dazu wiren fiir den
Unterricht aber auch fiir die Gestaltung von Lernmaterialien, die dem Lernen in Eigenregie
dienen, relevant.

Fiir die Soziale Arbeit ergeben sich folgende Ziele: Im Sinne des Empowerment-Konzepts und
mit Blick auf das Individuum konnen zwar Lernmaterialien entwickelt werden, die das Lernen
in Eigenregie vereinfachen. Diese konnen als Ressource gesehen werden, auf die das Indivi-
duum beim Lernen in Eigenregie zuriickgreifen kann und die der zeitlichen Verknappung im
Unterricht entgegenwirken. Dennoch gilt es, durch sozialpolitisches Engagement neoliberalen
Einfliissen im Schulsystem entgegenzuwirken, damit auch im Unterricht eine Riickkehr zur
Inhaltsorientierung stattfinden kann. Das bedeutet unter anderem, dass finanzielle Mittel zur

Verfligung gestellt werden, um die genannten Forschungsliicken zu schlief3en.
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Anhang A

Auswahl eines Mediums fiir die Gestaltungsvorschlige

Im Institut fiir Informationswissenschaft und Wirtschaftsinformatik der Universitit Graz wurde
2017 im Rahmen einer Lehrveranstaltung eine Untersuchung zur Mediennutzung durchgefiihrt:
554 Studierende sowie 436 Universitéitslehrende konnten befragt werden (vgl. Reichmann
2018: 15). Vermutet wurde eine dominierende elektronische Mediennutzung, das Ergebnis
zeigte jedoch bei allen Befragten eine eindeutige Priaferenz filir Printmedien, insbesondere fiir
gedruckte Biichern (vgl. Reichmann 2018: 17). Hervorzuheben ist, dass selbst Inhalte elektro-
nischer Medien zum Lesen vorziiglich ausgedruckt wurden (vgl. Reichmann 2018: 19). Es stellt

sich die Frage, ob sich dies durch den digitalen Unterricht zur Corona-Pandemie geéndert hat.

Im Februar 2021 wurde eine Studie zum digitalen Unterricht verdffentlicht: Studie D21-Digital-
Index 2020/2021 Erfahrungen und Einstellungen zu digitalem Unterricht (vgl. deutscher bil-
dungsserver 2021). 74 % der Lehrkréfte und SchiilerInnen zeigen sich digitalem Unterricht ge-
geniiber offen, mit der Einschrankung, dass sich dieser als effektiv erweisen muss (vgl. D21
Initiative e.V. 2020/2021: 6). Dies zeigt, wie jung dieses Forschungsgebiet noch ist, obwohl
wir in einer Zeit leben, die von digitalen Innovationen geprigt ist. Wie unerforscht der digitale
Unterricht ist, wird auch durch das Ergebnis von 68 % der SchiilerInnen und LehrerIlnnen be-
kraftigt, die angaben, Hiirden beim digitalen Unterricht erlebt zu haben, wobei eine unzu-
reichende Verfiigung von Gerdten sowie einer mangelhaften Internetverbindung 30 % der er-
lebten Schwierigkeiten ausmachen (vgl. D21 Initiative e.V. 2020/2021: 3). Auch die Hiirde, die
sich durch eine uneinheitliche Vorgehensweise beziiglich der Unterrichtsmaterialien ergibt,
liegt bei 42% (vgl. D21 Initiative e.V. 2020/2021: 3). In einer Dissertation von Engelmann
(2019) werden Emotionen in einer computerbasierten Lernumgebung versucht zu erfassen: En-
gelmann (2019: 35) bezieht sich in dieser unter anderem auf eine Studie von Bosch und
D’Mello (2017), die Emotionen in einer computerbasierten Lernumgebung erfasst haben, mit
dem Ergebnis, dass neben Emotionen wie Flow und Engagement zu den haufigsten Emotionen
auch Verwirrung, Frustration und Langeweile gehorten. Engelmann (2019: 57) kommt nach
einer tiefgehenden Analyse zu dem Ergebnis, dass Emotionsregulation (in dem Fall von Stu-
dierenden) in einer computerbasierten! Lernumgebung gefordert werden muss, dass es jedoch

noch an empirischen Studien mangelt. Insgesamt zeichnet sich ab, dass grundsétzlich zwar eine

! ,Computerbasiertes Lernen wird im Rahmen dieser Arbeit als Uberbegriff fiir jede Art des Lernens verwendet,
bei dem Lernenden das Lernmaterial an einem Computer prasentiert wird, d.h. Lernen, bei dem der Computer als
digitales Lernmedium dient” (Engelmann 2019: 33).



Bereitschaft besteht, sich zunehmend mit elektronischen Medien zu beschiftigen, dass es je-
doch einiges zu erforschen gibt, um eine optimale Bedingung zur Nutzung dieser gewihrleisten
zu konnen. Nach dem Direktor des Direktorats fiir Bildung ,.flieBen unter 3 % der Bildungs-
ausgaben in neue Technologien und Entwicklung entsprechender Padagogik (Schleicher 2021

:53). Zudem scheinen auch Printmedien aktuell noch genutzt zu werden (s.o.).



Anhang B

Auswahl der zu analysierenden Lehr- und Lernmaterialien

Fiir die Analyse im Folgenden wurden zwei Lehr-Lernvideos zweier YouTuber ausgewihlt, die
zum Erlernen mathematischer Themen besonders haufig von YouTube-Algorithmen vorge-
schlagen werden. Anzunehmen ist, dass diese Videos dann auch am haufigsten aufgerufen wer-
den.? Um herauszufinden, welche mathematischen Videos am meisten vorgeschlagen werden,
wurden zwei verschiedene Personen darum gebeten, das Wort , Extremwertaufgabe® bei
YouTube einzugeben und die Vorschlidge der Videos abzufotografieren. Beide Personen haben
zuvor noch nie in YouTube nach mathematischen Videos recherchiert. Dies sollte die Voraus-
setzung sein, denn naheliegend ist, dass Personen, die mathematische Videos schon bevorzugt
von bestimmten YouTuberlnnen angesehen haben, dann vor allem auch Videos dieser
YouTuberlnnen vorgeschlagen bekommen. Die Annahme dazu sind spezifische Algorithmen
von YouTube und infolgedessen wire das Ergebnis hinsichtlich der am meist vorgeschlagenen
Lehr-Lernvideos vermutlich verfdlscht worden. Die folgenden beiden Abbildungen beinhalten
die abfotografierten Videovorschlidge der soeben erwihnten Personen. Zu sehen ist, dass beide
Personen zwei Mal das gleiche Video vorgeschlagen bekommen haben: Das eine Video ist von
»Mathe - simpleclub* mit 864.777 Aufrufen, das andere ist von ,,Mathe by Daniel Jung* mit
506.978 Aufrufen.

2 Ob die Videos besonders hiufig vorgeschlagen werden, weil sie zuvor besonders hiufig aufgerufen wurden, kann
beziiglich der Algorithmen zwar eine Rolle spielen, muss aber keineswegs ein Garant fiir eine gute Qualitét der
Videos (Gestaltung, Inhalte etc.) sein, denn anzunehmen ist, dass noch weitere Faktoren eine Rolle spielen, die
YouTube-Vorschldge beeinflussen. Die Algorithmen von YouTube sowie das YouTube-Marketing scheinen As-
pekte eines komplexen Systems zu sein.
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Im Folgenden soll der Einstieg beider Videos analysiert werden, denn es besteht die nahelie-
gende Annahme, dass bereits die Anfange Aufschluss iiber den Stil der Visualisierung und der
Interaktion geben, anhand dessen mathematische Inhalte erkliart werden. Vermutlich entschei-
det auch der Einstieg dariiber, ob sich eine Person das Video bis zum Schluss ansieht oder ob
sie sich doch eher fiir ein anderes entscheidet. Ferner erfolgt die Analyse anhand der soeben
genannten Kriterien. AnschlieBend soll auch eine visualisierte Aufgabe aus einem Mathebuch

analysiert werden. An dieser wird besonders die Herausforderung des Darstellungswechsels

deutlich.



Anhang C

Gestaltungsvorschlag



WO KOMMEN
PLOTZLICH DIESE GANZEN
APFELMANNCHEN HER?
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ll[] es gibt dann plétzlich Muster, die auftauchen aus mathematischen Prozessen, aus Uberlegungen, aus
Konstruktionen, manchmal so auch aus den Zahlen raus. Und die kdnnen ganz faszinierend und Uberra-

schend sein. Zum Beispiel die Fraktale und die Apfelménnchen, die ja vor einiger Zeit aufgetaucht sind []”

(Ziegler 2008).

der Mathematiker Benoit Mandelbrot:
er Zufall die Apfelménnchen entdeckt.



ABER WAS MACHT DAS APFELMANNCHEN NUN SO BESONDERS

Die Tangente (rote Gerade) berihrt die Kurve. Stell dir vor, du vergréferst die
Kurve an dem Punkt, an dem sie mit der Kurve zusammentrifft.

Was passiert dann?

Der vergréBerte Teil der Kurve wird immer mehr einer Geraden, bzw. seiner Tangente dhneln.
VergroBert man noch weiter, wird die Struktur (Kurve) immer mehr verschwinden.

_—

DU WIRST GLEICH SEHEN, DASS DAS BEIM APFELMANNCHEN
(ALS FRAKTALES GEOMETRISCHES OBJEKT) ANDERS IST

Bevor wir anfangen:

Merke dir schon einmal zwei Stichworte.
Unendlich und begrenzt. Und wir sagen:
Unendlich gehort in den weiBen Bereich und
begrenzt gehort in den schwarzen Bereich.
Es gehort zu der Menge.




WIR NEHMEN DAS APFELMANNCHEN UNTER DIE LUPE

Das ist das sogenannte Apfelmdnnchen. Wenn du den Teil heranzoomst, siehst du,
dass auf den Réndern noch weitere Apfelmannchen zu sehen sind.

Ein Teil von dem Muster sieht dhnlich aus wie das ganze Muster. Man spricht von
selbstahnlichen, fraktalen Mustern und diese wiederholen sich.

Wir zoomen die lila-oran-
ge-gelben Rander heran.

Zoomt man die Rander noch
weiter heran, so sieht man
spiralenférmige Muster.

Wenn du an selbstéhnliche und sich wiederholende Struktu-
ren denkst: Was vermutest du, was du sehen wirst, wenn
du in diese Spirale immer weiter und weiter hineinzoomst?




RICHTIG! DAS APFELMANNCHEN

Welche Formel verbirgt sich hinter dieser groBartigen Entdeckung?



FORMEL DER MANDELBROTMENGE

Z+1 ist das Gleiche wie Z 2+ C, also reicht es mit einem von
beiden zu rechnen.

Wir nehmen Z 2+ C

Zn1=Zp2+ C

n ist Index im Array Z.

n|l o 1 2 3 4 5 Wir wollen nacheinander die Werte im
Z| o 2 6 | 38 Array ( Z-Werte) ausrechnen und schau-

Z0 7y 7o 13 Z4 Zs en dann, ob die Ergebnisse gegen un-

endlich gehen oder ob sie begrenzt sind.

Startwert Konstante
Um den né&chsten Wert auszurechnen
O o brauchst du den vorherigen Wert. Das
Z1=2p +C=02+2=2 Z1=2 heil3t fur Z | benotigst du das Ergebnis
von Z . Fur Z bendtigst du das Ergeb-
/9 22+2=06 Ly=06 nis von Z 1 usw.
Z3 6?+2=38 Z3=38 Unser Startwert ist Zn=0, die Konstante
Z4 Cist 2.
Z5

Rechne Z4 und Z 5 aus. Was vermutest du: Werden die Ergebnisse ins Unendliche
gehen oder werden sie begrenzt sein€ Wir prisfen auch unser néchstes Beispiel.

L2+ C

n ist Index im Array Z.

nl o 1 2 3 4 Unser Startwert ist wieder Z=0, unse-
Zl o -1 0 re Konstante C ist diesmal -1.

20 1 Lo L3 Iy

Startwert Konstante
20=0 C=-1 20=0 Rechne Z5 und Z4 aus.
Z1=Zy +C=0%2+(-1)=-1 Z1=-1

Gehen die Ergebnisse gegen
75 (-1)2+(-1)=0 Z5=0 unendlich oder sind sie begrenzte



Wir haben zu Beginn festgehalten:

Etwas, das gegen unendlich geht, ist der weibe Bereich.
Etwas, das begrenzt ist, gehort zur Mandelbrotmenge in den schwarzen Bereich.

Schaue dir an, welche Konstante (c-Wert) dazu gefihrt hat, dass die Ergebnisse (Z) gegen
unendlich gehen. Und welche Konstante hat dazu gefihrt, dass die Ergebnisse bei irgend-
einer Zahl begrenzt sind?

Trage die C-Werte in dieser Zeichnung in den entsprechenden Bereich ein.

Wir wissen: Wenn man in die fransigen Rénder hineinzoomt, kommen lauter Strukturen,
die sich selbst ¢hneln und irgendwann kommt wieder das Apfelménnchen. Das heift,
unser groBbes Apfelmdannchen, das ganz am Anfang gezeigt wurde, ist nur ein Teil vom

2

Nachdem wir gelernt haben, was sich wiederholende Strukturen und selbstéhnliche
Strukturen sind: Was glaubst du, welches Gemuse solche fraktale Strukturen hat?

Haben die Zahlenfolgen dich tberraschte Wenn ja, warum?




Anhang D

Erklirung zur Visualisierung des Gestaltungsvorschlags

Ausgewihlt wurde ein Bild mit einem jungen Mann, der dem derzeitigen Trend zu folgen
scheint: Die Frisur (Undercut und Vollbart), der Kleidungsstil (schlichtes Hemd) sowie das
Tattoo scheinen ein aktueller Trend zu sein, der im Alltag hdufig zu beobachten ist. Die Idee
ist, dass Lernende sich mit ihm identifizieren, denn er konnte ,,einer von ihnen* sein. Ausge-
hend von dem Vorurteil, dass Mathematik hiufig mit zwanghaftem Lernen verbunden ist, soll
hier jemand gezeigt werden, der sich gerne und ohne Zwang mit Mathematik beschéftigt. Der
junge Mann, der ein Student, ein Kommilitone oder Freund sein konnte, ist in einer ldssigen
Haltung (verschrankte Arme) zu sehen und fragt sich, woher diese ganze Apfelménnchen kom-
men. Da er vor einer Tafel steht, an der diverse mathematische Formeln zu sehen sind, konnte
das ,,Apfelminnchen fiir einen Uberraschungseffekt sorgen, denn der Begriff scheint erst ein-
mal nicht zur Mathematik zu passen. Dieser Uberraschungseffekt konnte ebenfalls Aufmerk-
samkeit erzeugen. Die einleitende Frage ist in roter Farbe zu sehen, abgesehen von dem Wort
»Apfelminnchen®, dieses soll durch eine andere Farbe (schwarz) hervorgehoben werden. Da
Elemente in gleicher Farbe als zusammengehdrig empfunden werden (Gesetz der Gleichheit)
und das Apfelménnchen in der Gedankenblase ebenfalls in schwarz zu sehen ist, soll erfasst
werden, dass die Figur in der Gedankenblase eben dieses Apfelméannchen ist. Bis zu dieser
Stelle geht es lediglich darum, mit visuellen Reizen das Interesse hervorzurufen. So wie ein
Kunstwerk Konstellationen bereitstellt, damit Menschen sich mit ihm auseinandersetzen und
seine Botschaft entschliisseln, besteht hier durch die Auswahl der Bilder die Hoffnung, dass die
Aufmerksamkeit von Lernenden erregt wird, um sich mit dem Apfelmannchen auseinanderzu-

setzen. Ausgehend davon, dass die Aufmerksamkeit hergestellt werden konnte, soll diese durch



das Zitat von Ziegler gesteigert werden: Vielleicht wundern sich einige, weshalb ,,pltzlich*
Muster und Apfelmidnnchen auftauchen. Zudem benutzt Ziegler Worte wie ,,faszinierend* und
,uberraschend®, damit wird denjenigen, deren Aufmerksamkeit hergestellt werden konnte, ge-
zeigt, dass das Thema, das sie erwartet, offensichtlich von anderen positiv bewertet wird. Im
unteren Bild wird der Entdecker des Apfelminnchens in einer dynamischen Haltung (Arme
gedftnet) gezeigt: nach Nach Ranz (2015: 55 f.) wird in der mathematischen Lehre kaum Bezug
auf die Personen genommen, die iiber Jahrhunderte das mathematische Wissen erst entwickelt
haben, Schulmathematik wird dadurch zu einer unmenschlichen und abstrakten Welt. D.h., das
Bild von Mandelbrot wird gezeigt, damit Lernende sehen, dass sich hinter dieser Entdeckung,
die mit Mathematik in Verbindung steht, ein Mensch verbirgt und Mathematik keine ,,un-

menschliche® Welt ist.

Um die Besonderheit des Apfelménnchens zu verstehen, wird ein Vergleich benétigt. Die Er-
klarung soll anhand von einem Bild erfolgen, denn grundsétzlich wird die Behaltens- und Ver-
stehensleistung erheblich verbessert, wenn Bilder eingebunden werden. Es wére moglich, abs-
trakt und nur sprachlich zu formulieren, dass ein Punkt, den man sich auf einer Kurve vergrof3ert
denkt, bei zunehmender Vergroflerung immer mehr seiner Tangente dhnlich sehen wird. Dieser
Satz lasst sich visuell vermutlich sehr viel schneller erfassen. Anzunehmen ist, dass allgemein
bekannt ist, welchen Zweck eine Lupe erfiillt. Da im Text bereits angekiindigt wird, dass es um
die VergroBBerung eines Punktes geht, wird die Lupe als solche vermutlich auch erkannt. Damit
Lernende beide Bilder miteinander vergleichen und sie erkennen, dass das rechte Bild mit der
Lupe den Punkt auf der Kurve des linken Bildes in VergroBerung zeigt, wurde mit Steuerungs-
codes gearbeitet: Die Farben von der Kurve und der Tangente sind gleichgeblieben (Gesetz der

Gleichheit), zudem ist die Lupe in beiden Bildern zu sehen, auch das soll zum Vergleichen des



linken und rechten Bildes anhalten. Wenn Lernende sehen, dass der vergroBerte Teil der Kurve
immer mehr einer Geraden bzw. der Tangente der Kurve dhnelt, ist vermutlich besser vorstell-
bar, dass die Struktur ,,Kurve* bei einer weiteren Vergroferung noch weiter verschwinden
wiirde. Diese Erkenntnis ist wichtig, um die Besonderheit des Apfelménnchens (bzw. die Be-
sonderheit von fraktalen geometrischen Objekten) zu verstehen. Anschlieend wird erneut auf
das Apfelminnchen aufmerksam gemacht, in roter Farbe wird das Wort ,,anders* hervorgeho-
ben. Gegebenenfalls fragt man sich, wie dieses ,,anders* aussieht, wenn die Struktur des frak-
talen geometrischen Objektes bei zunehmender VergroBerung nicht verschwindet. Es wird wie-
der das Apfelmédnnchen gezeigt, das bereits als Teil im ersten Bild in der Textblase zu sehen
war. Die Worter ,,unendlich® und ,,begrenzt* werden in Rot hervorgehoben (impliziter Steue-
rungscode): Die Lernenden sollen sich fiir das Folgende etwas merken und fragen sich viel-
leicht, warum sie ausgerechnet diese beiden Worter im Kopf behalten sollen. Gelingt es, dass
Lernende sich diese Fragen stellen, ist eine erste Auseinandersetzung mit dem mathematischen
Thema gegeben. Deutlich wird zudem, dass der Bezug zum Apfelménnchen offenbar zu ande-
rer Zeit wieder aufgenommen wird. Hier wird versucht, einen hermeneutischen Prozess herzu-
stellen: Das Apfelmadnnchen wird zundchst als Ganzes gezeigt. Allerdings muss erst ein Teil
besser verstanden werden, um zu spéterer Zeit das Ganze noch besser zu verstehen und die
Worte ,,unendlich* und ,,begrenzt™ einordnen zu kénnen. Der Text ist nah am Bild platziert,
damit es mit diesem als zusammengehorig wahrgenommen wird. D.h., es wurde das rdumliche

Kontiguitdtsprinzip bzw. ein impliziter Steuerungscode verwendet.

Lernmaterialien, die &sthetisch ansprechend sind, werden geduldiger bearbeitet und seltener
abgebrochen, Informationen sollen so gestaltet werden, dass sie einen Reiz auslosen und die

Aufmerksamkeit aufrechterhalten (siche Kapitel 4.3.2). Es besteht die Hoffnung, dass die



Bilder mit ihren Mustern fiir den ein- oder anderen dsthetisch ansprechend wirken. Bilder die-
ser Art werden vermutlich weniger mit Mathematik in Verbindung gebracht, d.h. sie 16sen op-
timalerweise das Gefiihl von Uberraschung und Neugierde aus. Um sich in Erinnerung zu rufen,
dass ein Teil von jeweils zwei unterschiedlichen geometrischen Objekten in Vergrof3erung ver-
glichen werden soll, wurde auch hier die Lupe verwendet, um die VergroBerung eines bestimm-
ten Ausschnitts darzustellen. Die Worter ,,fraktal” und ,,selbstdhnlich sind in fettgedruckter
Schrift hervorgehoben, denn diese bringen auf den Punkt, was es eigentlich bedeutet, dass die
Struktur bei zunehmender Vergrof3erung eines solchen Objektes nicht verschwindet, sondern
sich wiederholt. D.h., wenn ein bestimmter Ausschnitt betrachtet wird, bleibt es bei der Ver-
groferung nicht bei der Anzahl an Elementen, die man auf den ersten Blick sehen kann. Viel-
mehr ,,zerbrechen® sie erneut in unzdhlige weitere Teile. Die Verbindungsbogen (expliziter
Steuerungscode) machen deutlich, welcher Teil des Apfelménnchens unter der Lupe vergrof3ert
wird. Die Bilder sind nahe aneinander platziert (sowohl das linke zum jeweils rechten als auch
das obere zum unteren) damit deutlich wird, dass der bereits vergroferte Teil in der nichsten
Zeile erneut vergrofBert wird. Beziiglich des hermeneutischen Zirkels geht es nun darum, den
Teil des Ganzen zu verstehen: Durch die schrittweise Vergrolerung und dem Hinweis durch
die in fett geschriebenen Worte ,,selbstahnlich* und ,,fraktal* soll verstanden werden, dass die-
ser Teil, der vom Apfelménnchen herangezoomt wird, am Ende eine dhnliche Struktur haben
wird, wie das ganze Apfelmiannchen. Mit der Absicht, dass diese Botschaft verstanden wird,
wird unterstiitzend die Frage gestellt: ,,Wenn du an selbstihnliche und sich wiederholende
Strukturen denkst: Was vermutest du, was du sehen wirst, wenn du in diese Spirale immer weiter
und weiter hineinzoomst?*. Die Frage soll zum Denken anregen, sie soll dazu anregen, sich die
Bilder noch einmal genauer anzugucken. Eine Frage kann vielleicht auch das Gefiihl von Span-
nung auslosen, denn man weif3 ja noch nicht genau, was man sehen wird. Die direkte Sprache
ist der Versuch der Interaktion. Lernende werden in das Geschehen eingebunden und kénnen
aktiv mitdenken. Dies ist der Versuch, einer passiven Haltung, in der lediglich rezipiert wird,
vorzubeugen. ,,Was vermutest du* ist in roter Farbe geschrieben, damit Lernende sich die Frage
durchlesen. Die farbliche Hervorhebung entspricht im Multimedia dem Signalisierungsprinzip.

Beim indikatorischen Bildverstehen entspricht es dem expliziten Steuerungscode.



Jenachdem, ob die Lernenden durch die zuvor gestellte Frage wussten, dass nun wieder das
Apfelménnchen zu sehen sein wird, werden sie sich vielleicht freuen, dass sie richtig gelegen
haben oder sie werden iiberrascht sein. In beiden Féllen wire der Lerngegenstand mit positiven
Emotionen verkniipft und die Aufmerksamkeit moglicherweise aufrechterhalten. Anschlussta-
hig ist dann ein Ubergang zum mathematischen Teil, der etwas formellastiger sein wird. Es
wird angekiindigt, dass es im nichsten Schritt um die Formel gehen wird (Wort in Rot hervor-
gehoben). Durch das Wort ,,groBartig™ in der Frage unter dem Bild soll der Gegenstand, zu dem
eine Formel gehort, emotional positiv besetzt werden. Die Absicht ist, weiterhin zu motivieren

und die Aufmerksamkeit durch die Frage aufrechtzuerhalten.

Bei der mathematischen Erkldrung wurde darauf geachtet, dass das Bild nicht mit Informatio-
nen oder mit zu viel Text iiberladen ist, damit die Informationen gut vom Gehirn verarbeitet
werden konnen und die Arbeitsspeicherkapazitit des Gehirns nicht iiberlastet wird. Im Text

werden nur die Informationen erwihnt, die wirklich relevant sind, um die Aufgabe verstehen



zu konnen (Kohdrenzprinzip). Die Ergebnisse, die zusammen eine Zahlenfolge bilden und auf-
zeigen, ob sie gegen unendlich gehen oder bei einer Zahl begrenzt bleiben, werden in grauen
Feldchen festgehalten. Damit soll deutlich werden, dass die Ergebnisse zusammenhingen und
zusammenhdngend betrachtet werden miissen. Die Hervorhebung der relevanten Information
entspricht dem Signalisierungsprinzip bzw. einem expliziten Steuerungscode. Wichtige Infor-
mationen sind ferner die Formel, mit der es zu rechnen gilt, die Information, dass es einen
Startwert gibt sowie die Gegebenheit der Konstante C. Diese Worter wurden hervorgehoben,
indem sie in fett markiert worden sind. Die Texte wurden gréf8tenteils nahe an das Bild, welches
sie erkldren, platziert (rdumliches Kontiguitdtsprinzip). Allerdings hétte die Erkldrung zum
Startwert ndher an diesen platziert werden miissen. Aufgrund der Linge der anderen Texte ist
dies nicht der Fall, als Ausgleich wurde auf die Moglichkeit des Gestaltungsgesetztes (Gesetz
der Gleichheit) zuriickgegriffen: Der Startwert ist dadurch erkennbar (auch im Text), dass er
eine blaue 0(n) und eine rote 0 (als Ergebnis) enthdlt. Dadurch wurde die mathematisch-sym-
bolische Darstellung (Startwert) mit der sprachlich-symbolischen Darstellung (Text) in Zu-
sammenhang gebracht. Die Zahlenbeispiele sind einem Video® entnommen. In diesem wurde
in sprachlicher Form ausgedriickt, dass es sich bei Z um einen Array handelt, bei n um den
Index und dass fiir den nichsten Z-Wert immer das vorherige Ergebnis bendtigt wird. Diese
sprachliche Information wurde hier visualisiert: Dazu wurde eine Tabelle erstellt, wobei Z und
n neben der Zeile stehen, der sie entsprechen. Direkt neben der Tabelle ist ein kurzer Text, der
erklart, wie Z und n zusammenhéngen. Um diesen Zusammenhang zu visualisieren, wurde mit
ebenfalls mit Gestaltungsgesetzen gearbeitet: Nach dem Gesetz der Gleichheit, werden Farben,
die gleich sind, als zusammengehorig empfunden (siehe Kapitel 4.3.2). Das n ist immer in blau
zu sehen, einmal in der Tabelle (0,1,2,3,4,5) und einmal in Verbindung mit dem jeweiligen Z,
welches auszurechnen ist (ebenfalls in der Abfolge 0,1,2,3,4,5). Damit soll verdeutlicht werden,
was mit ,,dem nichsten Z-Wert* gemeint ist, denn ausgehend vom letzten Z-Wert gilt fiir den
ndchsten Z-Wert im Index immer n+1. Die Ergebnisse in den grauen Feldern haben unter-
schiedliche Farben und ergeben, betrachtet man die gesamte Zahlenfolge, eine bestimmte Farb-
kombination. Diese Zahlen bzw. die Farbkombination, die sie zusammen ergeben, ist auch in
der Tabelle zu sehen. D.h., es wurde das Gesetz der Gleichheit verwendet, um anhand zwei
verschiedener bildlicher Darstellungen, den Zusammenhang von n und dem néchsten Z-Wert
zu verdeutlichen. Um verstdndlich zu machen, inwiefern das Ergebnis des vorherigen Z-Werts

bendtigt wird, um den néchsten, erst noch folgenden Z-Wert zu errechnen, wurde ein expliziter

3 Brotcruncher (2019): Die Mandelbrotmenge - Theorie und Implementation



Steuerungscode — ein Verbindungsstrich — verwendet: Der letzte Z-Wert wird eingesetzt, um
den neuen Z-Wert zu errechnen, somit wurde ein Verbindungsstrich vom letzten Z-Wert ge-
zeichnet, der in die nichste Zeile (in der der ndchste Z-Wert ausgerechnet wird), fiihrt. Und
zwar eingesetzt in der entsprechenden Formel. Zudem wird deutlich, dass statt des Wortes ,,Z*
in der Formel einfach das Ergebnis, dass es zu diesem Z bereits gibt, eingesetzt werden kann.
Um dieses Schema zu verdeutlichen, wurde die 0 sowohl als Ergebnis im grauen Feld als auch
eingesetzt in der Formel, um den darauffolgenden Z-Wert zu errechnen, in Rot gezeichnet. D.h.,
auch hier wurde das Gesetz der Gleichheit angewandt.

Im unteren Beispiel ist zu sehen, dass sich die rote Farbe (die rote 0) in einem bestimmten
Abstand wiederholt. D.h., wenn einer Zahl jeweils eine bestimmte Farbe zugewiesen wird, sind
Strukturen gegebenenfalls schneller erkennbar. Die Struktur wird noch deutlicher, wenn die
ndchsten Z-Werte errechnet werden, wozu die Lernenden (wieder in direkter Ansprache) auf-
gefordert werden. Ferner werden sie durch eine Frage zum Nachdenken angeregt und da zu
Beginn darauf hingewiesen wurde, dass die Worter ,,begrenzt” und ,,unendlich® im Kopf zu
behalten sind, kénnte nun bei einigen das Gefiihl von Uberraschung oder tieferer Erkenntnis
entstanden sein (Emotionen, die bei einer dsthetischen Erfahrung entstehen konnen), denn die
Worter kdnnen jetzt mit der errechneten Zahlenfolge in Verbindung gebracht werden: Begrenzt
heift, dass die Zahlenfolge bei einer bestimmten Zahl begrenzt bleibt. In diesem Fall liegt die
Begrenzung bei -1. Unendlich heil3t, dass die Ergebnisse der Z-Werte gegen die Unendlichkeit

streben und eben nicht bei einer bestimmten Zahl begrenzt sind.

Hier findet ein Riickbezug zum Apfelminnchen statt. Allerdings mit dem Zusatz, dass in dieser
Zeichnung im Vergleich zur vorherigen (Bild 2), mehrere kleine Cs zu sehen sind. In fettge-

druckter Schrift werden erneut die Begriffe ,,unendlich® und ,begrenzt“ hervorgehoben



(Signalisierungsprinzip). Auf diese ist bereits zu Beginn sowie in den Rechenbeispielen auf-
merksam gemacht worden. Die Absicht ist, dass Lernende bis zu dieser Stelle den Zusammen-
hang der Worte ,,begrenzt™ und ,,unendlich* und der Zahlenfolgen erkannt haben. Ferner soll
bereits erkannt worden sein, dass unendliche Zahlenfolgen nicht zur Mandelbrotmenge, bzw.
dem Apfelminnchen gehoren, wohingegen Zahlenfolgen, die bei einer bestimmten Zahl be-
grenzt sind, zur Mandelbrotmenge gehoren. Im Folgenden soll verstanden werden, dass die
Worte nicht nur mit der Zahlenfolge, sondern auch mit der Konstante C zusammenhéngen und
die Konstante C lasst sich wiederum mit dem Bild in Beziehung setzen. Kurz: Die mathema-
tisch-symbolische Darstellung (Formel und die errechneten Ergebnisse) sollen mit der ikoni-
schen Darstellung (Bild des Apfelménnchens bzw. der Mandelbrotmenge) verkniipft werden.
Durch die Frage, die zur Konstante C gestellt wird, soll in Erinnerung gerufen werden, dass die
begrenzte oder unendliche Zahlenfolge von dieser Konstante C abhéngt. Diese Zahl ist dieje-
nige, von der sich schlussendlich sagen ldsst, ob sie zum Bereich der Mandelmenge gehdrt oder
nicht. In diesem Fall gehort die 2 (Rechenbeispiel 1, Konstante C= 2) nicht zur Mandelbrot-
menge, weil die Zahlenfolge gegen unendlich geht. Die Zahl -1 (Rechenbeispiel 2, Konstante
C =-1) gehort zur Mandelbrotmenge, weil aus ihr, eingesetzt in die Formel, eine Zahlenfolge
resultiert, die bei -1 begrenzt bleibt. Um zu verdeutlichen, dass die Struktur, die sich in den
Zahlenfolgen ergeben hat, von der Konstante C abhingt, wurde das Bild mit kleinen Cs verse-
hen.* In fettmarkierter Schrift wird dazu aufgefordert, die C-Werte, die im Rechenbeispiel ein-
gesetzt wurden, in den entsprechenden Bereich im Bild einzutragen (d.h., in die Mandelbrot-
menge oder aullerhalb der Mandelbrotmenge). In roter Schrift hervorgehoben erfolgt eine wei-
tere Erinnerung ,,Wir wissen: Wenn man in die fransigen Rdinder hineinzoomt, kommen lauter
Strukturen, die sich selbst dhneln und irgendwann kommt wieder das Apfelmdnnchen. Das
heif3t, unser groffes Apfelmdnnchen, das ganz am Anfang gezeigt wurde, ist nur ein Teil vom

? Hier soll ein Riickbezug zu den Bildern aus Bild 3 hergestellt werden: Es

geht um selbstéhnliche Strukturen, ein Teil des Ganzen ist strukturell dhnlich wie das Ganze,
es soll verstanden werden, dass das Apfelméinnchen, das in klein zu sehen ist (Bild 4), in ver-
groferter Form wieder so aussehen wiirde, wie das ,,gro3e* Apfelminnchen in Bild 3, welches
Stiick fiir Stiick herangezoomt wurde. Die Frage hétte alternativ an der Stelle folgen konnen,
an der das Apfelménnchen erneut zu sehen war, also in Bild 4. In diesem Fall wird die Frage
zur Abrundung an den Schluss gestellt, weil sie zusammen mit der folgenden Frage das Bilden

einer Analogie vereinfachen soll: Lernende sollen erkennen, dass fraktalen und selbstdhnlichen

4 Moglicherweise wire es in dem Zusammenhang sinnvoller gewesen, den Text, der sich auf die Konstante be-
zieht, ndher an das Bild zu platzieren (rdumliches Kontiguitdtsprinzip).



Strukturen nicht nur im mathematischen Bereich zu entdecken sind, sondern auch in der Natur.
Am Beispiel des Blumenkohls wird ebenfalls deutlich, dass ein Teil (ein Blumenkohlréschen)
dhnlich aussieht wie der gesamte Kohl. Im Zusammenhang mit der Frage ,,Das heifst, unser
grofies Apfelmdnnchen, das ganz am Anfang gezeigt wurde, ist nur ein Teil vom “,
soll eine Analogie zu anderen Dingen, die fraktal sind, gebildet werden. Lernende sollen ver-
stehen, dass Mathematik nicht nur anhand von Formeln zu sehen ist, sie ist ,,unsichtbar* in
vielen anderen Dingen. Z.B. in der Natur. Die letzte Frage, ob die Zahlenfolgen iiberrascht

haben und wenn ja, warum, soll zur Selbstreflexion anregen, die erlebten Emotionen wéhrend

der Wissensaneignung sollen den Lernenden bewusst werden.

Vorausgesetzt, dass ein Interesse fiir das Apfelmdnnchen hergestellt werden konnte, bietet die-
ses Thema mehrere Moglichkeiten zur Reflexion und damit einhergehend zur dsthetischen Er-
fahrung: Die mathematische Schonheit kann z.B. in der Einfachheit erlebt werden, denn eine
relativ schlichte Formel ldsst schnell die Strukturen von Zahlenfolgen erkennen und gibt Auf-
schluss dariiber, ob die Zahl, die fiir die Konstante C eingesetzt wurde, Teil der Mandelbrot-
menge ist oder nicht. Die Mandelbrotmenge bzw. das Apfelmdnnchen bietet zudem die Mog-
lichkeit des tieferen Verstehens (epistemische Transparenz), denn es konnen Analogien gebildet
werden: Das grofse Apfelmdnnchen ist vielleicht auch nur ein Teil von etwas noch grofserem,
so wie ein vergroflertes Blumenkohlroschen in Vergrofierung so aussehen wiirde, wie ein gan-
zer Blumenkohl. Mit der Entdeckung der Fraktale kénnen naturale Phdnomene besser nach-
vollzogen werden. So werden Fraktale verwendet, um z.B. das Wachstum von Pflanzen, der
Entstehung von Wolken oder von Meeresorganismen beschreiben zu konnen (vgl. Crilly 2009:
103). Ferner kann das Gefiihl von Erstaunen durch das Apfelmdnnchen an sich ausgelost wer-
den, weil die Besonderheit von fraktalen geometrischen Objekten verstanden wird oder weil
das Apfelmdnnchen, welches sich wiederholt, erstaunlich ist. Anschlussfihig an das aktuelle
Verstindnis sind komplexe Zahlen: Es wurde eine gute Basis erarbeitet, um thematisieren zu
konnen, dass die Konstante C eigentlich eine komplexe Zahl ist. Komplexe Zahlen bestehen aus
einer reellen Zahl’ und einem imagindren Wert® (vgl. Brotcruncher 2019: 06:32-06:38). In
diesem Beispiel wurde der Einfachheit halber eine komplexe Zahl ohne imagindren Anteil ge-
wiéhlt.” Stellt man sich die reellen Zahlen auf der x-Achse vor und die imagindiiren Werte auf

der y-Achse, entsteht eine zweidimensionale Ebene (vgl. ebd.: 06:15-06:17).

3 Das sind Zahlen, die auf dem Zahlenstrahl vorkommen (vgl. Brotcruncher 2019: 01:21-01:47).

¢ Das Element i gehort nicht zu den reellen Zahlen, es bildet einen eigenen Zahlenstrahl, der rechtwinklig zum
Zahlenstrahl ist (vgl. ebd.: 05:11-05:35).

7" Die 2 gehort zu den komplexen Zahlen, jedoch hat sie keinen imaginiren Anteil (vgl. ebd.: 12:08-12:12).



Bildquellennachweis zum Gestaltungsvorschlag

Abb. S.1 oben: Zusammengestellt aus eigener Darstellung und Mathe-Filme im Experten-Check —
UNICUM ABI

Abb. S.1 unten: In Anlehnung an Fractals and the art of roughness
Abb. S.2 oben: Eigene Darstellung
Abb. S.2 unten: Mandelbrotmenge

Abb. S.3: Eigene Darstellungen mit Ausschnitten aus dem YouTube-Video: Mandelbrot Zoom 107227
[1080x1920]

Abb. S.4: Ausschnitt aus dem YouTube-Video: Mandelbrot Zoom 107227 [1080x1920]

Abb. S.5: Eigene Darstellungen und Zahlenbeispiel aus dem YouTube-Video: Die Mandelbrotmenge
Theorie und Implementation

Abb. S.6: oben: Zusammengestellt aus eigener Darstellung und Mandelbrotmenge
Abb. S.6 unten: Clipart-Bild Gliicklich Blumenkohl cartoon

Abb. S.6 unten: Winking Karotte Cartoon-Charakter

Abb. S.6 unten: Cartoon Gliickliche Lauchfigur
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