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1 Einleitung

Vom Rennwagen bis zum Raupenkran, der Trend Leichtbaupotentiale weiter aus-
zuschopfen ist in immer mehr Branchen verbreitet und fiihrt somit zunehmend zu
Strukturen, bei denen ein Versagen aufgrund der Stabilitdt an Relevanz gewinnt.
Neben dem Festigkeitskriterium ist, gerade fiir schlanke Strukturen, auch die Sta-
bilitatsgrenze das maBgebende Kriterium in der Auslegung, da ein Stabilitatsversagen
schlagartig auftritt und meist katastrophale Folgen hat [6]. Das Versagen einer Struk-
tur durch Stabilitatsverlust kann auftreten, wenn die Struktur oder nur Teilbereiche
mit einer Druckkraft beansprucht werden. Zuerst wird die Struktur nur gestaucht, die
Verformung ist naherungsweise proportional zur Kraft. Wird die Kraft liber die Stabi-
litatsgrenze hinaus erhdht, haben kleine Stérungen in der Geometrie oder der Last -
Imperfektionen genannt - zur Folge, dass die Struktur sich schlagartig stark verformt.
Der Zusammenhang zwischen Kraft und Verformung wird nichtlinear.

Strukturelle Imperfektionen kénnen unterschiedliche Ursachen haben und miissen
nicht immer nur aus dem Fertigungsprozess resultieren. Das Einbringen von Eigen-
spannungen durch zum Beispiel SchweiBprozesse oder exzentrische Lasteinleitungen
konnen ebenfalls als Imperfektionen betrachtet werden, welche zu einem Versagen
aufgrund der Stabilitat fiihren. Da diese Imperfektionen nur selten zum Zeitpunkt der
Auslegung bekannt sind, wird nach einschlagigen Normen mit einer geometrischen
Ersatzimperfektion gerechnet. Die normgerechte Ersatzimperfektion soll Einfliisse aus
allen nicht messbaren und unbekannten an der Struktur vorhandenen Imperfektionen
abdecken.

Bei der Auslegung von stabilitatsgefahrdeten Strukturen nach dem Eurocode 3 [4]
kann eine Imperfektion als geometrische Ersatzimperfektion auf die Struktur aufge-
bracht werden. Das Berechnungsverfahren der Norm schreibt vor, dass die Imperfek-
tion zur geringsten Tragfahigkeit der Struktur filhren muss. Fir die Berechnung mit
einem Lastfall kann die Eigenform mit dem geringsten Lastmultiplikator aus der li-
nearen Beulanalyse einer Struktur angesetzt werden. Wird eine Struktur jedoch mit
mehreren Lastfillen belastet, muss fiir jeden Lastfall die kritischste Imperfektion er-

mittelt werden, da in unterschiedlichen Lastrichtungen auch unterschiedliche Teile der
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Struktur versagenskritisch sein kdnnen. Am Beispiel der Strukturauslegung eines Rau-
penkrans erfordert das aktuelle Vorgehen das Lésen einer linearen Beulanalyse fiir jede
Kombination aus den Auslegerstellungen und Lastfallen.

Die vorliegende Arbeit ist Teil eines Vorhabens, den numerischen Aufwand der Be-
stimmung einer Imperfektion zu verringern. Dafiir soll eine Imperfektion aus mehreren
Eigenformen (iberlagert werden, mit der mehrere Lastfélle konservativ berechnet wer-
den kénnen. Die Uberlagerung von mehreren Eigenformen soll dabei die Schwachung
der gesamten Struktur erméglichen. Aufgrund der Méglichkeit, dass es zu Uberschnei-
dungen der Eigenformen kommen kann, ist zu beachten, dass es infolge der Uberlager-
ung zu keiner ungewollten Ausléschung oder Uberhéhung der Verformungen kommt. In
Abbildung 1.1 ist die Uberlagerung von zwei Eigenformen an einem Balken dargestellt.
Durch die einfache Addition der Verformungen wird ersichtlich, dass es im duBeren Be-
reich des Balkens zu einer Uberhhung und im mittleren Bereich zu einer Ausléschung
der Amplituden kommt. Zur Vermeidung dieses Effektes wird ein Uberlagerungs-
verfahren entwickelt, welches die Beeinflussung in sich iiberschneidenden Bereichen

reduziert. In der vorliegenden Arbeit wird die Uberlagerung von Eigenformen als Im-

Eigenform 1
1
0 _/ \ /
-1
Eigenform 2
1
0 -/\ / \ /
-1
Uberlagerung
1.8 /
0.0 \/\ /
-1.8
0

Balkenlange

Abbildung 1.1: Lineare Uberlagerung mit konstanten Gewichtungsfaktoren von zwei
Eigenformen eines Balken
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perfektion und deren Einfluss auf die Tragfahigkeit von stabilitatskritischen Strukturen
untersucht. Speziell die Beeinflussung der Steifigkeit der Struktur durch Uberlagerung
der Eigenformen wird dabei anhand von Kraft-Verformungs-Kurven und Spannungs-
verteilungen analysiert. Daflir werden zuerst Prinzipmodelle definiert, welche dhnlich
zu Strukturen im Kranbau sind. Zudem wird die Uberlagerung von Eigenformen mit-
tels eines automatisierten Verfahrens untersucht, womit die gegenseitige Beeinflussung
von Eigenformen reduziert werden soll. Die Uberlagerung von Eigenformen wird auf
zwei Eigenformen beschrankt, um beobachtete Einfliisse isolieren zu kénnen. Aus den
Beobachtungen werden Anforderungen fiir das Uberlagerungsverfahren formuliert und
das Verfahren anschlieBend an diesen bewertet.

Im zweiten Kapitel werden die dafiir notwendigen theoretischen Grundlagen aus der
Stabilitdtsberechnung erldutert. Im dritten Kapitel werden Berechnungsmodelle und
die Berechnungsmethodik zur Untersuchung der Interaktion von Eigenformen vorge-
stellt. Die Ergebnisse der Interaktion von Eigenformen an einem Kastentrager und
einer Gitterrohrstruktur werden im vierten Kapitel diskutiert. Im fiinften Kapitel wird
die automatisierte Uberlagerung von Eigenformen analysiert und ein Ansatz fiir weitere

Entwicklungen aufgezeigt.



2 Theoretische Grundlagen

Die Berechnung von Stabilitdtsproblemen bendtigt mathematische und strukturme-
chanische Grundlagen, welche in den folgenden Abschnitten erldutert werden. Das
Kapitel beginnt mit der mathematischen Modellierung von Stabilitdtsproblemen am
Balken. Nachfolgend wird die ndherungsweise Lésung der Gleichungen mit der nichtli-
nearen FEM fiir allgemeine Systeme und das einschlagige Regelwerk zur Aufbringung

von Imperfektionen erlautert.

2.1 Stabilitatsprobleme

Als Stabilitatsproblem wird in der Strukturmechanik einen Belastungszustand bezeich-
net, in dem eine Struktur der Belastung keine Steifigkeit mehr entgegensetzen kann.
Firr Flachentragwerke wie Platten oder Schalen wird dieses Phdnomen Beulen genannt,
fur Balkenstrukturen wird vom Knicken gesprochen [8].

Das mechanisch einfachste System ist der Einfeldtrager. An diesem kdnnen bereits
viele grundlegende Phdnomene von Stabilitdtsproblemen hergeleitet werden. Leonhard
Euler formulierte 1757 fir den Balken der Lange L mit der Biegesteifigkeit E'1 die
Differentialgleichung fiir das Stabilitdtsproblem unter Druckbelastung durch die Nor-
malkraft P.

Eld2—w+Pw:0 (2.1)
dz?
Mit der Definition & = P/EI kann die allgemeine Losung fiir die Verformung w

senkrecht zur Balkenkoordinate = wie folgt angegeben werden.
w(x) = Acos(kx) + Bsin(kx) (2.2)

Dabei sind die Konstanten A und B aus den Randbedingungen des Balkens zu be-
stimmen. Fir den momentenfrei gelagerten Einfeldtrager gelten die Verformungsrand-

bedingungen w(0) = w(L) = 0. Durch Einsetzen der Randbedingung w(0) = 0 kann
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die Konstante A zu null bestimmt werden. Aus der zweiten Randbedingung ergibt sich
die Gleichung.
sin(kL) =0 (2.3)

Mit der Forderung eine nicht-triviale Losung zu berechnen, kann mit kL = 7 und
k = P/EI die kleinste Knicklast des Balkens bestimmt werden.

2
e ET
P =—5— (2.4)
L
Das Einsetzen der berechneten Konstante k und A in die allgemeine Lésung der

Differentialgleichung gibt die Knickfigur unter der Last P an.
(T
w(z) = Bsin (Lx> (2.5)

Aus Gleichung ist bereits erkennbar, dass die Verformung immer aus einer Uberlagerung
der Sinus und Kosinus-Funktion sein muss. Fiir den momentenfrei gelagerten Ein-
feldtrager bleibt nur der Sinus-Term mit dem freien Parameter B iibrig.

Wird in Gleichung 2.4 die kritische Kraft P..;; auf die Querschnittsfliche A des
Balkens bezogen und der Schlankheitsgrad A eingefiihrt, ergibt sich die Gleichung fir
die Knickspannung. Dabei ist ig der Tragheitsradius der des Balkenquerschnittes. Die
beschriebene Hyperbel wird Euler-Hyperbel genannt (Abbildung 2.1).

2 FE
Ucrit(AS) = b\ (26)
S
h I
Ag = —, ig = | — 2.7
=2 is=y2 27)

Der Schlankheitsgrad am Schnittpunkt von der Druckfestigkeit o und der Euler-
Hyperbel wird Streckgrenzenschlankheitsgrad Ar genannt und grenzt den Bereich
des elastischen Versagens (A > Ap) vom Bereich des elasto-plastischen Versagens
(A< Ap) ab. Im Ubergangsbereich des elasto-plastischen Druckversagen und des elas-

tischen Knickversagens kommt es zur Interaktion aus beiden Versagensarten. Neben
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Euler-Hyperbel
—— Druckfestigkeit op

or

krit. Knickspannung o

AF
Schlankheitsgrad A\g

Abbildung 2.1: Die Euler-Hyperbel gibt die Knickspannung in Abhéngigkeit des
Schlankheitsgrades an

der Berechnung der kritischen Knicklast muss fiir alle Stabilitdtsprobleme auch das
Beulverhalten und der Gleichgewichtszustand eines Systems beurteilt werden. In der

Mechanik werden die drei Arten des Beulverhaltens unterschieden.

— Stabiles Beulverhalten
— Instabiles Beulverhalten

— Indifferentes Beulverhalten

Das stabile Beulverhalten wird durch die noch vorhandene Tragfahigkeit der aus-
gebeulten Struktur charakterisiert, das System kommt in einer neuen Gleichgewichts-
lage zur Ruhe. Beim instabilen Beulverhalten gelangt das System jedoch nicht in
eine Gleichgewichtslage und kollabiert. Dies ist der kritischste Typ der Beulverhalten,
da dieser haufig zum totalen Versagen der Struktur fiihrt. Das stabile und insta-
bile Beulverhalten tritt beim sogenannten Verzweigungsproblem auf und ist haufig
bei schalen- und plattenférmigen Strukturen zu beobachten. Die Last-Verschiebungs-
Kurve der Struktur verzweigt von ihrem Primarpfad in einem stabilen oder instabilen
Sekundéarpfad [1]. Das indifferente Beulverhalten beschreibt Systeme deren Tragfahigkeit
nicht zu- oder abnimmt, wenn die Verformung weiter erhéht wird. Diese Eigenschaft
ist typisch fiir das Durchschlagsproblem und tritt bei Strukturen mit stark nichtlinearer

Last-Verschiebungs-Kurve auf.
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A F A F A F

u u u

Abbildung 2.2: Klassifizierung des Beulverhaltens von Strukturen. Last-Verschiebungs-
Kurve des Durchschlagsproblems (links), des stabilen Beulverhaltens
(mitte) und des instabilen Beulverhalten (rechts) [8]

Die Auslegung von stabilitatsgefdhrdeten Strukturen erfordert das Lésen von par-
tiellen Differentialgleichungen. Im ingenieurtechnischen Alltag hat sich dafiir in den
letzten Jahrzenten die FEM etabliert. In den folgenden Abschnitten werden die spezi-
ell fir den Bereich der Stabilitatsberechnung genutzten numerischen Methoden vor-
gestellt und erldutert. Auf die Herleitung der linearen statischen Grundgleichung der

FEM wird dabei verzichtet und auf Literatur verwiesen.

2.2 Lineare Beulanalyse

Unter Annahme der Theorie erster Ordnung, sowie linearer Kinematik gilt das Super-
positionsprinzip fur Krafte und Verformungen an einem mechanischen System. Damit
sind die Wirkungen einer Langs- und einer Querkraft an einem Balken vollstandig
entkoppelt. Jedoch ist aus der Anschauung fiir einen Einfeldtrager bekannt, dass eine
Zugkraft den Balken versteift und eine Druckkraft den Balken schwacht. Um diesen Ef-
fekt zu erklaren, wird das Kraftegleichgewicht an einem Stabelement (Abbildung 2.3)
in verformter Lage aufgestellt und der Zusammenhang zwischen duBerer Last und der
Verformung des Elements hergestellt. Der Stab hat dabei die Ausgangslange Iy und
die Lange [ in verformter Konfiguration. Die Zusatzkraft F' verursacht am verformten
Stab ein Zusatzmoment zur Last P.

Durch Aufstellen des Momentengleichgewicht um den ersten Knoten und das Um-

stellen nach P kann die folgende Gleichung formuliert werden.

ZE(UJQ — wl) =P (28)
0
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unverformt

Abbildung 2.3: Verformtes Stabelement mit Quer- und Langskraft [8]

Da eine lineare Kinematik und kleine Rotationen vorausgesetzt werden, ist die Last F’
auch die Normalkraft im Stab und kann als Spannung 0 = F'/A ausgedriickt werden.

Die Gleichung kann in Matrixnotation wie folgt geschrieben werden.

Ul?[q 1}[2]:P (2.9)

Durch diese Gleichung wird die duBere Last mit der Verformung des Stabelements
verkniipft. Wird nun der Momentensatz ebenfalls auf den zweiten Knoten angewendet
und die Langsverformung des Stabes einbezogen, kann der Zusammenhang zwischen
duBerer Last P und den Verschiebungen u und w als Matrix-Vektor-Gleichung aufge-

schrieben werden.

10 -10 0 00 0 ui P,
EA| 00 00 Ao 10 -1 P
EA L o4 YL — T (2.0)
[ | -1 0 0 Lo 00 0 us Py

00 00 0 -1 0 1 ws Py.

Die Matrix S wird dabei Spannungsversteifungsmatrix genannt und bildet den eingangs
erlduterten Effekt der Steifigkeitsdnderung ab, indem sie mit der linearen Steifigkeits-
matrix addiert wird.

(K +S)t = feu (2.11)

Ein Stabilitatsproblem ist definiert durch die Bedingung, dass Verformungen zustande
kommen ohne, dass eine weitere Erhéhung der Kraft notwendig ist. Der lineare Zu-
sammenhang zwischen der Spannung und der duBeren Last, sowie der Spannung und
der Spannungsversteifungsmatrix lasst es zu, die Spannungsversteifungsmatrix mit ei-

nem Faktor zu multiplizieren mit dem die duBere Last gesteigert wird. Aufgrund der
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Instabilitatsbedingung A f = 0 wird aus dem linearen Gleichungssystem das Eigen-

wertproblem, wobei A der Faktor der kritischen Last ist.
(K+\AS(0))p=0 (2.12)

Der Vektor ¢ ist der Vektor der Verformungen zu einem kritischen Lastfaktor und
wird Beuleigenform genannt. Aufgrund der Singularitdt des Gleichungssystems wird

die Verformung auf 1 normiert bestimmt.

2.3 Nichtlineare Beulanalyse

Die Gleichheit der geleisteten inneren und duBeren Arbeit kann unter Annahme der
Theorie erster Ordnung und einer linearen Kinematik diskretisiert werden und fiihrt
auf die Gleichung Ku = f. Diese Gleichung stellt das Gleichgewicht der inneren Krafte
Ku und der externen Krafte f.,; als lineare Abbildung dar. Die Anwendung der Theo-
rie zweiter Ordnung und die Beriicksichtigung der nichtlinearen Kinematik fiihren im
Allgemeinen auf ein System aus nichtlinearen, partiellen Differentialgleichungen. Die
Betrachtung von zeitunabhingigen Systemen fiihrt dann zu nichtlinearen algebraischen

Gleichungssystemen in der folgenden Form.
G(u)=f(u)—f, =0 (2.13)

Die internen Kréafte f;,,; werden aus der internen Arbeit abgeleitet und kénnen un-
ter Annahme des linearen Spannungs-Dehnungs-Zusammenhangs wie folgt angegeben
werden.

foo = [ BT (d)odV (2.14)
(V)

Das Gleichungssystem G (u) = 0 kann dann mit dblichen Verfahren gelst werden.
In der Strukturmechanik hat sich das Newton-Raphson-Verfahren aufgrund seiner Ef-
fizienz verbreitet. Fiir Stabilitatsprobleme ist es jedoch hilfreich, ein Verfahren zu
verwenden, welches auch fallende Aste im Last-Verformungs-Graph verfolgen kann.
Deshalb hat sich hier das Bogenldngen-Verfahren etabliert. Beide Verfahren werden

im Folgenden erlautert.
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2.4 Newton-Raphson-Verfahren

In der linearen FEM wird zur Bestimmung der Verschiebungen ein lineares Gleichungs-
system direkt gelost. Aufgrund des nichtlinearen Gleichungssystems muss bei der An-
wendung der nichtlinearen FEM die Losung iterativ bestimmt werden. Ein bekann-
tes Verfahren zur Lésung nichtlinearer Gleichungssysteme ist das Newton-Raphson-
Verfahren. Aus der Tangente an der Funktion f im Punkt x; ergibt sich die bekannte
Iterationsvorschrift fiir skalare Gleichungen.

_ @)
Tn+l1l = Tn f/(ll/’@) (215)

Fir n-dimensionale Gleichungssysteme in der FEM wird die Verschiebung im Last-
schritt analog berechnet. Zur ndherungsweisen Loésung der Gleichung 2.13 geht der
Quotient aus Funktionswert f und Steigung f’ in das Matrix-Vektor-Produkt aus der
Tangentensteifigkeitsmatrix K7 und dem Residuum der inneren und duBeren Krafte
G (u) tber. Die Iterationsvorschrift lautet dann wie folgt.

od(u)
Uit =W + ou

—1
_ ) (—d (W) = w; + K3' (—d (y)) (2.16)

Die Tangentensteifigkeitsmatrix ist nicht nur eine Steifigkeitsmatrix, sondern enthélt

auch die Lasttangente und wird aus G(u) berechnet.

B B, 9 . 9
Kt = 7aﬁfint - yfcxt = ﬁ/ BT(U)UdV "o fext (2.17)
RULE 9 |
T N - —
Ky — / B (1) o 9B (@) oy 5 Lext

Die Matrix kann in drei verschiedene Anteile zerlegt werden. Der erste Anteil ist die
Anfangsverschiebungsmatrix K,,. Diese ist dhnlich zur linearen Steifigkeitsmatrix. Un-
ter der Annahme, dass die Spannungen linear von den Dehnungen abhangig sind und
dass das Modell ausreichend gelagert ist, ist die Matrix positiv definit. Die Matrix K,
wird geometrische Matrix genannt und kann als Analogie zur Spannungsversteifungs-
matrix S interpretiert werden. Da die Spannungen direkt in die Matrix eingehen und
diese vorzeichenbehaftet sind, kann dieser Anteil dazu fiihren, dass die Gesamtmatrix
K nicht mehr positiv definit ist. In diesem Fall kann es zu einer Verschiebung ohne

weitere Krafterhohung kommen und die Bedingung Kt At = 0 ware erfiillt. Es lage

10
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damit ein Stabilitatsproblem vor. Der dritte Anteil der Tangentensteifigkeitsmatrix K
ist die sogenannte Lasttangente K. Diese wird aus dem Lastvektor f.,; berechnet.
Bei der Berechnung der Verschiebung u;y1 wird die inverse der Tangentensteifig-
keitsmatrix benétigt. Da die Berechnung der Inversen nicht effizient ist, wird in der
Regel das Gleichungssystem.
KrAu=-d (2.18)

gelost. Mit dem Inkrement Au und der aktuellen Verschiebung u; wird dann die neue

Verschiebung u;41 berechnet.

2.5 Bogenlangen-Verfahren

Bei der Berechnung von Stabilitatsproblemen ist es von Interesse, den instabile Se-
kundarpfade eines Kraft-Verformungspfades oder zuriickschlagende Verformungen aus-
zuwerten. Mit dem zuvor vorgestellten Newton-Raphson-Verfahren kann aufgrund der
indefiniten Tangentensteifigkeitsmatrix am Punkt des Stabilitatsverlustes nicht iiber
die maximale Last hinaus gerechnet werden. Die Tangente der Kraft-Verformungs-
Kurve hat dort keinen Schnittpunkt mit einem konstanten Lastniveau, da sie hori-
zontal verlduft. Fiir diese Anwendung wurden Kurvenverfolgungsverfahren, wie das
Bogenlangen-Verfahren entwickelt. Dabei wird der Lastmultiplikator A als zusatzliche

Unbekannte behandelt und ergibt das folgende Gleichungssystem.
S AU’ = \F oy — FL (2.19)

Da der Lastfaktor A unbekannt ist, muss dieser auch iterativ bestimmt werden. Dafiir
wird dieser in Gleichung 2.20 inkrementell im Lastschritt n und der Iteration ¢ ausge-
drickt.

SAu — ANF, = (A, + \)F, —F!, = R’ (2.20)

Durch die Multiplikation von links mit der inversen Tangentensteifigkeitsmatrix kann

die Gleichung 2.20 umgeschrieben werden zu

Au' = ANAUY + Aul;. (2.21)

11
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Das Verschiebungsinkrement Au’ in der Iteration i kann dann durch Lésen der Glei-

chungssysteme bestimmt werden.

K/ Au} = F,

o . (2.22)
pAuj, = R

Zur Bestimmung des unbekannten Lastfaktors kann ein Vektor zwischen der vorherigen
konvergierten Losung des Lastschrittes n und der Losung der lteration i definiert

werden.
t' = Au, + B\ (2.23)

Fir die Iteration ¢ + 1 wird das Verschiebungs- und Lastfaktorinkrement addiert
t = Au,, + Au’ + S\ + AN) (2.24)

Zwischen der Iteration i + 1 und 7 muss die Norm der Vektoren t? und ti*! konstant
bleiben [2].
]ti] = |ti+1| (2.25)

Wird in Gleichung 2.24 Au’ durch Gleichung 2.21 ersetzt, ergibt sich eine quadra-
tische Gleichung in Abhangigkeit von A\. Diese kann umgestellt werden, sodass die

Koeffizienten a,b und c abgelesen werden kénnen, um die Gleichung zu lésen.

aX?> + b\ +c=0 (2.26)
a=p3*+ Auy)tAu’j[
b = 2(B2N Aut, Auy + AuS) Au;) (2.27)

c=2Aul Aul; + Auyl)tAu’}I

Die quadratische Gleichung hat im Allgemeinen zwei reelle Nullstellen, AAXY) und
AX®) | welche die Lastmultiplikatoren zu den Schnittpunkten des Suchradius mit dem
Lastpfad angeben. Da eine Lésung des Polynoms zum zuriickliegenden Gleichgewichts-
punkt gehdren muss, wird der Winkel zwischen den Vektoren zu dem letzten konver-

gierten Substep t,,_; und der Lésung der aktuellen Iteration t'*! durch die Gleichung

ti+1 ctn_1

cos(©) = 7‘%’ o]

(2.28)

12
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berechnet. Die Nullstelle mit dem cos(©) am dichtesten an 1 wird als nachste Lésung
der lteration ausgewahlt. Mit der Verschiebung aus dem letzten konvergierten Substep
u,, und dem zugehdrigen Lastmultiplikator A\, wird der nachste Substep durch addieren
des Verschiebungsinkrements Au,, + Au; und des Lastmultiplikatorinkrements AA
ermittelt. '

AL =\, + N\ + A

. . (2.29)
utl = u, + Au,, + Au’

2.6 Begleitende Eigenwertanalyse

Mit der linearen Beulanalyse werden die Verzweigungslasten einer Struktur unter Be-
riicksichtigung der Ausganssteifigkeit berechnet. Da sich diese Steifigkeit wahrend der
Belastung durch die Verformung der Struktur und den Spannungszustand verandern
kann, wird die Berechnung eines Stabilitatsproblems mit der nichtlinearen Beulanalyse
abgesichert. Diese liefert eine Aussage iiber die Stabilitat eines Verzweigungspunk-
tes und die verbleibende Steifigkeit der ausgebeulten Struktur. Wird bei der Lésung
des nichtlinearen Gleichungssystems das Newton-Raphson-Verfahren verwendet, liegt
an dem Punkt des Stabilitatsverlustes der Struktur per Definition ein Konvergenz-
problem vor. Um an diesem Punkt entscheiden zu kénnen, ob die nicht erreichte
Konvergenz physikalische Griinde hat oder ob es sich um eine unzureichende Dis-
kretisierung handelt, kann die Lage der Eigenwerte tber den Verlauf der Last be-
obachtet werden. Dieses Vorgehen wird begleitende Eigenwertanalyse genannt. An
jedem konvergierten Lésungsschritt des nichtlinearen Gleichungssystems 2.13 liegt die
Tangentensteifigkeitsmatrix K7 vor. Diese beschreibt die Steifigkeit des Systems un-
ter Berlicksichtigung des aktuellen Spannungszustandes. Die Instabilitdtsbedingung
KrAu = 0 kann nur erfiilllt werden, wenn die Matrix K singular ist. Um diese

Bedingung zu priifen, wird das Eigenwertproblem
(Kb — M) =0 (2.30)

geldst. Mit einem Eigenwert A = 0 ist der instabile Punkt der Lésung erreicht. Wird
A < 0 liegt die Lésung auf einem instabilen Pfad.
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Im Rahmen dieser Arbeit wird der Einfluss der Uberlagerung von Eigenformen als
Imperfektion auf das Verhalten der Stabilitat einer Struktur untersucht. Die dafiir er-
forderlichen Finite Elemente Modelle werden im Folgenden vorgestellt und der Berech-
nungsablauf erklart. Im Anschluss wird die Uberlagerung von Eigenformen mittels eines

Algorithmus zur gleichméaBigen Aufbringung von Ersatzimperfektionen eingefiihrt.

3.1 Modellaufbau

In der Festkérpermechanik werden zur Berechnung von Stabilitatsproblemen aus Griin-
den der Effizienz vorzugsweise Strukturelemente wie Schalen- und Balkenelemente ver-
wendet. Fiir die folgenden Untersuchungen werden daher zwei unterschiedliche Prinzip-
modelle, um beide Modellierungsansatze abzudecken. Die Geometrie wird an schlanke

stabilitdtsgefahrdete Bauteile aus dem Kranbau angelehnt.

Kastentrager

Als erstes Modell wird ein Schalenmodell in Form eines Kastentragers aufgebaut, um
den Einfluss von lokalen und globalen Eigenformen als Imperfektion zu untersuchen.
Der Kastentrager ist 83400mm lang und hat einen Rechteckquerschnitt aus Imm Plat-
ten mit einer Kantenldnge von 130mm und 100mm. Die Abmessungen wurden so
gewahlt, dass der Eigenwert der ersten lokalen und der ersten globalen Eigenform
dicht beieinanderliegen, damit nicht eine Versagensform durch einen sehr hohen Ei-
genwert ausgeschlossen werden kann. Die ersten zehn Eigenformen des Kastentragers
sind im Anhang dargestellt.

Das Geometriemodell wird mit linearen Schalenelementen vernetzt, da die Imper-
fektion als Knotenverschiebung aufgebracht werden und die Robustheit der linearen
Schalenelemente ausgenutzt werden soll. Des Weiteren wird auf Elemente mit qua-
dratischer Ansatzfunktion aus Griinden der Effizienz verzichtet. Die zu erwartende
Abweichung der Eigenwerte und Eigenformen kann vernachlassigt werden, da alle Be-

rechnungen nur vergleichend zwischen unterschiedlichen Imperfektionen durchgefiihrt
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werden. Damit wird der Modellfehler der linearen Elemente sich nicht auf die Ergebnis-
se dieser Arbeit auswirken. Eine Detaildarstellung der Vernetzung ist in Abbildung 3.1
abgebildet. Die Aufbringung von Lasten und Randbedingungen erfolgt an den Enden

Abbildung 3.1: Festlager-Seite des Kastentragers. Die Randbedingungen werden an
dem zentralen Masterknoten aufgebracht und iber starre Kopplungen
(rosa) mit dem Rand der Strukturelemente verbunden

des Kastentragers lber Sterne aus starren Kopplungen. Die Randknoten der Struktu-
relemente werden mit einem Masterknoten im Flachenschwerpunkt des Querschnittes
gekoppelt. Einseitig werden alle translatorischen Freiheitsgrade und der Rotationsfrei-
heitsgrad um die Langsachse des Tragers gesperrt. Die andere Seite des Tragers wird
mit einer Langskraft beaufschlagt und in Querrichtung am Masterknoten gelagert.

Damit entspricht das Modell den Randbedingungen des zweiten Euler-Falls.

Gitterrohrstruktur

Die strukturmechanische Berechnung der Stabilitat eines Gitterrohrrahmens erfolgt in
der Regel aus Effizienzgriinden mit einem Balkenmodell. Die Untersuchung der Interak-
tion von Eigenformen als Imperfektion wird daher an einem dreidimensionalen Balken-
modell durchgefiihrt. Im Folgenden wird ein vereinfachtes Modell eines Kranauslegers
berechnet, um die Uberlagerung der Eigenformen an Balkenelementen zu testen. Dabei
wird speziell auf die Mehrteiligkeit und die radumliche Gitterrohrstruktur wert gelegt.
Das Modell verzichtet gezielt auf Details wie die Koppelstellen der modularen Ausle-

gersegmente, um die Komplexitdt des Modells gering zu halten und die Effekte des
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Uberlagerungsverfahrens isolieren zu kénnen. Die Abmessungen der Gitterrohrstruktur
sind in Tabelle 3.1 aufgefiihrt.

Tabelle 3.1: Abmessungen des Auslegermodells in mm
Abmessung Wert
Achsabstand Gurtrohre horizontal 2700
Achsabstand Gurtrohre vertikal 2400

Halbzeug Gurtrohr R219,1x10
Halbzeug Diagonale R101,6x5
Lange Gurtrohre 61330
Gesamtlange Ausleger 81330

Die Vernetzung des Gitterrohrrahmens erfolgt mit 1372 linearen Balkenelementen
Wie beim Schalenmodell des Kastentragers steht auch hier die Robustheit und Effizienz
des Modells im Vordergrund.

Die Modellierung der Randbedingungen des Gitterrohrrahmens ist an die Anbindung
eines Auslegers an ein Grundgerdt im Kranbau angelehnt. Die Lagerung und Kraftauf-
bringung erfolgt iiber die starre Kopplung der Gurtrohrenden mit einem Masterknoten
in der Mitte der vier Gurtrohre. Der Masterknoten ist 10m in Langsrichtung von dem
Ende der Gurtorhre entfernt, um die Kopfstiicke eines Auslegers zu approximieren und
das bei einer asymmetrischen Verformung entstehende Biegemoment nicht zu ver-
nachlassigen. Am unbelasteten Ende sind alle Verschiebungen, sowie die Rotation um
die Langsachse und um die schwache Querachse des Auslegers gesperrt. Am belasteten
Ende sind nur die Verschiebungen quer zum Ausleger gesperrt. Die Belastung wird als

Langskraft einseitig tiber den Masterknoten aufgebracht (Abbildung 3.2).

3.2 Berechnung

Die zuverlassige Berechnung von Stabilitdtsproblemen erfordert aufgrund des im All-
gemeinen nichtlinearen Verhaltens von schlanken Strukturen einen mehrstufigen Be-
rechnungsprozess. In den folgenden Abschnitten wird dieser erst allgemein erlautert,
nachfolgend wird dann im Einzelnen auf das modellspezifische Vorgehen eingegangen.

Der Berechnungsprozess beginnt mit einer geometrisch und physikalisch linearen
statischen Berechnung unter einer Bemessungslast F', um den Spannungszustand in
der Struktur zu berechnen. Hier wird fiir beide Modelle eine Kraft von 30 kN gewahlt.
Dies entspricht einer Kraft von 125% der kleinsten Euler-Last. Die Verzweigungslasten

einer Struktur werden mittels einer linearen Beulanalyse, wie in Kapitel 2 erlautert,

16



3 Modellaufbau und Berechnung

Abbildung 3.2: Starre Kopplung der Gurtrohre mit einem Masterknoten.

Tabelle 3.2: Parameter des linear elastischen Materialmodells

Materialeigenschaft Wert
Elastizitatmodul 210.000 MPa
Querkontraktionszahl 0,3

berechnet. Die Berechnung des Eigenwertproblems mit dem Block-Lanczos-Verfahren
liefert die Lastfaktoren \; fiir die Verzweigungslasten. Jede Verzweigungslast hat eine
zugehorige Verformungsfigur U; welche die Versagensform der Struktur unter der Last
charakterisiert.

Da die Eigenwerte und damit die kritischen Lasten unter der Annahme der linearen
Steifigkeit und der Theorie erster Ordnung bestimmt werden, sind die errechneten
Knicklasten nicht konservativ, wenn die Strukturen starke Nichtlinearitaten aufweisen.
Aufgrund der Verwendung der linearen Steifigkeit kann auch der Einfluss einer Imper-
fektion nur bedingt abgebildet werden. Um diese Effekte zu beriicksichtigen, muss der
nichtlineare Kraft-Verformungszusammenhang mittels einer nichtlinearen Beulanalyse
ermittelt werden. Mit dieser Analyse wird zum einen die Verformung und Spannung
bei bestimmmten Belastungen unter Beriicksichtigung der nichtlinearen Kinematik
bewertet und zum anderen der Kraft-Verformungszusammenhang diskutiert, um den
Einfluss von Imperfektion auf instabile Punkte und Verzweigungen zu bewerten.

Die Berechnung der nichtlinearen Kraft-Verformungskurve erfolgt unter der Annah-
me der linearen Elastizitat, da nur die Auswirkungen unterschiedlicher Imperfektionen

auf das Steifigkeitsverhalten untersucht werden.
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Die Imperfektion der Modelle wird als geometrische Ersatzimperfektion beriicksich-
tigt. Dafiir werden die Knoten des FE-Netzes durch Verformungsfelder verschoben,
um eine Exzentrizitdt im Kraftfluss zu erzeugen. Fiir die Verformungsfelder werden
die Eigenformen der linearen Beulanalyse benutzt, um eine méglichst kritische Vorver-
formung zu gewéhrleisten.

Besteht eine Imperfektion nur aus einer Eigenform, wird der Skalierungsfaktor der
Verformung als Amplitude festgelegt, da die Vektorsumme der Verformung einer Ei-
genform in der Regel auf eins normiert ist. Wird eine Struktur fiir mehrere Lastfille
ausgelegt, konnen in jedem Lastfall unterschiedliche Bereiche der Struktur relevant fiir
das Versagen sein. Wird beispielsweise eine einseitig eingespannte Gitterrohrstruktur
durch eine Druckkraft in Langsrichtung auf die Gurtrohre belastet, wird die Last durch
die geraden Gurtrohre getragen. In diesem Lastfall sind die Imperfektionen im Gurtrohr
relevant. Mit einer Belastung durch eine Querkraft an der Spitze der Gitterrohrstruk-
tur, wird die Kraft durch die Diagonalen getragen. Die konservative Imperfektion fiir
diesen Fall sollte aus einer Uberlagerung der ersten Eigenformen beider Lastfalle be-
stehen, um beide Versagensformen einleiten zu kénnen. Der einfachste Ansatz fiir eine
iberlagerte Imperfektion [ ist die lineare Kombination der Veformungsvektoren U,

mit den Skalierungsfaktoren cv,.
I =o01U; + Uy + ... + o, Uy, (31)

Die Vorzeichen der Faktoren a,, und damit die Richtung der Eigenform, werden so
gewahlt, dass die maximale Verschiebung der Imperfektion maximal wird. Ist die Im-
perfektion (berlagert, werden die Verformungen auf die Knotenkoordinaten addiert
und die Elemente damit spannungsfrei vorverformt.

Imperfektion des Kastentragers

Schalenmodelle zeigen in der Regel neben dem globalen Knicken auch noch lokale
Eigenformen aufgrund der diinnwandigen Strukturen im Kraftfluss. Um zuerst den
Einfluss der Uberlagerung auf die Steifigkeit charakterisieren zu kénnen, wird der zuvor

vorgestellte Kastentrager mit den folgenden Imperfektionen gerechnet.
— Imperfektion aus globaler Eigenform
— Imperfektion aus lokaler Eigenform

— Uberlagerung aus globaler und lokaler Eigenform als Imperfektion
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Zuerst wird die globale Imperfektion in Form von der globalen Eigenform als einzelne
Imperfektion aufgegeben, um die auftretenden Effekte isolieren zu kénnen. Die globale
Eigenform ist in Abbildung 3.3 links dargestellt. Die Amplitude einer Imperfektion zur
Bemessung von stabilitatsgefdhrdeten Strukturen wird durch den Eurocode 3 geregelt.
Da dieses Regelwerk die Basis fiir Stabilitatsnachweise im Stahlbau ist, wird dieser
als Orientierung fiir die GroBe der Imperfektion in den folgenden Untersuchungen
herangezogen. Der Ausgangswert der Amplitude wird nach Eurocode 3 Teil 1-1 [4]
zu L/200 = 42 mm festgelegt. Um die Sensitivitdt des Strukturverhaltens auf die
Amplitude zu untersuchen, wird diese in zwei Schritten verandert. Um die Effekte von
Ausléschungen zu untersuchen, wird zudem noch der Einfluss sehr groBer und sehr
kleiner Amplituden betrachtet.

Fir die Untersuchung des Einflusses der lokalen Imperfektion auf das Stabilitats-
versagen wird aus den ersten zehn Eigenformen die Eigenform mit dem kleinsten
Eigenwert als Imperfektion auf die Struktur aufgebracht, welche ausschlieBlich aus
Verformungen in Teilbereichen der Struktur besteht. Die gewéhlte Eigenform ist in
Abbildung 3.3 rechts dargestellt. Der Ausgangswert fiir die Amplitude der Imperfektion
wird nach dem Eurocode 3 Teil 1-5 [5] gewahlt. Der Eurocode schreibt vor, dass der
Faktor fiir die Berechnung der Amplitude aus der kleinsten Abmessung des Beulfeldes
bestimmt wird. Da das Verformungsmaximum der gewahlten lokalen Eigenform auf der
Flache mit 130mm Kantenlange im Querschnitt auftritt wird die kleinste Abmessung
mit L = 130 mm als maBgebend herangezogen. Die Amplitude der Imperfektion
ergibt sich zu L /200 = 0,65 mm. Auch in diesem Fall wird dieser Wert variiert, um

die Sensitivitat des Strukturverhaltens zu untersuchen.

Abbildung 3.3: Darstellung der als Imperfektion verwendeten Eigenformen. links: glo-
bale Eigenform, rechts: lokale Eigenform

Die Anderung der Tragwirkung von Imperfektionen wird anschlieBend noch durch

die lineare Uberlagerung von lokalen und globalen Eigenformen zu einer kombinierten
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Imperfektion untersucht. Die Uberlagerung der lokalen und globalen Imperfektion ist
beispielhaft in der Abbildung 3.4 dargestellt.

Abbildung 3.4: Uberlagerung aus globaler und lokaler Eigenform als Imperfektion. Lo-
kale Verformungen um den Faktor 100 iiberhéht dargestellt.

Imperfektion der Gitterrohrstruktur

Die Eigenformen von Balkenstrukturen kénnen ebenfalls in lokale und globale Formen
klassifiziert werden. Das globale Knicken bezeichnet dabei das Versagen der gesamten
Struktur und das lokale Knicken das Ausweichen eines oder mehrerer Einzelstabe oder
eines Teils der Balkenstruktur.

Die Interaktion aus Einzelstabknicken und Gesamtstabknicken wird untersucht, in-
dem zuerst nur die erste globale Eigenform als Imperfektion auf das Modell aufgebracht
wird. Dabei wird die Amplitude der Imperfektion nach dem Eurocode 3 [4] mit der
Bauteillinge L = 61330 mm zu L/200 = 306,65 mm gewahlt. Das Versagen des
Einzelstabes wird untersucht, indem die zweite Eigenform als Imperfektion auf das
Modell aufgegeben wird. Die zweite Eigenform besteht nur aus lokalen Verformungen
an den Gurtrohrabschnitten. Die Amplitude der Imperfektion wird nach der Vorgabe
der Eurocode 3 [4] mit der Bauteillinge L = 4030 mm zu L/200 = 20,15 mm
bestimmt. Die lokale und die globale Imperfektion ist in Abbildung 3.5 dargestellt.

Abbildung 3.5: Darstellung der als Imperfektion verwendeten Eigenformen. links: glo-
bale Eigenform, rechts: lokale Eigenform

20



3 Modellaufbau und Berechnung

Die kombinierte Imperfektion wird durch die lineare Uberlagerung der lokalen und
globalen Eigenform mit konstanten Skalierungsfaktoren berechnet. Um die Sensitivitat
des Strukturverhaltens auf die Anteile der Imperfektion zu untersuchen, werden die
Skalierungsfaktoren variiert. Die Uberlagerung von zwei Eigenformen ist beispielhaft
in Abbildung 3.6 dargestellt.

Abbildung 3.6: Uberlagerung aus globaler und lokaler Eigenform als Imperfektion

3.3 Automatisierte Uberlagerung von Eigenformen

Die handische Uberlagerung von Eigenformen ist aufgrund der groBen Anzahl an Kom-
binationsmoglichkeiten aus Vorzeichen und Amplitude nicht effektiv und sinnvoll. Des
Weiteren bringt die Anzahl der Bauteile einer Gesamtstruktur eine Vielzahl an Ei-
genformen mit sich, die kombiniert werden miissen. Der Aufwand einer Uberlagerung
potenziert sich demnach.

Neben dem steigenden Aufwand kommt es bei der Uberlagerung als Linearkom-
bination dazu, dass sich Eigenformen mit unterschiedlichen Vorzeichen in kritischen
Bereichen ausléschen oder so iiberlagern, dass das Berechnungsergebnis zu konser-
vativ wird. Im Folgenden wird daher ein Uberlagerungsverfahren vorgestellt, welches
die Steuerung der Amplitude und des Vorzeichens iibernimmt und den Betrag der
Ausléschung von Eigenformen reduziert.

Die Uberlagerung mit reduzierter Ausléschung erfordert das ortsabhingige Skalie-
ren der Eigenformen. Uberschneiden sich zwei Eigenformen in einem Bereich muss
die Verformung der zweiten Eigenform in dem Bereich der Uberschneidung stetig ver-
ringert werden, um die Verformung der ersten Eigenform nicht auszuléschen oder zu
tiberhdhen. Eine stetige Eigenform wird gefordert, da das Einbringen von Unstetig-
keiten in der nichtlinearen Beulanalyse zu unphysikalischen Spannungsiiberhéhungen

fihren wiirde. Die Stetigkeit wird durch die Ermittlung eines stetig verteilten Gewich-
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3 Modellaufbau und Berechnung

tungswertes fiir jede Eigenform erreicht. Durch das Aufsummieren des Gewichtungs-
wertes jeder Eigenform wird die Belegung der Struktur mit Imperfektionen verfolgt.
Dieser Ablauf wird mittels eines mehrstufigen Uberlagerungsalgorithmus umgesetzt.
Der Algorithmus besteht aus den folgenden Einzelschritten, welche fiir eine vorgegebe-
ne Anzahl an Eigenformen ausgefiihrt wird und die Imperfektion so iterativ iberlagert

wird.
Schritt 1: Normierung des Verschiebungs- und Rotationsfeldes
Schritt 2: Berechnung des Gewichtungswertes fiir jeden Knoten
Schritt 3: Skalieren der Eigenform mit den Gewichtungswerten
Schritt 4: Ermitteln des Vorzeichens der Eigenform
Schritt 5: Aufsummieren der skalierten Eigenformen zu einer Imperfektion

Eine numerisch berechnete Eigenform besteht aus Verformungen und Verdrehungen
fir jeden Knoten des FE-Netzes. Die Verformungen auf den Maximalwert der Vek-
torsumme normiert. Damit liegt der Wertebereich einer Verschiebung zwischen minus
eins und eins. Die Rotationen sind die Ableitung der Verformungen und stellen den
Tangens des Verformungswinkels dar. Ihr Wertebereich ist theoretisch unbegrenzt auf-
grund der Asymptoten des Tangens, liegt praktisch jedoch auch zwischen minus eins
und eins.

Die Verformung einer Eigenform besteht im Allgemeinen aus Wellen welche analy-
tisch durch eine Uberlagerung harmonischer Funktionen beschrieben werden kann. Die
Ausléschung dieser Wellen kann durch die Einfithrung einer Funktion verhindert wer-
den, deren Werteverteilung der Verteilung von harmonischen Verformungen in einer
Eigenform folgt. Mit der theoretischen Uberlegung, dass die lokal betrachtete Verfor-
mung einer Eigenform immer dem Sinus - oder dem Kosinus, da kein Anfangspunkt
betrachtet wird - entspricht, kann unter Verwendung der differentiellen Beziehung
zwischen Verformung und Rotation eine Funktion definiert werden, welche die lokalen
Verformungen auf der Struktur erkennt und Werte nahe eins liefert. Die Funktion ist

durch das Additionstheorem sin?(z) + cos?(x) = 1 inspiriert.
G(x;) = x2 4 (Vx;)? (3.2)

Dabei ist x; das Verformungsfeld und Vx; das Rotationsfeld der Eigenform i. Wenn

das Verformungsfeld dem Sinus entspricht, wird das Rotationsfeld aufgrund der dif-
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3 Modellaufbau und Berechnung

ferentiellen Beziehung dem Kosinus entsprechen. Dort wo das Verformungs- und Ro-
tationsfeld kleine Amplituden hat oder nicht harmonisch verlauft, wird ein niedriger
Wert berechnet, sodass hier noch weitere Eigenformen {iberlagert werden kdnnen.
Die Gleichung 3.2 wird fiir jede Eigenform ausgewertet und aufsummiert, um die
folgenden Eigenformen zu skalieren. Die Eigenform N wird mit dem Gewichtungswert
gn skaliert. Der Startwert des Gewichtungswertes ist der Einsvektor, um die erste

Eigenform immer vollstandig auf die Struktur aufzubringen.

N
gy =1+ Z Gi_1 (3.3)
i=1
Um nun mit dem Gewichtungswert gy die Eigenform NN zu skalieren, werden die
Verformungen und Rotationen der Eigenform durch den Gewichtungswert geteilt und
aufsummiert Gleichung 3.4.

Bevor die Eigenform auf die Imperfektion aufsummiert wird, muss das Vorzeichen
bestimmt werden. Die Entscheidung wird tber die Flache unter der Imperfektion ge-
troffen. Da eine gréBere Eigenform tendenziell auch gréBere Spannungen liefert und
konservative Spannungs- und Steifigkeitsergebnisse liefern sollte, wird das Vorzeichen
so angepasst, dass mit jeder aufsummierten Eigenform, die Flache unter der Imper-

fektion groBer wird.

I=U+) — (3.4)
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4 Interaktion von Eigenformen als
Imperfektion

Eine Eigenform als Imperfektion bestimmt das Tragverhalten einer Struktur maBgeb-
lich durch die Einbringung von Exzentrizitaten in den Kraftfluss. Bei der automatisier-
ten Uberlagerung von Eigenformen muss deshalb der Einfluss auf die Steifigkeit und
die Spannungsverteilung einzelner Imperfektionen oder von Kombinationen bekannt
sein. AuBerdem ist die Phdnomenologie der Steifigkeitsidnderung durch Aufbringung
von Imperfektionen und die Interaktion der einzelnen Eigenformen fiir die Definition
von Anforderungen an das Uberlagerungsverfahren zu untersuchen. In diesem Kapitel
werden die Ergebnisse der Untersuchung von verschiedenen Eigenformen als Imper-
fektion an den zwei zuvor vorgestellten Prinzipmodellen prasentiert. Dabei wird zuerst
das Schalenmodell herangezogen und der Einfluss einer globalen und einer lokalen

Eigenform erlautert.

4.1 Kastentrager

Die lineare Beulanalyse des Kastentragers liefert eine erste kritische Beullast von
Feiv = 24 kN fir die erste Eigenform des Tragers. Die Eigenform ist dabei die ers-
te globale Versagensform des Eulerfalls. Weitere Eigenformen sind lokale Beulformen,
dessen Eigenwerte in Tabelle 4.1 aufgelistet sind. Die Eigenformen sind im Anhang

dargestellt.

Tabelle 4.1: Beullasten zwei bis sieben des Kastentragers in N
Mode 2 Mode 3 Mode 4 Mode5 Mode 6 Mode 7
25072 25072 25088 25088 25114 25115

Die lineare Beulanalyse stellt die ideale Traglast der Struktur dar und kann nicht
immer fiir den Nachweis dieser verwendet werden, da nur die lineare Steifigkeit der un-

belasteten Struktur modelliert wird. Um eine abgesicherte Tragfahigkeit zu berechnen,
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4 Interaktion von Eigenformen als Imperfektion

wird eine Imperfektion aufgegeben und eine nichtlineare Beulanalyse durchgefiihrt. Zu-
erst wird die Reaktion des Modells auf einzelne Imperfektionen diskutiert, im Anschluss
erfolgt dann die Uberlagerung der Eigenformen, um die Interaktion der Eigenformen
zu beurteilen.

Die nichtlineare Beulanalyse des Kastentragers mit einer kleinen globalen Imperfek-
tion zeigt zu Beginn der Belastung einen linearen Anstieg der Verformung. Die Stei-
gung des linearen Zusammenhangs kann als Langssteifigkeit des Nennquerschnittes
identifiziert werden. Wird die Last weiter gesteigert, wird die Verformung nichtlinear
und nahert sich asymptotisch der Last der globalen Knickform an, bis die Tangente
des Lastpfades nahezu horizontal wird und ein Stabilitatsverlust vorliegt. Die Ver-
formung des Tragers beschrankt sich zu Beginn der Belastung auf die Stauchung
durch die Druckkraft. Mit groBer werdender Last wird das Biegemoment durch die
Exzentrizitat der Imperfektion groBer. Das groBere Biegemoment resultiert wiederum
in einer gréBeren Durchbiegung des Kastentragers. Der Effekt verstarkt sich selbst
und die Nichtlinearitdt der Verformung wird stetig groBer. Die duBere Last wird nur
noch durch die Biegesteifigkeit des Querschnittes getragen weshalb sich eine linea-
re Spannungsverteilung liber den Querschnitt einstellt. Bei allen Varianten kommt es
nicht zum lokalen Beulen, die Last wird durch den gesamten Querschnitt des Tragers
getragen. Die Kraft-Verformungs-Kurven sind in Abbildung 4.1 dargestellt.

Die nichtlineare Beulanalyse des Kastentragers mit einer lokalen Imperfektion zeigt
ein deutlich anderes Verhalten als die Berechnung der globalen Imperfektion. Die Last
kann bis iiber den Eigenwert gesteigert werden ohne, dass die Struktur einen Stabi-
litdtsverlust zeigt. Durch die lokale Imperfektion werden die Flachen vorgekrimmt.
Eine lokale Kriimmung reduziert die Tragwirkung der Langssteifigkeit aufgrund der
geringeren Biegesteifigkeit. Die Last wird in die Ecken des Querschnittes umgela-
gert und dort durch nicht ausgebeulte Bereiche wieder durch die Langssteifigkeit ge-
tragen. Die Lastumlagerung ist in der Verteilung der Spannungsverteilung erkennbar
(Abbildung 4.2). Die Kraft-Verformungs-Kurven verschiedener Imperfektionen sind in
Abbildung 4.1 dargestellt. Wird die Amplitude der Imperfektion und damit die Vor-
krimmung der Platten erhoht, reduziert sich die Langssteifigkeit und auch der Anteil
der gekrimmten Fliache. Die Langssteifigkeit der Gesamtstruktur nimmt demzufolge
mit steigender Amplitude ab.

In Abbildung 4.1 ist sichtbar, dass die Druckbelastung erhoht werden kann ohne,
dass globales Knicken auftritt. Da die Struktur bereits lokal ausgebeult ist verringert

sich der tragende Querschnitt und damit die Steifigkeit des Kastentragers. Aus diesem
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Abbildung 4.1: Kraft-Verformungs-Kurven von drei lokalen (links) und drei globalen
(rechts) Imperfektionen mit unterschiedlicher Amplitude a. Die Kraft
ist auf den ersten Eigenwert normiert

Grund muss der Eigenwert der globalen Eigenform friiher auftreten. Die Lage der
Eigenwerte der verformten und nichtlinear vorgespannten Struktur wird untersucht
(Begleitende Eigenwertanalyse, s. Abschnitt 2.6), um diese Aussage zu bestatigen.
Die Eigenwerte bei einer Last von 10 kN sind in Tabelle 4.2 dargestellt. Der erste
Eigenwert gehort zur globalen Versagensform und tritt bei einer Last von 0,71 F_.;
auf. Diese Versagensform misste daher in der nichtlinearen Beulanalyse vor Erreichen
der Kraft F,.;; und trotz der bereits lokal kollabierten Struktur auftreten.

Die berechnete lokale Imperfektion besteht nur aus einer symmetrischen Eigenform,
welche auch nur ein symmetrisches Verformungsverhalten aufweist. Dadurch, dass der
Trager momentenfrei bleibt und die Langskrifte im Flachenschwerpunkt der Quer-

schnitte bleiben, kann kein globales Knicken eingeleitet werden.

Tabelle 4.2: Beullasten der verformten Struktur mit 10 kN
Mode 1l Mode?2 Mode3 Mode4 Modeb
17260 25574 25574 25596 25596
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hl

Abbildung 4.2: Membranspannungsanteil der Vergleichsspannung bei der Last F,;;.
Die lokale Imperfektion reduziert die Tragwirkung auf die Kanten des
Kastentragers. Roter Bereich kennzeichnet hohe und blauer Bereich
niedrige Vergleichsspannungen

Das Einleiten der lokalen und globalen Versagensformen kann an dem Kastentrager
somit getrennt den einzelnen Imperfektionen zugeordnet werden. Um sowohl globale
als auch lokale Versagensformen einzuleiten, werden nun beide Eigenformen lberlagert
und die Auswirkung auf die Traglast berechnet. Die Uberlagerung zeigt erwartungs-
gemaB eine reduzierte Anfangssteifigkeit durch die lokale Eigenform (Abbildung 4.4).
Es stellt sich wieder ein Verformungsbild mit lokaler Kriimmung durch die lokalen
Anteile in der Imperfektion ein. Durch die globale Imperfektion geht die Verformung
dann aber in ein globales Ausknicken lber. Die Kraft-Verformungs-Kurve der kom-
binierten Imperfektion zeigt eine asymptotische Naherung zu niedrigeren Traglasten
als die reine globale Imperfektion in Abbildung 4.1. In der Abbildung 4.3 ist an der
Spannungsverteilung in den Ecken zu erkennen, dass die duBere Last durch die Biege-
steifigkeit der Eckbereiche einseitig getragen wird. Der effektiv tragende Querschnitt
ist durch die einseitige Tragwirkung der Biegung geringer und der Kastentrager knickt
frither aus.

Die bisherigen Analysen zeigen, dass die globale Eigenform einer Imperfektion fiir
den globalen Stabilitatsverlust in der Kraft-Verformungs-Kurve verantwortlich ist. Die

Lastumlagerung auf die Ecken der Struktur zeigt, dass auch die lokale Imperfektion
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Abbildung 4.3: Membranspannungsanteil der Vergleichsspannung bei der Last
0,85 F¢.;+. Die iberlagerte Imperfektion reduziert die Tragwirkung ein-
seitig auf die Kanten des Kastentragers. Roter Bereich kennzeichnet
hohe und blauer Bereich niedrige Vergleichspannungen

fir das globale Tragverhalten nicht vernachlassigbar ist. Jedoch tritt ohne globale
Imperfektion kein Stabilitatsproblem auf, da die Struktur nicht in den unsymmetrischen
Verformungspfad verzweigt.

Da in der Praxis Strukturen nicht immer symmetrisch sind und zentrisch belas-
tet werden, ergeben sich dadurch auch unsymmetrische Eigenformen. Im Folgenden
wird der Einfluss von unsymmetrischen Imperfektionen an dem Kastentrager unter-
sucht. Fiir die Berechnung der Imperfektion wird ein Biegemoment um die schwache
Achse am Ende des Tragers aufgebracht und die erste Eigenform als Imperfektion be-
nutzt. Die Amplitude der Imperfektion wird nach Eurocode 3 ebenfalls zu 0,65 mm
bestimmt. Mit der nichtlinearen Beulanalyse wird eine Kraft-Verformungs-Kurve er-
mittelt. In dieser ist sichtbar, dass die Struktur mit der unsymmetrischen lokalen Im-
perfektion zu Beginn der Belastung sich linear Verhalten, da die Membrantragfahigkeit
der Schale die Drucklast tragt. Die Last kann gesteigert werden, bis die Verzweigungs-
last erreicht ist. Die Verformung des Kastentragers verzweigt dann in einen Lastpfad
mit unsymmetrischer Verformungskonfiguration. Vor der Verzweigung der Struktur
trégt die Struktur hauptsachlich iiber den Querschnitt des Kastens gleichverteilt. Lo-
kale Spannungserhéhungen sind im Bereich der Imperfektion durch die Exzentrizitat

ersichtlich. Nach der Verzweigung des Lastpfades ist die Membran-Komponente der
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Abbildung 4.4: Ergebnisse der nichtlinearen Berechnung

Normalspannungsverteilung linear iiber den Querschnitt verteilt, die Struktur tragt
durch ihr Biegetragheitsmoment des Querschnittes global (Abbildung 4.5). Somit kann
gezeigt werden, dass eine unsymmetrische lokale Imperfektion auch eine globale Ver-
sagensform einleiten kann.

Zusammenfassend kann fiir den Kastentrager festgehalten werden, dass die globale
Imperfektion nur globale Versagensformen einleiten kann. Es zeigt sich ein nichtlinearer
Kraft-Verformungs-Pfad der sich an die lineare Eulerlast annéhert. Lokales Beulen
kann nur eingeleitet werden, wenn auch eine lokale Imperfektion aufgebracht wird.
Durch die Einbringung von lokalen Vorkriimmungen wird die Drucklast umgelagert und
die Steifigkeit reduziert. Aufgrund der symmetrischen Imperfektion wird das globale
Versagen nicht eingeleitet. Demnach ist eine unsymmetrische Imperfektion nétig, um

die globale unsymmetrische Versagensform einzuleiten.
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Abbildung 4.5: Spannungsverteilungen auf primarem und sekundarem Pfad

4.2 Gitterrohrstruktur

Die lineare Beulanalyse der Gitterrohrstruktur liefert eine erste Beullast von 19122 kN
die zur globalen Eigenform gehért. Weitere Beullasten sind in Tabelle 4.3 aufgelistet

und gehoren zu den lokalen Beulformen der Gurtrohre. Diese sind im Anhang darge-
stellt.

Tabelle 4.3: Eigenwerte des Auslegers in kN
Mode 2 Mode 3 Mode 4 Mode5 Mode 6
20539 20557 20570 20586 20588

Die nichtlineare Beulanalyse der Struktur mit der globalen Eigenform als Imperfekti-
on zeigt einen nichtlinearen Verlauf und einen Verzweigungspunkt im Kraft-Verformungs-
Graphen. Die Verformung ist unter geringer Last global und affin zur Imperfektion.
Die Biegung des Auslegers nimmt mit der Last zu und erhdéht dadurch die Druckspan-
nung in den Gurtrohren einseitig. Erreicht die Druckspannung ein kritisches Niveau,
beult das Gurtrohr lokal aus (Abbildung 4.7). Die Biegesteifigkeit des Auslegers nimmt
aufgrund der lokalen Biegung der Gurtrohre schlagartig ab und die Verformung der
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Struktur verzweigt auf einen Sekundarpfad. Dabei wird die Last in die Diagonalen
umgelagert und die globale Verformung des Auslegers wird groBer. Die Verformung
nimmt auf dem instabilen Sekundarpfad weiter zu, da die Gurtrohre lokal tragen und
durch ihre geringere Biegesteifigkeit groBere Verformungen in Langsrichtung des Roh-
res zulassen. Mit einer geringeren Amplitude der Imperfektion wird das Tragverhalten
qualitativ nicht beeinflusst (Abbildung 4.6). Die Steifigkeit der Struktur ist groBer als
die der Ausgangsvariante und fiihrt daher zu geringeren Verformungen. Die Spannun-
gen sind trotz groBerer Tragfahigkeit geringer, da die Gurtrohre mit weniger Exzentri-
zitat die Last zum groBeren Teil durch die Langssteifigkeit statt der Biegesteifigkeit
abtragen.

Die lokale Eigenform als Imperfektion zeigt einen nahezu ideal linearen Verlauf der
Last bis zu einer reduzierten Verzweigungslast. Die Verformung auf dem Primarpfad
bildet sich zuerst symmetrisch aus und wird durch die Biegung der Gurtrohre dominiert.
In der Nahe des Verzweigungspunktes wird die Verformung dann unsymmetrisch auf-
grund der geringeren Biegesteifigkeit der verformten Gurtrohre. Die Asymmetrie fiihrt
dazu, dass die Verformung des Auslegers in einen unsymmetrischen Sekundarpfad ver-
zweigt und eine globale Versagensform eingeleitet wird. Die begleitende Eigenwertana-
lyse zeigt hier, dass die globale Eigenform auch nach dem Ausbeulen der lokalen Gurte
noch moglich ist, jedoch durch den Abfall der Last verhindert wird. Mit geringerer Am-
plitude der Imperfektion steigt die Steifigkeit der Struktur und die Verzweigungslast
steigt ebenfalls, da die geringere Kriimmung der Gurtrohre eine héhere Drucksteifigkeit
bewirkt.

Die nichtlineare Berechnung der Imperfektion aus einer Kombination von lokalen
und globalen Eigenformen Abbildung 4.8 zeigt ein dhnliches Verhalten zur nichtlinearen
Berechnung mit lokaler Imperfektion. Die Steifigkeit verhalt sich zu Beginn der Kraft-
Verformungs-Kurve ebenfalls nahezu linear und wird zunehmend nichtlinear je mehr
Last aufgebracht wird. Die Verformung wird zuerst durch die globale Biegung des
Auslegers dominiert. Die Druckkraft auf die Gurte steigt bis zum Verzweigungspunkt
und fallt dann auf dem instabilen Sekundérpfad wieder ab. Im Vergleich zur lokalen
und globalen Imperfektion erreicht die kombinierte Imperfektion geringere Lasten und
der Umschlag in den Sekundarpfad erfolgt weniger abrupt.

Um den Einfluss der einzelnen Eigenformen zu untersuchen werden mehrere Varian-
ten mit unterschiedlichen Amplituden-Kombinationen aus lokalen und globalen Eigen-
formen gerechnet. Die Kurvenschar Abbildung 4.9 zeigt dabei ein qualitativ einheitli-
ches Tragverhalten; die Nichtlinearitat durch die globale Imperfektion ist zu Beginn der

31



4 Interaktion von Eigenformen als Imperfektion

bezogene Reaktionskraft
© ©o o o o o o
N w - (6,1 ()] ~ [e0]
1 1 1 1 1 1

©
—
1

T T T T
0 25 50 75 100 125 150 175 200
Verformung in Lastrichtung in mm

©
o

—— globale Imperfektion lokale Imperfektion - klein

globale Imperfektion - lineare Steifigkeit

lokale Imperfektion

Abbildung 4.6: Kraft-Verformungs-Kurven der Gitterrohrstruktur mit einzelnen Eigen-
formen als Imperfektion

Belastung dominant und alle Kurven verzweigen in eine globale Versagenskonfigurati-
on. Die Imperfektionen mit dem gréBten und kleinsten Anteil der globalen Eigenform
bilden in dieser Schar die obere und untere Schranke der Kollaps-Last. Dies zeigt, dass
die Wahl der Amplitude der globalen Eigenformen einer kombinierten Imperfektion
den groBten Einfluss auf das Tragverhalten der Struktur hat.

Zusammenfassend kann fiir die Gitterrohrstruktur festgehalten werden, dass die
Struktur mit einer globalen Imperfektion unter Belastung eine groBere Nichtlinearitat
zeigt. Der Verformungspfad der Struktur verzweigt durch lokales Beulen der Gurtrohre
in einen instabilen Sekundarpfad. Mit steigender Amplitude der globalen Imperfektion
steigt auch die Beullast und die Nichtlinearitdt des Primarpfades. Die lokale Imper-
fektion fiihrt ebenfalls zu lokalen Beulen und daraufhin globalem Versagen durch eine
Verzweigung auf einen instabilen Pfad. Die Verformungen sind bis zur Verzweigungs-

punkt nahezu linear.

32



4 Interaktion von Eigenformen als Imperfektion

Abbildung 4.7: Spannungsverteilungen auf primarem (links) und sekundarem (rechts)
Pfad

4.3 Definition von Anforderungen fiir ein

Uberlagerungsverfahren

Die Uberlagerung von lokalen und globalen Eigenformen als Imperfektion beeinflusst
die Tragfahigkeit der zuvor analysierten Prinzipmodelle signifikant. Daher werden in
diesem Abschnitt die Anforderungen an ein automatisiertes Uberlagerungsverfahren
definiert, mit dem eine konservative Imperfektion ermittelt werden soll. Aus der Be-
rechnung der globalen Imperfektionen ist ersichtlich, dass Schalenstrukturen nicht
zwingend eine lokale Beulform einleiten und damit die Steifigkeit der Struktur nicht
konservativ ist. Deshalb ist es erforderlich, dass ein Uberlagerungsverfahren die globale
Eigenform in der Imperfektion beriicksichtigt. Die maximale Tragfahigkeit im Kraft-
Verformungs-Graphen des Kastentragers und der Gitterrohrstruktur zeigen eine starke
Abhéngigkeit von der Amplitude der Imperfektion. Daraus kann abgeleitet werden,
dass das Uberlagerungsverfahren die geforderte Amplitude mit minimaler Abweichung

Uberlagern muss, um eine zu konservative Auslegung zu vermeiden.
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Abbildung 4.8: Kraft-Verformungs-Kurven der Gitterrohrstruktur mit Uberlagerung
aus Eigenformen als Imperfektion

Zusammenfassend konnen die Anforderungen an ein Uberlagerungsverfahren somit
wie folgt definiert werden. Das Uberlagerungsverfahren muss . ..

— lokale Eigenformen in der Imperfektion beriicksichtigen, damit die Struktur lo-

kale Lastumlagerungen einleiten kann.

— globale Eigenformen iiberlagern, damit die Struktur die nichtlinearen Verformun-

gen der Struktur einleiten kann.

— die Amplitude der Eigenformen den Vorgaben entsprechend skalieren.
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Abbildung 4.9: Last-Verformungskurven der Gitterrohrstruktur mit Skalierung der lo-
kalen und globalen Eigenform
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5 Uberlagerung von Eigenformen

Im vorangegangenen Kapitel wurde die Interaktion von Eigenformen behandelt, um
die Anforderungen an ein Uberlagerungsverfahren zu definieren. An den zuvor erlang-
ten Ergebnissen wird nun das Verfahren der Gewichtung von Eigenformen (s. Ab-
schnitt 3.3) zur automatisierten Uberlagerung bewertet. Die Bewertung wird zuerst
an rein geometrischen Parametern wie der Verteilung des Gewichtungswertes iiber der
Struktur und der resultierenden Verformungsverteilung der Imperfektion vorgenom-
men. Im Anschluss wird die Qualitat der Uberlagerung dann an Ergebnissen aus der

nichtlinearen Beulanalyse der imperfekten Struktur diskutiert und bewertet.

5.1 Geometrische Betrachtung

Um die Uberschneidungen in den Eigenformen zu detektieren und Ausléschungen
zu minimieren, wird das in Abschnitt 3.3 eingefiihrte Uberlagerungsverfahren ange-
wendet. Der Gewichtungswert (Gleichung 3.2) bestimmt die Verédnderung des Verfor-
mungsfeldes der Eigenform und ist damit ein wichtiges Bewertungskriterium fiir die
Ergebnisqualitit des Uberlagerungsalgorithmus. Das Feld aus Gewichtungswerten wird
aus der Rotation und Verformung einer Eigenform berechnet. Um eine gleichmaBige
Skalierung der Eigenform in tiberschneidenden Bereichen zu gewahrleisten, muss der
Gewichtungswert eine Eigenform moglichst gleichmaBig skalieren.

Die Ermittlung des Gewichtungswertes kann zuerst am stark vereinfachten Beispiel
getestet werden. In Abbildung 5.1 sind in der ersten Zeile die auf das Maximum
normierten Verlaufe der Verformung und Rotation fiir die Eigenform am 1D-Balken
mit momentenfreier Lagerung (Eulerfall 2) dargestellt. Aufgrund der rein sinusférmigen
Losung ist der Gewichtungswert konstant iiber die Balkenlange (Abbildung 5.1 oben).
Die Verldufe der Verformung und der Rotation stimmen mit dem Additionstheorem
sin?(x)+ cos?(x) = 1 iiberein und liefert dadurch einen konstanten Gewichtungswert.
Der dargestellte Gewichtungswert skaliert somit eine Eigenform ohne die Form zu

verzerren.
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Abbildung 5.1: Beispiel fiir die Berechnung des Gewichtungswertes. Erste Zeile: Eu-
lerfall 1, Zweite Zeile: Eulerfall 4

Werden die Randbedingungen des 1D-Balkens nun so gedndert, dass die Verfor-
mungen nicht mehr der Sinus-Funktion entsprechen, dndert sich auch der Verlauf der
Rotation (Abbildung 5.1 unten). An der analytischen Lésung des Eulerfalls vier ist
sichtbar, dass die Verformungen zwar noch ausschlieBlich aus einer Kosinus-Funktion

bestehen, diese jedoch um eine Konstante verschoben sind (s. Gleichung 5.1).

w(z) = —-0.5 <cos (27;U> - 1> (5.1)

Da die Wendepunkte der Verformung nicht mehr auf der Balkenachse liegen und die
Amplitude der Verformung und Rotation nicht mehr gleich ist, ist der Gewichtungs-
wert nicht mehr konstant liber die Balkenlange. Die Skalierung einer Eigenform mit
dem ungleichmaBig verteilten Gewichtungswert wiirde eine Verzerrung der Eigenform
zufolge haben.

Da die Knickform eines Stabes fiir alle Randbedingungen aus einer Uberlagerung
von Sinus- und Kosinus-Funktionen besteht, kann die Verformung u des Eulerfalls 4
durch die einfache Transformation @& = 2u— 1 wieder so umgerechnet werden, dass die
Maxima und Minima der Rotation und der Verformung wieder dem Additionstheorem
sin®(x)+cos?(z) = 1 geniigen und Gleichung 3.2 iiber die gesamte Balkenlange einen

konstanten Gewichtungswert liefert. Ziel der Transformation ist es, die Wendepunkte
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Abbildung 5.2: Beispiel fiir die Berechnung des Gewichtungswertes mit transformierter
Verformung

der Verformung auf die Balkenachse zu verschieben, um die zu skalierende Eigenform
mit einem ungleichmaBig verteilten Gewichtungswert zu verzerren.

Damit die Wendepunkte als Ausgangspunkt fiir eine Transformation dienen kénnen,
missen zwei Wendepunkte auf der Struktur gefunden werden. Die Verformung des ers-
ten Eulerfalls ist ebenfalls eine Kosinus-Funktion die durch eine Konstante verschoben
wurde. Da die Verformung der Kragarms jedoch nur iiber das Intervall [0 7/2] de-
finiert ist, liegt nur ein Wendepunkt auf der Struktur. Der zweite Wendepunkt liegt
auf der gedachten Verlangerung der Biegelinie am eingespannten Ende. Wird der Ge-
wichtungswert fiir den ersten Eulerfall berechnet, ist schnell ersichtlich, dass dieser
aufgrund der konstanten Komponente in der Verschiebung ebenfalls keinen konstan-

ten Gewichtungswert liefert.

1.0
2 -
0.5 A
1 -
0.0 0
0 L 0 L
Verschiebung —— Rotation Gewichtungswert

Abbildung 5.3: Beispiel fiir die Berechnung des Gewichtungswertes am Kragarm (Eu-
lerfall 1)
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5 Uberlagerung von Eigenformen

Werden diese Uberlegungen auf eine ebene quadratische Platte mit gelenkiger La-
gerung an den Randern iibertragen, ergibt sich in x- und y-Koordinatenrichtungen ein
harmonischer Verlauf der Verformung aus der Plattenebene heraus (Abbildung 5.4).
Die Vektorsumme der Rotationen ist in den Ecken der Platte null, da die Knoten sich
dort nicht verdrehen kdnnen. In der Mitte der Seiten ist die Rotation maximal, da
die Verformung in der Mitte der Platte hier die Knoten verdreht. Die Berechnung des
Gewichtungswertes liefert auf den Symmetrielinien der Platte einen Wert nahe eins,
da auf diesen Linien dort die Verformung maximal ist, wo die Rotationssumme ein
Minimum erreicht. Jedoch ist auch eine Richtungsabhangigkeit sichtbar, da die Rota-
tionen am Rand nicht konstant sind und in den Ecken null sind. Auf einer Schnittlinie
diagonal durch die Platte ist deshalb der harmonische Verlauf der Verformung und Ro-

tationssumme nicht gegeben und kann die Gewichtungsfunktion nicht erfiillen. Eine

q
;a @&

Abbildung 5.4: links: Verformung der ausgebeulten Platte, mitte: Rotationssumme der
ausgebeulten Platte, rechts: Gewichtungswert

Transformation kann hier die Rotation so verschieben, dass der Verlauf einer harmoni-
schen Funktion entspricht. Da die Verformung am Rand der Platte jedoch immer null
ist, muss eine Transformation hier den harmonischen Verlauf superponieren und in der
Mitte der Platte keine Transformation durchfiihren. Dies zeigt, dass die Transforma-
tion der Verformungen ein Ansatz zur ldentifikation der Beulen auf einer Struktur ist,
dieser aber an komplexeren Modellierungen als einem Balken scheitert. Im Folgenden
wird die Gewichtungsfunktion daher ohne Transformation weiterhin verwendet und die
Auswirkung des ungleichmaBig verteilten Gewichtungswertes auf die Uberlagerung der

Eigenformen zu einer Imperfektion untersucht.

Kastentrager

Wird der Gewichtungswert fiir eine lokale Eigenform des Kastentragers berechnet,
ergibt sich eine zweidimensionale Verteilung der Gewichtungswerte als Ergebnis (Ab-
bildung 5.5). Da die Rotationen und die Verformungen der Eigenform auf ihr Maximum

normiert werden, ist der Maximalwert der Gewichtungswerte ebenfalls eins. Entlang
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der Mittellinie langs des Kastentragers ist der Gewichtungswert nahezu eins, da dort
die Verformung und Rotationen harmonisch verlaufen. Je weiter die Amplitude der
Eigenform abnimmt, desto geringer wird der Gewichtungswert, da die Verformungen
auf das Maximum der gesamten Eigenform normiert werden. Des Weiteren gibt es auf-
grund der rechteckigen Anordnung der Beulen Knoten, an denen weder Verformungen
noch Rotationen vorkommen. In Richtung dieser Knoten fallt der Gewichtungswert
ebenfalls ab und ist an dem Knoten null. In Abbildung 5.5 ist die Verteilung des

Gewichtungswertes mit der zugehoérigen Eigenform dargestellt.

Abbildung 5.5: links: Detailausschnitt der Verformungen der ersten lokalen Eigenform,
mittig: Detailausschnitt der Rotationen der ersten lokalen Eigenform
rechts: Verteilung des Gewichtungswertes zur ersten lokalen Eigenform

Die Uberlagerung von Eigenformen als lineare Kombination mit skalaren Gewich-
tungsfaktoren ist der einfachste Ansatz, um mehrere Versagenskonfigurationen in einer
Imperfektion zu beriicksichtigen. Wenn sich die einzelnen Eigenformen jedoch in ihren
Verformungen iiberschneiden, entstehen positive und negative Uberlagerungen bis hin
zur Ausldéschung von Verformungen. Dieser Effekt kann leicht mit lokalen Eigenfor-
men an dem zuvor vorgestellten Kastentriger gezeigt werden. In Abbildung 5.6 ist der
Verlauf der Verformungen entlang einer Schnittkante von zwei lokalen Eigenformen
an einem Ausschnitt der Oberfliche des Kastentragers gezeigt. Die Eigenformen wer-
den zu gleichen Teilen in der linearen Uberlagerung beriicksichtigt und ergeben eine
Erhéhung der Amplitude um 30 %. Aufgrund der Ausléschungen ist das Maximum der
Imperfektion nun verschoben.

Wird der in Abschnitt 3.3 vorgestellte Algorithmus auf die ersten zwei lokalen Ei-
genformen des Kastentragers zur Berechnung einer Imperfektion angewendet, kann
die Auswirkung der zuvor geschilderten ungleichméaBigen Verteilung des Gewichtungs-
wertes und die Ausléschung von Verformungen bewertet werden.

Der Algorithmus beginnt mit der vollstandigen Gewichtung der ersten Eigenform.
Diese Eigenform wird auf die vorgegebene Amplitude der Imperfektion skaliert aber

nicht in ihrer Form verindert, da die Struktur zu Beginn der Uberlagerung als ideal
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Abbildung 5.6: Ergebnis der automatisch iiberlagerten Eigenformen

angenommen wird und die erste Eigenform immer vollstandig beriicksichtigt wird.
Da die zweite Eigenform um eine halbe Beulfeldlange versetzt ist, kommt es bei
einer Uberlagerung der zweiten Eigenform mit konstantem Skalierungsfaktoren zu
Ausléschungen und Addition von Amplituden. Um diese Effekte zu minimieren, wird
die zweite Eigenform mit dem Quadrat des Kehrwert des aktuellen Gewichtungswertes
multipliziert. In Bereichen mit sinus- oder kosinusférmigen Verformungen und dadurch
einem hohen Gewichtungswert, wird die Verformung der zweiten Eigenform reduziert.
Das Ergebnis der gewichteten Uberlagerung und die skalierte Eigenform ist in Abbil-
dung 5.7 dargestellt. An dem Verformungsverlauf der zweiten Eigenform ist deutlich
zu erkennen, dass dieser sich durch den ungleichmaBigen Gewichtungswert qualitativ
stark verandert. Die dargestellte resultierende Imperfektion zeigt jedoch eine geringere
Erhéhung der Amplitude und nur eine leichte Verschiebung in Richtung der zweiten
Eigenform.

Um den gesamten Kastentrager mit einer Imperfektion zu versehen, miissen mehrere
Eigenformen (iberlagert werden. Die zuvor festgestellte geringe Erhéhung der Imper-
fektionsamplitude durch das Uberlagern einer gewichteten Eigenform, kann durch die
Uberlagerung mehrerer Eigenformen stark zunehmen und damit deutlich groBer als die

durch den Eurocode 3 geforderte Imperfektion werden. Die Untersuchung der Einfliisse
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Abbildung 5.7: Anderung der Eigenform durch einen ungeleichmaBig verteilten Ge-
wichtungswert

von Imperfektionen (Kapitel 4) hat gezeigt, dass dies zu einer verminderten Steifigkeit
und hoheren Verformungen fiihrt und sich damit zu konservativ auf den Nachweis
auswirkt. Um diesen Effekt zu verhindern, wird im Folgenden die Konvergenz der
Imperfektion untersucht.

Konvergenz ist erreicht, wenn die Amplitude der Imperfektion nach einer bestimm-
ten Anzahl von iiberlagerten Eigenformen an keiner Stelle signifikante Anderungen
mehr zeigt. Dafiir werden lokale Eigenformen des Kastentragers iiberlagert und die
Hiillkurve der Imperfektionen entlang einer Schnittkante dargestellt. Bereits nach der
zweiten Eigenform andert sich die Amplitude in der Mitte des Tragers nur noch ge-
ringfiigig. Der Gewichtungswert ist hier am hochsten, da die erste Eigenform hier die
maximale Amplitude erreicht. Durch das Quadrieren der Gewichtungswerte nach je-
der lberlagerten Eigenform (s. Gleichung 3.4), steigen diese stark an und verhindern
in der Mitte des Kastentragers die Uberlagerung weiterer Eigenformen. Die Amplitu-
de konvergiert. Im 3uBeren Bereich ist der Gewichtungswert aufgrund der kleineren
Amplituden nach den ersten Eigenformen geringer als in der Mitte. Der Algorith-
mus (berlagert aus diesem Grund in den folgenden lterationsschritten lberwiegend

im duBeren Bereich des Balkens, wodurch sich die Amplitude der Imperfektion hier
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stark dndert. Die spatere Konvergenz der Imperfektion im duBeren Bereich hat eine
ungleichmaBige Verteilung der Amplitude iber die Lange des Tragers zufolge. Am
Vergleich der zweiten und 15. Imperfektion wird deutlich, dass die Form der ersten

Eigenform auch nach der Uberlagerung mehrerer Eigenformen erhalten bleibt.
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Abbildung 5.8: Konvergenz der Imperfektion nach der Uberlagerung verschiedener An-
zahlen von Eigenformen. Dargestellt ist die Einhiillende der Amplitude
einer Imperfektion

Die Untersuchungen zur Interaktion von Eigenformen haben gezeigt, dass der Kas-
tentrager nur eine konservative Tragfahigkeit erreichen kann, wenn auch eine globale
Imperfektion auf die Struktur aufgebracht wird. Die Lage der Eigenwerte von einer
globalen Eigenform wird durch den Schlankheitsgrad der Gesamtstruktur bestimmt
und kann somit fiir unterschiedliche Strukturen variieren. Die globale Eigenform kann
als erstes auftreten, wenn der Schlankheitsgrad klein genug ist. Sind an der Struktur
ungestiitzte Flachen im Kraftfluss vorhanden, werden die lokalen Eigenformen in der
linearen Beulanalyse mit kleineren Eigenwerten vor der globalen Eigenform auftreten.
Da der Gewichtungswert von der Reihenfolge des Auftretens der Eigenformen abhangig

ist, wird im Folgenden die Auswirkung dieser auf die iiberlagerte Imperfektion unter-
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sucht. Dafiir wird am Kastentrager die globale Eigenform mit den ersten zwei lokalen
Eigenformen so lberlagert, dass die globale Eigenform zuerst und zuletzt auftritt.

Tritt die globale Eigenform nach den lokalen Eigenformen auf, ergibt sich nach der
Uberlagerung der ersten zwei lokalen Eigenformen eine nach auBen abfallende Vertei-
lung des Gewichtungswertes. Diese kommt durch die abfallende Amplitude der lokalen
Eigenformen zustande. Wir die folgende globale Eigenform nun durch die Gewich-
tungswert der lokalen Eigenformen geteilt, wird die Amplitude der globalen Eigenform
verringert. Die glockendhnliche Verteilung des Gewichtungswertes verzerrt die globale
Eigenform in der Mitte des Tragers, sodass die resultierende Imperfektion nicht mehr
affin zur ersten Eigenform ist (Abbildung 5.9).

Wird die globale Eigenform vor den lokalen Eigenformen {iberlagert, kommt es nicht
zu einer Verzerrung, da der Gewichtungswert mit dem Wert ein an jedem Knoten in-
itialisiert wird. Nach der Uberlagerung der globalen Eigenform ist der Gewichtungswert
konstant eins, da die Eigenform dem zweiten Eulerfall entspricht und daher von der
Gewichtungsfunktion richtig berechnet wird (vgl. Abschnitt 5.1). Durch den konstan-

ten Gewichtungswert werden die folgenden lokalen Eigenformen nicht verzerrt. Mit
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Abbildung 5.9: Verzerrung einer globalen Eigenform durch den Gewichtungswert

der Untersuchung des Reihenfolgeneinflusses kann gezeigt werden, dass mit dem vor-

gestellten Uberlagerungsalgorithmus Imperfektionen fiir Strukturen iiberlagert werden
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kénnen, bei denen die globale Eigenform zuerst auftritt. Um die Erstellung von Im-
perfektionen auch fiir allgemeine Strukturen moéglich zu machen, miissen die globalen
Eigenformen iberlagert separat (iberlagert werden. Aufgrund der Anforderung, dass
das Uberlagerungsverfahren vollstandig automatisiert sein soll, wird in Abschnitt 5.3

ein Vorschlag fiir ein weiteres Vorgehen fiir die Klassifizierung ausgearbeitet.

Gitterrohrstruktur

Schalenmodelle beulen in der Regel senkrecht zu der Flache. Damit wird der ska-
lare Gewichtungswert hauptsachlich aus einer Komponente ermittelt und zur Ska-
lierung auch wieder auf diese Komponente angewendet. Bei dreidimensionalen Bal-
kenmodellen knicken Einzelstdbe in der Regel zuerst in die Richtung der schwachen
Hauptachse ihres Querschnittes. Die zweite, starke Hauptachse kann in Eigenfor-
men hdherer Ordnung als Knickrichtung auftreten. Bei der Skalierung der Eigenform
hoherer Ordnung wird diese dann mit einem Gewichtungswert skaliert, der fiir eine an-
dere Verformungskomponente ermittelt wurde. Aufgrund dieser Diskrepanz muss der
Uberlagerungsalgorithmus zusatzlich zu den Schalenmodellen noch an Balkenelemen-
ten getestet werden. Die Uberlagerung der Eigenformen wird an der Gitterrohrstruktur
unter zentrischer Druckbelastung getestet. Dafiir wird zuerst die Uberlagerung von
zwei lokalen Eigenformen gebildet und an einem ausgewdahlten Gurtrohr ausgewertet.
Die Eigenformen des Gurtrohrs sind in der xy-Ebene dargestellt (Abbildung 5.10). Die
erste lokale Eigenform zeigt zwei Giberlagerte harmonische Verschiebungen des Gurtes
und wird mit voller Gewichtung auf die Struktur aufgebracht. Die Amplitude wird zu
L/200 = 20,1 mm vom Uberlagerungsalgorithmus festgelegt. Die vierte Eigenform
ist die gespiegelte Form der zweiten Eigenform und wiirde diese damit vollstindig
ausléschen. Die zehnte Eigenform ist die lokale Eigenform hoéherer Ordnung, da ein
zusatzlicher "Knoten” ohne Verformung in der Mitte des Gurtrohres auftritt.

Der nach der zweiten Eigenform berechnete Gewichtungswert zeigt eine ungleich-
maBige Verteilung iiber die Gurtrohrlange, da die Verformung aus zwei berlagerten
harmonischen Anteilen besteht. Die zweite Eigenform geht vollstindig und ohne Ge-
wichtung in die Imperfektion ein. Die vierte Eigenform wird aufgrund des hohen Ge-
wichtungswertes in der Mitte des Auslegers weniger gewichtet. Da diese jedoch sym-
metrisch zur zweiten Eigenform ist, 16scht diese die Verformung der Imperfektion in
den Randbereichen fast vollstandig aus, da der Gewichtungswert durch die abfallende
Amplitude der zweiten Eigenform nicht ausreicht, um die vierte Eigenform zu unter-

driicken. Die Amplitude in der Mitte des Gurtrohres wird aufgrund dessen um 25%
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Abbildung 5.10: Eigenformen des Gurtrohres in der xy-Ebene

reduziert. Da Eigenform fiinf bis neun nur aus Verformungen in der xz-Ebene beste-
hen (s. Anhang), steigt der Gewichtungswert weiter an ohne, dass die Imperfektion
in der xy-Ebene beeinflusst wird. Dies hat zur Folge, dass die zehnte Eigenform in
der Mitte des Gurtrohres stark unterbewertet wird und wenig Beitrag zur Imperfek-
tion leistet. An den &uBeren Bereichen wird die Verformung der zehnten Eigenform
starker gewichtet, da der Gewichtungswert dort noch nicht stark angestiegen ist. Mit
der Uberlagerung am Gurtrohr wird gezeigt, dass die Behandlung von Balkenstruk-
turen mit einer skalaren Gewichtungsfunktion zur Unterbewertung von Eigenformen
hoherer Ordnung kommt. Des Weiteren ist ersichtlich gerade an der Gitterrohrstruktur
ersichtlich, dass die Ausléschung von Eigenformen bei der Uberlagerung dazu fiihren
kann, dass Teile der Struktur nicht durch die Imperfektion verformt werden.
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Abbildung 5.11: Uberlagerung der lokalen Eigenformen an einem Gurtrohr

5.2 Einfluss auf die Tragfahigkeit

Die zuvor vorgestellte Aufbringung von Imperfektionen durch verschiedene Arten der
Uberlagerung wird nun durch die Berechnung mittels der nichtlinearen Beulanalyse un-
tersucht, um festzustellen, ob sich ein signifikanter Einfluss auf die Tragfahigkeit der
Teststrukturen ergibt. Um die Auswirkungen auf die Tragfdhigkeit zu untersuchen,
wird die Vergleichsspannung unter einer fixierten Last bei verschiedenen Imperfek-
tionen verglichen. Des Weiteren wird die Kraft-Verformungs-Kurve der nichtlinearen
Berechnung zu Vergleich herangezogen, die Anderung der Steifigkeit der Strukturen

zu bewerten.
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Kastentrager

Die nichtlineare Berechnung der linear lberlagerten Imperfektion aus zwei lokalen
Eigenformen am Kastentrager, zeigt einen qualitativ dhnlichen Verlauf zu den Ergeb-
nissen im Kapitel 4. Die Kraft-Verformungs-Kurve verlauft unterhalb der Geraden der
linearen Steifigkeit aufgrund der geringeren Steifigkeit durch die Lastumlagerung in
die Ecken des Querschnitts. Die linear iiberlagerte Imperfektion erzielt die geringste
Steifigkeit und damit die groBte Verformung, da die Uberlagerung der Amplituden zu
einer Erhéhung der Maximalamplitude der Imperfektion fiihrt. Um den Unterschied
der Verfahren darzustellen wird die Differenz der jeweiligen Kraft-Verformungs-Kurve
zur Kraft-Verformungs-Kurve der Einzelimperfektion gebildet und daran verglichen.
Die Differenz ist normiert auf die maximale Verformung der Einzelimperfektion aus

der zweiten Eigenform und in Abbildung 5.12 dargestellt.
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Abbildung 5.12: Verformungsdifferenz der Kraft-Verformungs-Kurven fiir die lineare
und gewichtete Uberlagerung zur Kraft-Verformungs-Kurve der Ein-
zelimperfektion aus Eigenform 2
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5 Uberlagerung von Eigenformen

Die nichtlineare Berechnung der gewichteten Imperfektion zeigt, dass die Struktur
eine geringere Steifigkeit hat als die linear iiberlagerte Imperfektion, da lber einen
langeren Bereich des Tragers eine groBere Amplitude durch den geringeren Gewich-
tungswert zustande kommt. Diese groBere Amplitude in den AuBenbereichen sorgt
auch im duBeren Bereich des Tragers fiir hdhere Spannungen und groBere Kraftumlage-
rungen. In Abbildung 5.13 ist ein Vergleich der Spannungsverteilungen von der zweiten
Eigenform als Imperfektion, der gewichteten Imperfektion und der linear iiberlagerten
Imperfektion bei einer Last von 24 kN(F,.;) dargestellt. Hier ist anhand der roten
Konturlinien deutlich sichtbar das die gewichtete Imperfektion in groBeren Bereichen
eine hoéhere Auslastung erzielt als die Struktur mit der Einzelimperfektion.

Die Anwendung des Uberlagerungsverfahrens am Kastentrager zeigt eine konserva-
tive Verteilung der Imperfektion tber die Struktur, da der Bereich in dem die Imper-
fektion aufgebracht wird, groBer ist. Zudem werden die Ausldschung und Addition der
Amplitude vermieden und kann so nicht zu Spannungsiiberhéhungen fiihren, die zu

weit auf der sicheren Seite liegen.
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Abbildung 5.13: Vergleichsspannungsverteilung unterschiedlicher Imperfektionen in
der Seitenansicht. Oben: Einzelimperfektion Eigenform 2, Mitte: li-
near Uberlagerte Imperfektion aus Eigenformen 2 und 3, Unten: Ge-
wichtete Imperfektion aus Eigenform 2 und 3

Da das vorangegangene Kapitel gezeigt hat, dass der Einfluss der globalen Imper-
fektion maBgeblich fir die Steifigkeit ist, wird auch hier noch der Einfluss der globalen
Imperfektion auf die Abweichungen zwischen einer linearen Uberlagerung und einer
gewichteten Imperfektion bewertet. Die globale Imperfektion wird mit 42 mm als ers-
te Knickform aufgegeben. Die nichtlineare Beulanalyse zeigt, dass die Steifigkeit der
linear iiberlagerten Imperfektion geringfiigig kleiner ist als die der Gewichteten. Dies
kann durch die groBere Amplitude der Imperfektion erklart werden. Die Spannungs-
verteilung auf dem Kastentrager ist jedoch nahezu identisch. Die maximale Spannung
weicht um ca. 1% ab.
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5 Uberlagerung von Eigenformen

Gitterrohrstruktur

Die Uberlagerung von Eigenformen an der Gitterrohrstruktur zeigt in der geometri-
schen Betrachtung signifikante Ausléschungen und Additionen der Amplitude. Diese
Effekte sollen nun auf ihre Auswirkung auf die Tragfahigkeit der Struktur untersucht
werden. Zuerst wird die Steifigkeit anhand der Kraft-Verformungs-Kurve beurteilt und
zusatzlich wird die Vergleichsspannung zur Bewertung herangezogen.

Die Kraft-Verformungs-Kurve der nichtlinearen Beulanalyse der Gitterrohrstruktur
zeigt, dass die unterschiedlichen Imperfektionen keine signifikantnen Einfluss auf die
Anfangssteifigkeit der Druckgurte haben. Beide Lastpfade sind bei Lasten < 0,4F,;;
nahezu linear. Die linear iiberlagerte Imperfektion mit einer signifikanten Interaktion
der Eigenformen, zeigt eine friiher eintretende Grenzlast der Druckgurte. Diese Grenz-
last wird durch das lokale Ausknicken der Gurte und damit dem Versagen der Struktur

begrenzt.

0.4 A

0.2 o

bezogene Normalkraft

0 25 50 75 100 125 150 175
Verformung in Lastrichtung in mm

—— gewichtet linear

Abbildung 5.14: Steifigkeitsunterschied der linearen und gewichteten Uberlagerung an
der Gitterrohrstruktur

Die Spannungsverteilungen der unterschiedlich {iberlagerten Imperfektionen werden
kurz vor dem Stabilitatsverlust bei 0,47F,,;; verglichen. Die linear iiberlagerte Imper-
fektion zeigt eine iberhohte Biegespannung an einem der beiden Gurtrohre, die mit
Imperfektionen versehen wurden, da sich die Eigenform dort konstruktiv Gberlagert ha-
ben und eine groBe Amplitude zustande gekommen ist. Am zweiten Gurtrohr wurde die

Imperfektion nahezu vollstandig ausgeléscht und tragt daher nur durch einen erhohten

50



5 Uberlagerung von Eigenformen

Langsspannungsanteil. Die gewichtete Imperfektion zeigt auf beiden Gurtrohren einen
moderaten Biegespannungsanteil, da die zweite Eigenform die Imperfektion der ersten

zwar reduziert hat aber nicht vollstandig ausgeldscht.

Abbildung 5.15: Vergleichsspannung bei 0,47F.;; mit Imperfektion aus Eigenform 2
und 4 links: gewichtete Uberlagerung, rechts: lineare Uberlagerung

5.3 Automatisierte Klassifizierung von Eigenformen

Im Abschnitt 5.1 wurde durch die Untersuchung der Gewichtungsfunktion an einem
Kastentrager gezeigt, dass die Reihenfolge der Uberlagerung die resultierende Imper-
fektion beeinflusst. Enthalt eine Imperfektion eine globale Eigenform, muss die globa-
le Eigenform zu Beginn mit der Gewichtungsfunktion liberlagert werden oder manuell
mittels linearer Kombination mit den gewichteten lokalen Eigenformen iiberlagert wer-
den. Da das Uberlagerungsverfahren vollstandig automatisiert ablaufen soll, muss die
Klassifizierung der lokalen und globalen Eigenformen ebenfalls automatisiert werden.

Die Unterscheidung von lokalen und globalen Eigenformen ist jedoch nicht ein-
deutig definiert. Der Eurocode 3 verwendet die Beschreibungen lokales Beuleniind
globales Knickeniind verweist damit auf die unterschiedlichen Versagensmechanismen
des Beulens und Knickens. Da diese Unterscheidung nicht anhand eindeutiger Kriterien
definiert ist, fallt die Implementierung eines Algorithmus schwer.

Mit den Methoden des maschinellen Lernens (ML) kénnen aus einer Menge an Bei-
spielen, Muster in mehrdimensionalen Daten sichtbar gemacht werden, die mit manu-
ellen oder analytischen Methoden zur Bestimmung von Funktionen nicht auffindbar
sind. Da der Aufwand zur Generierung von Beispielen mittels Simulationsmodellen ge-
ring ist, kann ein Datensatz mit vertretbarem Aufwand erstellt werden. Wahrend des

Trainings lernt ein ML-Modell den Datensatz so gut wie moglich zu reprasentieren,
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5 Uberlagerung von Eigenformen

indem eine Kostenfunktion minimiert wird. Dabei werden die Modellparameter itera-
tiv angepasst. Das maschinelle Lernen wird anhand der Art des Datensatzes und des

Trainings in drei unterschiedliche Klassen eingeteilt:
— Uberwachtes Lernen (supervised learning)
— Uniiberwachtes Lernen (unsupervised learning)
— Bestérktes Lernen (reinforcement learning)

Fir Modelle, die dem (iberwachten Lernen zugeordnet werden kénnen, muss ein Bei-
spieldatensatz erstellt werden, welcher lokale und globale Eigenformen mit richtiger
Klassifikation enthalt. Dieser muss in einem manuellen Prozess erstellt werden und
einem kiinstlichen neuronales Netz (KNN) dann in einem Trainings-Prozess gezeigt
werden. Dabei werden die Parameter des Modells iterativ so eingestellt, dass der Fehler
der Klassifizierung fir die Trainingsdaten minimal wird.

Beim uniiberwachten Lernen wird dem Netzwerk ein Datensatz ohne vorgegebene
Klassifikation prasentiert. Somit kann das Netzwerk von selbst ein Muster in den Daten
erkennen. Aufgrund der nicht notwendigen Klassifikation der Beispieldaten reduziert
sich der Aufwand, um den Datensatz vorzubereiten signifikant. Es sind jedoch mehr
Beispieldaten notwendig. Das Ergebnis eines uniiberwacht gelernten Modells ist eine
Reprasentation der Eingangsdaten in einem Vektor mit weniger Dimensionen, latente
Reprasentation genannt. Um aus diesem Vektor eine Klassifikation ableiten zu kénnen,
wird die latente Reprasentation mit Clustering-Algorithmen in Gruppen eingeteilt.

Das bestarkte Lernen erfordert ein mathematisches Modell der Umwelt, in der
ein Computerprogramm selbststandig Aktionen ausiibt, um die Umwelt zu beeinflus-
sen und ein definiertes Ziel zu erreichen. Diese Art des Lernens wird hier nur der
Vollstandigkeit halber aufgefiihrt und nicht weiter betrachtet.

Modellierung und Datengenerierung

Fir die Klassifizierung von Eigenformen ist eine Anwendung von Algorithmen des
Uberwachten oder uniiberwachten Lernens denkbar. Da der Aufwand zur Erstellung
des Datensatzes in der Praxis geringgehalten werden soll und die Einteilung in lokale
und globale Beulformen an komplexeren Strukturen nicht eindeutig ist, wird hier der
Ansatz des uniiberwachten Lernens verfolgt. Dabei wird ein KNN in Form von einem
Convolutional Autoencoder verwendet. Diese Architektur des KNN ist fiir die Bildver-

arbeitung vorgestellt worden und wird dort zur Feature-Extraktion durch Kompression
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Abbildung 5.16: Aufbau eines Autoencoders [3]

der Bilder benutzt. Als Feature werden dabei markante Bildeigenschaften bezeichnet.
Durch die Verwendung der diskreten Faltung kann das Netzwerk die Umgebung eines
Pixels in den Lernprozess einbeziehen und lernt Zusammenhange im Bild effizienter.

Ein Autoencoder (Abbildung 5.16) besteht aus Encoder-Teil der die Bilddaten in ei-
ne niedriger dimensionale Reprasentation komprimiert und einem Decoder-Teil welcher
die Daten in die Ursprungsform dekomprimiert. Dabei bestehen Encoder und Decoder
aus jeweils einer Ein- und Ausgangsebene und beliebig vielen Zwischenebenen. Der
Ausgang des Encoder-Teils wird als Feature-Raum oder Feature-Vektor bezeichnet.
Aufgrund der Bewahrtheit von Autoencodern in der Bildverarbeitung wird die Klas-
sifizierung von lokalen und globalen Eigenformen zuerst an einer Platte durchgefiihrt
da sich die Verformung als Bild darstellen lassen. Dafiir werden 200 Eigenformen einer
rechteckigen Platte mit dem Seitenverhiltnis L/B = 2 berechnet und als Matrix aus
den Verschiebungen senkrecht zur Plattenebene als Bild angeordnet.

Unter den 200 unterschiedlichen Eigenformen treten lokale haufiger als globale Ei-
genformen auf. Der Datensatz muss daher ausgeglichen werden, damit das Modell die
Méglichkeit hat die Features von lokalen und globalen Eigenformen gleichermaBen zu
lernen. Dazu werden Kopien von manuell ausgewahlten globalen Eigenformen erstellt

und dem Datensatz hinzugefiigt.

Ergebnisse

Der Aufbau des Autoencoders ist so gewahlt, dass der Encoder-Teil die Eigenform
mit 1900 Knoten in eine physikalisch nicht interpretierbare 480-dimensionale Re-
prasentation komprimiert, aus welcher der Decoder-Teil eine moglichst identische Re-
konstruktion mit 1900 Knoten wiederherstellen kann. Die Rekonstruktion einer loka-
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5 Uberlagerung von Eigenformen

len und einer globalen Eigenformen ist Abbildung 5.17 dargestellt. Es ist ersichtlich,
dass die keine groBen Abweichungen zeigen und die Eigenformen nahezu identisch
zu ihren Rekonstruktionen sind. Dadurch kann darauf geschlossen werden, dass der
Autoencoder im Encoder-Teil eine Abbildung gelernt hat, welche die Daten des Bil-

des verlustfrei komprimiert. Der hochdimensio nale Feature Vektor kann mittels einer

Eigenform Rekonstruktion

Abbildung 5.17: Vergleich einer lokalen und einer globalen Eigenform mit der jeweili-
gen Rekonstruktion durch den Autoencoder

Hauptkomponentenanalyse fiir den Datensatz so transformiert werden, dass die linea-
re Abhangigkeit der 480-dimensionalen Vektoren minimiert wird. Mittels der Haupt-
komponentenanalyse wird der Feature-Vektor auf drei Features reduziert, um eine
visualisierbare Darstellung der 200 Eigenformen im Feature Raum zu berechnen. Die
Lage der Eigenformen im dreidimensionalen Feature Raum zeigt eine Haufung um die
Achse des ersten Features. Nur wenige Eigenformen haben groBe zweite und dritte
Komponenten. Des Weiteren zeigt die Verteilung der Eigenformen, dass die unteren
Eigenformen auch mit niedrigen Werten als erstes Feature korrelieren und hohere Ei-
genformen auch héhere Feature-Werte haben. Dieses Prinzipbeispiel zeigt, dass die

Anwendung von ML ein vielversprechender Ansatz fiir die Klassifizierung von Eigen-
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Abbildung 5.18: Verteilung der Eigenformen im dreidimensionalen Feature-Raum.
Blau: Niedrige Eigenform, Gelb: Hohe Eigenform

formen ist. Die strukturierte Verteilung der 200 Eigenformen im Feature-Raum, |3sst
darauf schlieBen, dass es in den Daten ein lernbares Muster gibt. Wird dieses Muster
in einen Datensatz iiberfiihrt und ein Gberwachter Klassifiierungsalgorithmus gelernt,
kann die Unterscheidung von Plattenbeulformen moglicherweise automatisiert werden.
Weitere Entwicklungspotentiale dieser Methode sind die Ubertragung auf raumliche

Strukturen wie einen Kastentrager oder eine Gitterrohrstruktur, durch die Verarbeitung
von Punktewolken [7].

55



6 Fazit

Die Berechnung von Stabilitatsproblemen ist gerade im Leichtbau ein zentraler Be-
standteil der Auslegung von diinnwandigen und schlanken Strukturen. Die nichtlineare
Beulanalyse wird in der Regel als mehrstufiger Prozess durchgefiihrt. Zuerst werden
die linearen Verzweigungslasten und die zugehérigen Eigenformen der Struktur mit
der linearen Beulanalyse berechnet. Fiir die nichtlineare Beulanalyse wird dann eine
Imperfektion auf die Struktur aufgebracht, um die Stéreinfliisse auf die Steifigkeit
gesichert abbilden zu kénnen. Da die an der Struktur vorhandenen Imperfektionen
nicht immer gemessen werden kénnen, wird nach dem Eurocode 3 eine geometrische
Ersatzimperfektion in Form von der ersten Eigenform verwendet.

Werden bei der Auslegung einer Struktur mehrere Lastfélle berlicksichtigt, konnen
unterschiedliche Teile einer Struktur relevant fiir das Versagen sein. Die lineare Beu-
lanalyse muss daher fiir jeden Lastfall wiederholt werden, um die erste Eigenform zu
bestimmen und resultiert bei vielen Lastfallen in viel Berechnungsaufwand.

Die vorliegende Arbeit ist Teil eines Vorhabens, den numerischen Aufwand der Be-
stimmung einer Imperfektion zu verringern. Dies wird erreicht in dem alle Teile einer
Struktur mit einer Imperfektion versehen werden. Bei der Uberlagerung der Eigen-
formen kann es jedoch zur Ausléschung und Uberhéhung der Amplituden kommen,
sodass die resultierende Imperfektion nicht den Vorgaben des Eurocode 3 entspricht.
In der vorliegenden Arbeit wurde daher der Einfluss der Uberlagerung von Eigenformen
auf das Stabilitatsverhalten untersucht. Dabei wurden die Effekte bei der Uberlagerung
einer globalen und einer lokalen Eigenform anhand der Spannungsverteilung und der
Kraft-Verformungs-Kurve untersucht. Aus den Ergebnissen wurden Anforderungen fiir
das gewichtete Uberlagerungsverfahren abgeleitet und die Methode daran bewertet.
Die Uberlagerung mittels der Gewichtung von Eigenformen wurde der Uberlagerung
mit konstanten Skalierungsfaktoren gegeniibergestellt.

Durch die nichtlineare Beulanalyse einer lokalen Imperfektion wird gezeigt, dass die-
se durch Lastumlagerungen einen signifikanten Einfluss auf das Tragverhalten und den
Kraftfluss in der Struktur haben, da sie durch lokale Kriimmungen die Langssteifigkeit

reduzieren. Ist eine lokale Imperfektion symmetrisch leitet diese jedoch kein globales
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Versagen ein, sondern fiihrt lediglich zu einer Steifigkeitsreduktion. Die Berechnung
der globalen Imperfektion zeigt, dass diese den groBten Einfluss auf die Tragfahigkeit
haben, da sie zu globalem Versagen fiihren. Die nichtlineare Berechnung der Struktur
zeigt einen ausgepragten Punkt, an dem die Steifigkeit signifikant abfallt und die auf-
gebrachte Kraft in einer starken Verformung resultiert. Die Uberlagerung von lokalen
und globalen Eigenformen zeigt beide Effekte kombiniert. Die Anfangsteifigkeit wird
durch Lastumlagerungen reduziert und die globale Verformung der Struktur verlauft
asymptotisch zu einer Grenzlast, die mit steigender Amplitude der Imperfektion gerin-
ger wird.

Die lineare Uberlagerung von lokalen Eigenformen fiihrt zu einer signifikanten Uberho-
hung der Amplitude der resultierenden Imperfektion aufgrund der Interaktion der Ei-
genformen. Die iiberhéhten Amplituden koénnen durch die gewichtete Uberlagerung
von Eigenformen reduziert, aber nicht vollkommen vermieden werden. Durch die Ge-
wichtung lokaler und globaler Eigenformen ist ersichtlich, dass die Reihenfolge der
Bearbeitung der Eigenformen einen signifikanten Einfluss auf die Imperfektion hat.
Der ungleichméaBig verteilte Gewichtungswert der lokalen Eigenformen verzerrt eine
globale Eigenform so, dass die Imperfektion ihre Affinitat zur kritischsten Eigenform
verliert. Die Verzerrung kann durch die Kombination der linearen Uberlagerung der glo-
balen Eigenformen mit der gewichteten Uberlagerung von lokalen Eigenformen durch

eine manuelle Klassifizierung in lokale und globale Eigenformen vermieden werden.

Schlussfolgerung

Die Interaktion von lokalen und globalen Imperfektionen und deren Einfluss auf die
Steifigkeit einer Struktur wurde in der vorliegenden Arbeit untersucht. Fiir die nicht-
lineare Beulanalyse des Kastentragers hat sich gezeigt, dass die globale Imperfektion
einen signifikanten Einfluss auf die berechnete Tragfahigkeit hat und diese immer in
der Imperfektion enthalten sein muss, um eine abgesicherte Tragfahigkeit zu ermitteln.

Eine automatisierte Uberlagerung der Eigenformen gelingt am Schalenmodell fiir
lokale Eigenformen, sodass die Imperfektion affin zur ersten Eigenform bleibt. Bei
der Gewichtung von globalen Eigenformen muss zuvor eine Klassifizierung der zu
tberlagernden Formen durchgefiihrt werden, um die globale Eigenform nach der Ge-

wichtung gesondert oder als Erstes zu iiberlagern.
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Ausblick

Die Untersuchungen haben gezeigt, dass die Gewichtungsfunktion nur in bestimmten
Fallen die Eigenformen wie gewlinscht zu einer gleichmaBigen Imperfektion Giberlagert.
Hier besteht die Moglichkeit einen Ansatz zu entwickeln, der sowohl die Konvergenz
der Imperfektion und GleichmaBigkeit der Verformung als auch die Uberlagerung von
lokalen und globalen Eigenformen sicherstellt.

Alternativ kann die Bearbeitung von lokalen und globalen Eigenformen durch ei-
ne vorhergehende automatisierte Klassifizierung ermoglicht werden. Der vorgestellte
Ansatz mit einer uniiberwachten Lernstrategie fiir Eigenformen an einer Platte kann
weiterfithrend mit Clustering-Algorithmen analysiert werden, um eine automatisierte
Unterscheidung von globalen und lokalen Eigenformen zu entwickeln.

Des Weiteren sollte die Klassifizierung durch einen uniiberwachten und einen tber-
wachten Lernalgorithmus gegeniibergestellt werden und fiir den praktischen Einsatz
im Hinblick auf Entwicklungsaufwand und Genauigkeit an Prinzipbeispielen bewertet
werden. Weiterfiihrend kann die Verallgemeinerung auf dreidimensionale Geometrien
durch die Verwendung von kiinstlichen neuronalen Netzwerken fiir die Klassifizierung

von Punktewolken verfolgt werden.
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