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Kurzzusammenfassung
Zunachst wird eine Einfihrung in die Bruchmechanik gegeben, darauffolgend werden
linear elastische und elasto-plastische Bruchkriterien und deren analytische und
numerische Berechnung vorgestellt. AnschlieBend wird ein CT-Proben-Modell in der
ANSYS-Workbench und in ANSYS-Classic (APDL) erstellt. Dieses Modell wird nach
verschiedenen analytischen, semi-empirischen und numerischen Methoden berechnet
und die Berechnungsergebnisse mit einem Versuch verglichen.
Anhand des CT-Proben-Modells in APDL wird die Wegabhéangigkeit des J-Integrals, der
Einfluss der Plastifizierung auf das J-Integral und Form und Grol3e der plastischen Zone
untersucht.
Im Anschluss wird ein zweites Modell (Scheibe mit mittigem Riss) in ANSYS-Classic und
in der ANSYS-Workbench erstellt. Dieses wird dann ebenfalls nach verschiedenen
analytischen, semi-empirischen und numerischen Methoden berechnet.
Als letztes werden die Ergebnisse und Unterschiede der beiden Modelle verglichen.
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Keywords
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Abstract
Firstly, an introduction to fracture mechanics is given, followed by a presentation of linear
elastic and elasto-plastic fracture criteria and their analytical and numerical calculation.
Subsequently, a CT specimen model is created in the ANSYS-Workbench and in ANSYS-
Classic (APDL). This model is calculated using various analytical, semi-empirical and
numerical methods and the calculation results are compared with a test.
Using the CT specimen model in APDL, the path dependence of the J-integral, the
influence of plasticisation on the J-integral and the shape and size of the plastic zone are
investigated.
A second model (disc with central crack) is then created in ANSYS-Classic and in the
ANSYS-Workbench. This is then also calculated using various analytical, semi-empirical
and numerical methods.
Finally, the results and differences between the two models are compared.



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung

2 Stand der Technik

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

Grundlagen . . . .. .. ... ... ... ..
2.1.1 Rissarten und Werkstoffautbau . . .
2.1.2 Bruchmodi ... ...........
2.1.3 Spannungszustdnde . . . . . . .. ..
2.1.4  Versagenshypothesen . . . . . . . ..
2.1.5 Materialverhalten und Verfestigung .

Lineare Bruchmechanik . .. ... ... ..

2.2.1 Spannungs- und Verschiebungsfeld um die Rissspitze . . . . . . . . .. ..

2.2.2  Spannungsintensititsfaktor Ky . . .
Elasto-plastische Bruchmechanik . . . . . .
2.3.1 Kleine plastische Zonen . . . . ...
2.3.2 Irwinsche Risslangenkorrektur . . . .
Bruchkriterien in der EPBM . . . . . . . ..

2.4.1 Rissspitzendffnungsverschiebung CTOD . . . . ... ... ... ... .

242 J-Integral . .. ... ... .. .. ..
24.3 FAD-Konzept . . ... ... ... ..
Finite-Element-Methode . . . . . . . .. ..
2.5.1 Scheibenelemente . . . . . . ... ..

2.5.2 Isoparametrische Elemente . . . . . .

2.5.3 Nicht lineares Materialverhalten in der FEM . . . . . . . . . ... ... ..

2.5.4 Rissspitzenelemente . . . . ... ..

2.5.5 Numerische Berechnung des J-Integrals . . . . . .. . ... .. ... ... .

2.5.6 Numerische Bestimmung des Spannungsintensitétsfaktors . . . . . . . ..

3 Modelle: Aufbau und Untersuchung

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

Modellierung der CT-Probe in APDL . . . .
3.1.1 Beschreibung des CT-Proben-Modells

in APDL . . .. ... ...

3.1.2 Konvergenz des CT-Proben-Modells in APDL . . . .. ... ........
Modellierung der CT-Probe in der Workbench . . . . . .. . .. .. ... ... .

3.2.1 Beschreibung des CT-Proben-Modells

in der Workbench . . . . . . . . ..

3.2.2 Konvergenz des CT-Proben-Modells in der Workbench . . . . .. ... ..
Untersuchung des CT-Proben-Modells in APDL . . . . . ... ... ... .....

3.3.1 Wegabhéngigkeit des J-Integrals . .

3.3.2 Einfluss der plastischen Zone auf das J-Integral . . . . . .. ... .. ...

3.3.3 Form und Grofe der plastischen Zone
Berechnung des CT-Proben-Modells . . . .
3.4.1 Linear elastische Betrachtung . . . .
3.4.2 Elasto plastische Betrachtung . . . .
3.4.3 Gegeniiberstellung der Ergebnisse . .
Modellierung der Scheibe mit mittigem Riss

N 1 O U W N NN

LW W NN N DD = = el e e e e e
— O 00 O Ot O O N Ut ke NNy RO O

33
33
33
34
35
36
36
37
37
39
41
43
44
46
47
49



3.5.1 Beschreibung des Modells der Scheibe mit mittigem Riss in APDL
3.5.2 Konvergenz des Modells der Scheibe mit mittigem Riss in APDL . . . . .

20
50

3.5.3 DBeschreibung des Modells der Scheibe mit mittigem Riss in der Workbench 52

3.5.4 Konvergenz des Modells der Scheibe mit mittigem Riss in der Workbench
3.6 Berechnung der Scheibe mit mittigem Riss . . . . . . . .. .. .. ...
3.6.1 Linear elastische Betrachtung . . . . .. . ... ... .. ... L.
3.6.2 Elasto-plastische Betrachtung . . . . . . ... ... .. . 0.
3.6.3 Gegeniiberstellung der Ergebnisse . . . . . . . .. ... 0L
3.7 Vergleich der beiden Modelle . . . . .. ... .. Lo

Fazit
Quellen
APDL-Code des CT-Proben-Modells

APDL-Code des Modells der Scheibe mit mittigem Riss

52
23

59

61

Al

AT

IT



Abbildungsverzeichnis

1
2
3
4

15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32

Bruchvorgange auf unterschiedlichen Skalen und Betrachtungsebenen [1, S.6] . . . 2
Bruchmodi [2, S.66] . . . . . . ...
Fliefbedingung nach Tresca und von Mises [1, S.401] . . . . . ... .. ... ...
Spannungsdehnungs-Diagramme fiir verschiedene Materialverhalten (a) reales Ver-

halten (b) linear elastisch - linear plastisch , (c) linear elastisch - ideal plastisch,

(d) starr, ideal plastisch . . . . . . ... Lo o 6
plastifizierungsgrade eines Korpers mit Riss [1,S.83] . . . .. ... ... ... .. 11
Plastische Zonen des EVZ und ESZ [1, S.85] [2, S.120] . . . . . ... ... .. .. 12
Plastische Rissldngenkorrektur nach Irwin [1, S.87] . . . ... ... ... .. ... 13
FAD-Diagramm [1, S.93] . -+« o 18
FAD-Diagramm Vergleich Analytik und FKM . . . .. ... ... ... ... ... 19

Darstellung der Dreieckskoordinaten im kartesischen Koordinatensystem [3, S. 40| 21
Formfunktionen im Dreieckselemente 3, S.215] . . . . . ... ... ... ... .. 22

Isoparametrisches Dreieckselement mit quadratischen Formfunktionen [1, S. 168] 25

Newton-Raphson-Verfahren [1, S.177] . . . . . .. ... ... ... ... 26
links: Element in natiirlichen Koordinaten; rechts: Element in lokalen kartesischen

Koordinaten [1, S.192] . . . . . . .. .. 28
Kollabiertes isoparametrisches Viereckelement |1, S.195] . . . .. .. .. ... .. 29
Konturen um die Rissspitze in ANSYS [4] . . . ... .. ... .. ... ... ... 31
Modell der CT-Probe . . . . . . . . . . . . 33
Netz des CT-Proben-Modells in der Workbench . . . . .. . .. ... ... .. .. 36
Abhéngigkeit des J-Integrals von der Kontur . . . . . . . ... ... .. ... ... 38
Abhingigkeit der Anderung von J iiber die Kontur . . . . . ... ... ... ... 38
Plastifizierte Zone an der Rissspitze bei F = 400N im ESZ . . . . . ... .. .. 39
Einfluss der plastischen Zone auf das J-Integral . . . . .. ... ... ... ... . 40
Einfluss der plastischen Zone auf das J-Integral . . . . .. ... .. .. ... ... 41
Vergleichsspannung nach von Mises an der Rissspitze . . . . . . .. ... ... .. 42
Vergleich der plastischen Zonen vom Kleinbereichsflielen analytisch und FEM . . 42
K-Verlauf iiber den Pfad des CT-Proben-Modells in der Workbench . . . . . . . 45
Einordnung der Arbeitspunkte in das FAD-Diagramm . . . . ... ... .. ... 47
Modell der Scheibe mit mittigem Riss in APDL . . .. ... ... ... ... .. 20
Netz der Scheibe mit mittigem Riss als Volumenmodell in der Workbench . . . . 52
Kr-Verlauf iiber den Pfand des Scheibenmodells mit mittigem Riss in der Workbench 55
Vergleich der plastischen Zonen des Scheibenmodells . . . . . . . ... ... ... 58

Spannungsfeld um die Rissspitze (von Mises Vergleichsspannung) fiir das Schei-
benmodell . . . . . . L 58

Tabellenverzeichnis

=W N =

Modellversionen fiir die Konvergenzstudie des CT-Proben-Modells . . . . . . . . . 34
Konvergenzstudie CT-Proben-Modell in APDL, absolute Gréfsen . . . . . . . .. 35
Konvergenzstudie CT-Proben-Modell in APDL, relative Abweichung . . . . . . . 35
Konvergenz des CT-Proben-Modells in der Workbench . . . . . . ... ... ... 37



10

Gegeniiberstellung der Ergebnisse der verschiedenen Berechnungsmethoden . . . 48
Modellversionen fiir die Konvergenzstudie des Scheiben-Modells mit mittigem Riss 51

Konvergenzstudie des Modells der Scheibe mit mittigem Riss in APDL, absolute

Grofen . . . . L 51
Konvergenzstudie des Modells der Scheibe mit mittigem Riss in APDL, relative

Abweichung . . . . . . . L 51
Konvergenz des Scheibenmodells mit mittigem Riss in der Workbench . . . . . . 23
Gegeniiberstellung der Ergebnisse des Modells der Scheibe mit mittigem Riss . . 57

v



Symbolverzeichnis

o Spannung

E E-Modul

G Schubmodul

v Querkontraktionszahl

0ij Spannungstensor

Oz Normalspannung in x-Richtung

oy Normalspannung in y-Richtung

o Normalspannung in z-Richtung

Tey Schubspannung in der x-Ebene in y-Richtung

Taz Schubspannung in der x-Ebene in z-Richtung

Tyz Schubspannung in der y-Ebene in x-Richtung

Tyz Schubspannung in der y-Ebene in z-Richtung

Tex Schubspannung in der z-Ebene in x-Richtung

Tay Schubspannung in der z-Ebene in y-Richtung

Eij Dehnungstensor

€z Dehnung in x-Richtung

Ey Dehnung in y-Richtung

€z Dehnung in z-Richtung

Yay Schiebung in der x-Ebene in y-Richtung

Yoz Schiebung in der x-Ebene in z-Richtung

Yy Schiebung in der y-Ebene in x-Richtung

Yyz Schiebung in der y-Ebene in z-Richtung

Yoz Schiebung in der z-Ebene in x-Richtung

Yoy Schiebung in der z-Ebene in y-Richtung

or1,011,0777 Hauptspannungen

Tmax Maximale Schubspannung

oy Vergleichsspannung

op Fliekgrenze

D(2) Ansatzfunktion nach Kolosov

D(z) Ansatzfunktion nach Kolosov

U(2) Ansatzfunktion nach Kolosov

U(z) Ansatzfunktion nach Kolosov

A Exponent der Ansatzfunktion von Kolosov

Oy Normalspannung in Polarkoordinaten in Umfangsrichtung

oy Normalspannung in Polarkoordinaten in radialer Richtung

Try Schubspannung in Polarkoordinaten

U Verschiebung in x-Richtung

v Verschiebung in y-Richtung

U; Verschiebung in i-Richtung und in Kapitel 2.5.1 Verschiebung (lokal) des
i-ten Knotens in x-Richtung

Uio Starrkorperverschiebung in i-Richtung

r Radialer Abstand zur Rissspitze

;™ Eigenfunktion der Verschiebung



Qeff

Komplexe Zahl

Komplexkonjugierte Zahl

Faktor, der zwischen ESZ und EVZ unterschiedet
SIF fiir Modus I

Geometriefaktor fiir Modus 1

Linge des Risses

Breite der Scheibe

Radius der plastischen Zone

Durchmesser der plastischen Zone

Effektive Lange des Risses

Rissspitzendffnung

Kritische Rissspitzenéffnung

J-Integral

Energie-Impuls-Tensor

Normalenvektor der Oberfliche

Kronecker-Delta

Forménderungsenergiedichte

Volumenkrifte

Integrationspfad des J-Integrals

Elasto-plastische Formanderungsenergiedichte
Verzerrungstensor mit Verfestigung

Elastischer Anteil des Verzerrungstensors
Plastischer Anteil des Verzerrungstensors
Plastischer Anteil der Forménderungsenergiedichte
Elastischer Anteil der Forménderungsenergiedichte
Elastischer Anteil des J-Integrals

Plastischer Anteil des J-Integrals

Empirisch bestimmte Korrekturgrofe
Verschiebung der Rissspitze im Versuch

Kritische Gréfse des J-Integrals fiir Rissinitiierung im Modus I
Grofke der Plastischen Zone im Dugdale-Modell
Kritische Spannung, bei der die Rissinitiierung in der LEBM auftritt
Ordinate des FAD-Diagramms

Abzisse des FAD-Diagramms

plastischer Kollaps

Variable zur Bestimmung von L, in der FKM-Richtlinie
Variable zur Bestimmung von L, in der FKM-Richtlinie
Zugfestigkeit

0,2%-Dehngrenze, Dehngrenze

Streckgrenze

Potential

Dehnungen

Spannungen

Verschiebungen innerhalb eines Elementes

VI



\U I~y R SN

N1, N3, N3
N

La

B

Ly, Ly, L3
Ages
a,ai,as,as

gz—gv ¢17 ¢27 ¢3

gma gy
P
bI17 bIQv bﬂ:3

byl, by?a by3

—

8L My gl) = = SO @

Fewt

ext
FnJrl

ext
AFnJrl

Fint
i
n+1

7
Kn—l—l

i
Rn-l—l

p
6(n—‘,—l)

Volumenlasten in der FEM

Streckenlasten in der FEM

Einzellasten in der FEM

Differentialoperator-Matrix

Stoffmatrix in der FEM

Elemente der Ansatzfunktionsmatrix N in der FEM
Ansatzfunktion in der FEM

Differentialoperator-Matrix in Baryzentischen Koordinaten
Produkt aus L und N

Baryzentrische Koordinaten

Gesamtfliche des Dreiecks

Koeffizienten der Ansatzfunktion in der FEM
Ansatzfunktion der FEM

Knotenverschiebungen in der FEM

Knotenverschiebungen (lokal) des i-ten Knotens in der FEM in y-
Richtung

—

Komponenten von b

Graviatationsvektor

Komponenten von ¢

Dichte

Komponenten der diskretisierten Volumenlast in x-Richtung
Komponenten der diskretisierten Volumenlast in y-Richtung
Diskretisiertes Potential der Volumenlasten in der FEM

Diskretisiertes Potential der Streckenlasten in der FEM

Diskretisierte Volumenlasten in der FEM

Diskretisierte Streckenlasten in der FEM

Steifigkeitsmatrix in der FEM

Infinitesimale Verschiebung

Jacobi-Matrix

Lokale Koordinate der isoparametrischen Scheibenelemente

Globale Koordinate der isoparametrischen Scheibenelemente

Extern aufgebrachte Kraft in der nicht linearen FEM-Berechnung im
n-ten Lastschritt

Extern aufgebrachte Kraft in der nicht linearen FEM-Berechnung im
(n + 1)-ten Lastschritt

Inkrement der extern aufgebrachten Kraft in der nicht linearen FEM-
Berechnung im (n + 1)-ten Lastschritt

Summe aller Knotenkréfte der nicht linearen FEM-Berechnung
Knotenverschiebung der nicht linearen FEM-Berechnung im (n + 1)-ten
Lastschritt der i-ten Iteration

Tangentialsteifigeitsmatix im (n + 1)-ten Lastschritt der i-ten Iteration
Residuum der Kraft im (n + 1)-ten Lastschritt der i-ten Iteration
Elastizitdtsmatrix

Verfestigungsmatrix

plastische Dehnungen im (n + 1)-ten Lastschritt

VII



®(o,h)
tr

T (n+1)
(1)

u()

61752

a
3

plastischer Multiplikator

Fliefsbedingung

Versuchsspannung im (n + 1)-ten Lastschritt
Korrekturspannung im (n + 1)-ten Lastschritt
Lokale Verschiebung des ¢-ten Knotens
Position der Mittelknotens

Ansatzfunktion des Knotens a

natiirliche Koordinaten des Elementes
Position des a-ten Knotens in i-Richtung
Verschiebungsvektor

Risserweiterungsvektor in der numerischen Berechnung des J-Integrals
Dehnungsenergiedichte

entspricht der lokalen Koordinatenachse
Wiremeausdehnungskoeffizient
Initialdehnungstensor

Belastung der Rissflanken

Integrationsbereich

Strecke der belasteten Rissflanken

VIII



Abkiirzungsverzeichnis

ANSYS

APDL

CcT

CTOD

E-Modul

EKL1

EKL2

EP

EPBM

ESZ

EVZ

FAD

FEM

FKM

KP

KS

LE

LEBM

LSY

SIF

SSY

Analyse System (FInite-ELement-Software)

ANSYS Parametric Design Language

Compact Tension

Crack Tip Opening Displacement

Elastizitdtsmodul

Elementkantenlénge der ersten Elementreihe um die Rissspitze
Elementkantenldnge der zweiten Elementreihe um die Rissspitze
Elasto-plastisch

Elasto-plastische Bruchmechanik

Ebener Spannungszustand

Ebener Verzerrungszustand (Ebener Dehnungszustand)
Failure Assesment Diagram

Finite-Element-Methode

Rechnerischer Festigkeitsnachweis von Maschinenbauteilen
Keypoint

Koordinatensystem

Linear elastische

Linear elastische Bruchmechanik

Large scale yielding

Stress Intensity Factor

Small scale yielding

IX



1 Einleitung

Risse und Defekte kommen auf natiirliche Weise immer in Werkstoffen und Bauteilen vor. Doch
ab wann sind diese versagensrelevant und ab wann muss das Bauteil ausgetauscht oder repariert
werden? Und welche bruchmechanischen Methoden miissen verwendet werden, um die Schédlich-
keit des Risses addquat zu beurteilen? Mit diesen Fragen beschéftigt sich diese Bachelorarbeit.
Bei der Beantwortung dieser Fragen werden die Einschrankungen getroffen, dass es sich um ho-
mogene isotrope metallische Werkstoffe handelt, welche einer monotonen statischen Kraft als
Last ausgesetzt sind. Die Kraft greift nur im Modus 1 an (reine Zugbelastung senkrecht zum
Riss). Temperaturédnderungen und dynamische Belastungen werden nicht weiter berticksichtigt.
Zunichst werden die theoretischen Grundlagen vorgestellt. Hierbei werden Rissarten, Bruchmo-
di, Versagenhypothesen und Materialansétze ndher erldutert. Darauf folgend wird das Spannung-
und Verschiebungsfeld um die Rissspitze und der daraus folgende Spannungsintensititsfaktor als
Bruchkriterium fiir die linear elastische Bruchmechanik vorgestellt. Im Ubergang von der linear
elastischen zur elasto-plastischen Bruchmechanik werden kleine plastische Zonen und die Riss-
langenkorrektur nach Irwin erklart und hergeleitet. Als Bruchkriterien in der elasto-plastischen
Bruchmechanik werden anschlieffend die Rissspitzendffnungsverschiebung, das J-Integral und das
FAD-Konzept vorgestellt. Das FAD-Konzept wird zuerst analytisch hergeleitet und anschliefend
wird gezeigt, wie das FAD-Konzept in der FKM-Richtlinie umgesetzt wird.

Anschliefend wird in den Grundlagen die Finite-Element-Methode exemplarisch an einem iso-
parametrischen Scheibenelement vorgestellt. Mit einer Modifikation dieser Elemente lassen sich
Rissspitzenelemente erzeugen, welche das Spannungsfeld richtig abbilden. Danach wird kurz die
Methodik der nicht linearen FEM erldutert. Als letztes wird in dem Theorieteil auf die numerisch
Berechnung des J-Integrals und des Spannungsintensitéitsfaktors eingegangen.

Um die Theorie anzuwenden werden im néchsten Teil zwei Modelle in der Workbench von AN-
SYS und in APDL aufgebaut und berechnet. Das erste Modell stellt eine CT-Probe dar und das
zweite eine Scheibe mit mittigem Riss.

An dem CT-Proben Modell wird der Einfluss der plastischen Zone auf das J-Integral nidher un-
tersucht und die Gréfse und Form der plastischen Zone mit der Analytischen Grofe und Form
verglichen.

Das Ziel der Arbeit ist die Gegeniiberstellung der Ergebnisse der unterschiedlichen Berechnungs-
methoden und eine Bewertung, welche der Methoden unter Beriicksichtigung des Aufwandes am
Besten das Problem beschreibt. Alle Aussagen, die getroffen werden, beziehen sich nur auf das
konkrete Modell. Vermutlich wren allgemeingiiltige Aussagen aus den Ergebnissen ableitbar,

allerdings sind diese nicht verifiziert.



2 Stand der Technik

2.1 Grundlagen
2.1.1 Rissarten und Werkstoffaufbau

Bruchvorginge lassen sich in verschiedenen Grofenordnungen und Ebenen betrachten. In Abbil-

dung 1 sind diese dargestellt.

Physik Materialwissenschaft ~ Festkorpermechanik

nano mikro meso makro

1 Meter

10E-10 9 l " ol ' " 1ogs l [ 10E-0

Defekte ~
Defekte < . S~ Defekte >
Werkstoffgefiige Wi Werkstoffgefiige
Bindungen  Versetzungen, Mikrorisse, Mikroporen Makrorisse
Molekular-  Mikromechanik Schiadigungsmechanik ~ Bruchmechanik
dynamik

Abbildung 1: Bruchvorgange auf unterschiedlichen Skalen und Betrachtungsebenen [1, S.6]

Die Atome von Metallen sind in regelméafigen Gittern angeordnet. Die Gitterstruktur ist
von Storstellen durchzogen, welche die Materialeigenschaften verdndern. Die Storstellen liegen in
der nano- bis mikroskopischen Gréfenordnung und kénnen als Punktimperfektionen (Leerstellen,
Zwischengitteratome, Fremdatome), Linienimperfektionen (Stufen- und Schraubenversetzungen)
und Flachenimperfektionen (Korngrenzen) auftreten. Auf mikroskopischer Ebene sind Metalle
auf Grund der Korner und Korngrenzen anisotrop. Die Korner entstehen, da der Phasenwechsel
von fliissig zu fest an Grenzflichen entsteht. Diese Grenzflichen konnen Verunreinigungen in der
Schmelze sein. Die Voraussetzungen, dass Risse entstehen konnen, ist also in jedem metallischen
Werkstoff vorhanden.

Damit sich das Material trennen kann und ein Riss entsteht, miissen sich die atomaren Bindun-
gen 16sen und es muss neue Oberfliche geschaffen werden. Damit eine neue Oberfliche entstehen
kann, muss Arbeit geleistet werden und das Gitter der Atome ordnet sich neu an. Die Trennung
der atomaren Bindungen und die damit einhergehende Bewegung von Versetzungen wird durch
Imperfektionen behindert.

Risse konnen sich innerhalb von Metallen transkristallin oder interkristallin ausbreiten. Bei der
transkristallinen Ausbreitung verlduft der Riss durch die Korner und &ndert auf Grund der
Orientierung der Gitterstruktur der einzelnen Kérner sein Richtung. Bei interkristalliner Riss-
ausbreitung breiten sich die Risse entlang der Korngrenzen aus. Ein Riss entsteht durch die
Ansammlung von Versetzungen an einem Punkt, was zu lokalen Spannungsiiberh6hungen und
Mikroplastifizierungen fiihrt.

Bei Rissldngen, welche deutlich grofter als das Gefiige sind, spricht man von makroskopischen

Rissen. Erst diese Rissldngen werden von der Bruchmechanik beschrieben.



Um die Rissausbreitung und Rissschédlichkeit bewerten zu konnen, beriicksichtigt die Konti-
nuumsmechanik keine Risse auf mikroskopischer Ebene und auch nicht den Entstehungsprozess.
Dies bedeutet, dass in den zu untersuchenden Strukturen die Risse schon a priori auf makrosko-
pischer Ebene vorliegen.

In der Bruchmechanik wird zwischen folgenden Begrifflichkeiten unterschieden. Ein stationirer
Riss wichst nicht und &ndert seine Gréfse bei der vorhanden Belastung nicht. Bei der Rissini-
tilerung beginnt das Wachstum des Risses. Und beim stabilen Risswachstum wéchst der Riss
um ein gewissen Maf und kommt dann zum erliegen. Beim instabilen Risswachstum kommt es
zum unkontrollierten Risswachstum und das Bauteil versagt. Ein Bruch liegt dann vor, wenn ein

ganzer Korper in zwei oder mehr getrennte Teile zerbrochen ist.

2.1.2 Bruchmodi

In der Bruchmechanik wird zwischen drei Bruchmodi unterschieden. Der erste Bruchmodus (Off-
nungsmodus) beschreibt eine Belastung der Rissflanken senkrecht zur Fliche, die Rissflanken
sind auf Zug belastet. Diese Belastung ist meist die schidlichste und soll in dieser Arbeit aus-
schlieflich betrachtet werden. In Modus II, dem ebenen Schermodus werden die Rissflanken in
der Ebene der Rissflanken in x-Richtung belastet. In Modus III, dem nichtebenen Schermodus,
werden die Rissflanken in der Ebene der Rissflanken in z-Richtung belastet. In Abbildung 2 sind
die Verschiedenen Modi dargestellt.

Modus I Modus I Modus I

Abbildung 2: Bruchmodi |2, S.66]



2.1.3 Spannungszustinde

Auf ein infinitesimales Flachenelement in einem belasteten Bauteil wirkt eine Spannung. Die
Grofe und Richtung dieser Spannung ist von der Schnittrichtung und der Kraft abhidngig. Um
die Spannung in einem Punkt des Bauteils hinreichend charakterisieren zu kénnen, muss demnach

ein Spannungstensor eingefiihrt werden. [5, S.43]

Tzx Tzy Oz

Da das Momentengleichgewicht fiir jedes infinitesimale Volumenelement erfiillt sein muss, sind
die Schubspannungen, die in zwei senkrecht zueinander stehenden Flichen liegen, immer gleich
grof und der Spannungstensor ist symmetrisch.

Fiir jeden Punkt eines Korpers existiert nicht nur ein Spannungs- sondern auch ein Dehnungs-

tensor, welcher ebenfalls symmetrisch ist.
Ex 7xy/2 7xz/2
i = '7yx/2 €y '7yz/2 (2.2)
Ve /2 Vay/2 s

In Bauteilen kénnen verschiedene Spannungszustinde vorliegen. An unbelasteten Oberflé-
chen liegt ein ebener Spannungszustand (ESZ) vor, da hier die Verschiebung in z-Richtung nicht

behindert wird, liegt dort keine Spannung vor. Diese Punkte lassen sich mit den folgenden Ten-

soren
Oz Txy 0 Ex ’}’xy/Q 0
Oij = | Tyz 0y O €ij = | va/2 &y 0 (2.3)
0 0 O 0 0 g,
beschreiben.

Im Inneren von Scheiben ist durch das umgebende Material die Verschiebung senkrecht zur

Belastungsebene nicht maoglich. Hier liegt ein ebener Verzerrungszustand (EVZ) vor.

Oz Toy 0 €z Yay/2 O
Oij = | Tye o0y O €ij = | vwa/2 g O (2.4)
0 0 o, 0 0 0

Die Spannungen und Dehnungen lassen sich fiir homogene, linear elastische, isotrope Werk-



stoffe ohne Temperaturdnderung nach

€x  VYay/2 Vaz/2 Or Tay Taz 1 00
1 v
Ya/2 W /2| T 5 | T Oy Ty | T E(Ua: +oy+oz) (o 1 0 (2.5)
Yoz /2 'Yzy/2 €z Tz Tzy Oz 0 0 1

ineinander umrechnen. Dabei entspricht G dem Schubmodul und héngt nach Gleichung (2.6) mit

dem E-Modul F zusammen.

E
C= 30 (2.6)

Das infinitesimale Volumenelement ldsst sich drehen und unter einem anderen Schnitt be-
trachten. Fiir jedes Volumenelement existiert eine Drehung, in der die Schubspannungen ver-
schwinden. Die Normalspannungen auf der Hauptdiagonalen entsprechen dann den Eigenwerten
des Spannungstensors. Die nun vorliegenden Spannungen nennen sich Hauptspannungen. Wenn
in einer Ebene keine Schubspannung vorliegt, lassen sich die Hauptspannungen wie folgt berech-

nen

Oy + 0O Oy — O
o111 = 5 Y + \/( e 9 y)2+7'§y (27)

Die letzte Hauptspannung entspricht dann der Normalspannung, welche auf die Fliche wirkt,
in der keine Schubspannung vorliegt. Die Hauptspannungen werden in absteigender Reihenfolge

sortiert. oy > orr > oyyg

2.1.4 Versagenshypothesen

Es gibt verschiedene Ansétze nach denen Materialien Versagen kénnen. Im linear elastischen Be-
reich versagen Materialien beim erreichen der Streckgrenze. Da die Spannung keine skalare Grofe
ist, sondern einem Tensor zweiter Stufe entspricht, muss der Tensor in eine skalare Grofie umge-
rechnet werden, um diesen mit der Streckgrenze aus dem einachsigen Zugversuch in Beziehung

zu setzen. Mogliche Ansétze hierfiir werden im Folgenden gezeigt.

Normalspannungshypothese:
Nach der Normalspannungshypothese tritt das Versagen ein, sobald die erste Hauptspannung
grofer als die Streckgrenze ist. Diese Vergleichsspannung wird meist fiir sprode Materialien ver-
wendet.
oy =07 (2.8)

Schubspannungshypothese (Tresca):
Nach der Schubspannungshypothese ist die grokte Schubspannung fiir das Versagen mafgeblich.

0y = 2Tmax = (07 — 07111) (2.9)

Gestaltdnderungsenergiehypothese (von Mises):

Nach der Gestaltinderungsenergiehypothese versagen Bauteile durch die Anderung der Form.



Die Spannungs- und Verzerrungstensoren lassen sich in ihren hydrostatischen und deviatorischen
Anteil zerlegen. Der hydrostatische Anteil trégt nicht zum Versagen bei. Nach [6, S.370] lautet

die Vergleichsspannung

oy = \/;[(01 —o)?+ (o —or)? + (o1 — 01)?] (2.10)
- \/;[(01 —oy)? + (oy — 02)? + (02 — 02)%] + 3(10y? + 1y2? + T222) (2.11)

Der Bereich in dem kein Versagen durch das Erreichen der Fliefigrenze auftritt, lisst sich
durch ein Prisma entlang der hydrostatischen Geraden e darstellen (siche Abbildung 3). Die
Vergleichsspannung nach von Mises hat einen kreisférmige Grundflache mit dem Radius Rp =

%O‘F. Die Vergleichsspannung nach Tresca hat eine sechseckige Grundfidche.

.

~TRESCA

Abbildung 3: Fliefbedingung nach Tresca und von Mises [1, S.401]

Auf der hydrostatischen Gerade sind die Hauptspannungen alle gleich grofs oy = 057 = oy7.

2.1.5 Materialverhalten und Verfestigung

Fiir einen einachsigen Zug-Druck-Stab, unter der Voraussetzung konstanter Temperatur, lasst
sich fiir isotrope, homogene Metalle ein Spannungs-Dehnungs-Diagramm experimentell ermitteln.
Es zeigt sich, dass Materialien anfangs dem Hook’schen Gesetzt o = e E folgen. Beim Erreichen
der Fliefgrenze (Rp) fingt das Material an zu plastifizieren und die Steigung im Spannung-
Dehnungs-Diagramm ist nicht mehr konstant. In Abbildung 4(a) ist dies gezeigt. Wie genau die

Kurve der Plastifizierung und damit einhergehende Verfestigung aussieht ist materialabhéngig.

R, + R, + R, T R, 1

Oy

€ 3 €
(a) (b) (c) (d)
Abbildung 4: Spannungsdehnungs-Diagramme fiir verschiedene Materialverhalten

(a) reales Verhalten (b) linear elastisch - linear plastisch , (c) linear elastisch - ideal plastisch,
(d) starr, ideal plastisch



Um die Verfestigung und Plastifizierung in der Berechnung abzubilden, gibt es verschiedene
Ansétze. In Abbildung 4(b) bis (d) sind diese dargestellt. Beim bilinearen Materialverhalten (li-
near elastisch - linear plastisch) wird angenommen, dass das Material bis zur Streckgrenze dem
Hook’schen Gesetz folgt. Sobald das Material zu flieken beginnt, wird angenommen, dass es sich
verfestigt und die Steigung im Diagramm somit flacher wird.

Beim linear elastischen, ideal plastischen Materialverhalten steigt die Spannung bis zur Fliek-
grenze linear an und bleibt dann konstant.
Beim ideal plastischen Werkstoffverhalten wird davon ausgegangen, dass das Material sobald es

belastet wird sofort die Streckgrenze erreicht und dann konstant bleibt.

Das Material erfihrt eine Verfestigung, wenn es iiber die Streckgrenze hinaus belastet wird.
Da bei der Entlastung der plastische Anteil der Dehnung erhalten bleibt, bleiben Eigenspan-
nungen im Material zuriick. Bei einem erneuten Aufbringen der Kraft wiirde sich die Kurve
des Spannungs-Dehnungsdiagramms verschieben, da auch im unbelasteten Zustand Dehnungen

vorhanden sind und sich durch die Verfestigung die Streckgrenze &ndern kann.

2.2 Lineare Bruchmechanik

Die lineare Bruchmechanik setzt ein linear elastisches Materialverhalten voraus. Dies bedeutet,
dass das Material sofort versagt, sobald die Flieligrenze {iberschritten wird. Dies trifft in erster
Néherung auf sprode Materialen, wie Keramiken und Glas zu. Die linear-elastische Bruchmecha-

nik bildet die Grundlage fiir die elasto-plastische Bruchmechanik.

2.2.1 Spannungs- und Verschiebungsfeld um die Rissspitze

Im Folgenden wird eine unendlich grofe Scheibe betrachtet, welche einen Riss in der Mitte
aufweist. Durch die Kolosovschen Formeln lassen sich Spannungen in komplexe Funktionen um-

rechnen. Die Kolosvschen Formeln lauten nach [2, S.35] in kartesischen Koordinaten

0y + oy = 2[P(2) + ¥'(2)] (2.12)
oy — oy + 2iT,y = 2[z0"(2) + V' (2)] (2.13)
2G (u + iv) = k®(2) — 2@/ (2) — ¥/(2) (2.14)

und in Polarkoordinaten
or + 0, =2[P(2) + D(2)] (2.15)
Oy — Or + 2T, = 2[20"(2) + \Ifl(z)g] (2.16)
2G (uy + ivy) = [K®(2) — 2@/ (2) — U(2)]e " (2.17)

mit
3—4v EVZ

K= (2.18)

(3—v)(1+v) ESZ



Die Variable z entspricht hier der komplexen Zahl z = z + iy = re~%. Addiert man Gleichung
(2.15) und (2.16) so erhilt man

G+ ity = V' (2) + B/ (2) + 28" (2) + \Ill(z)g (2.19)
Die Ansatzfunktionen fiir die Differentialgleichung lauten
d(z) = A2*,  U(z)=Bz* AeRY A BeC (2.20)
Die Ableitungen der & Ansatzfunktionen ergeben sich dann zu
P'(2) = AN = ALt (2.21)
"(2) = AN —1)2072) = AN\ — 1)p* 293 2) (2.22)

Nach dem gleichen Schema werden auch die Ansatzfunktionen von W gebildet. Anschliefend
werden die Ansatzfunktionen und ihre Ableitungen in die Differentialgleichung eingesetzt. Die

Differentialgleichung lautet nun

Op +iTry = AN Leie(A=1) 4 g AT giv(A-1)

2.2
+ zANN — 1)7’/\_26“"0‘_2) + B)\r)‘_lei‘p(’\_l)i (2.23)

z

In diese Gleichung werden noch die Zusammenhiinge z = re’? und Z = re”* eingesetzt und

vereinfacht.

Op +iTrp = A1) AL mie (A1)

2.24
+ A)\()\ — l)rA_leiW()‘_l) + B/\T.)\—leicp()\+1) ( )

An den Rissufern liegen keine Spannungen vor, deshalb muss die Differentialgleichung fiir ¢ = +7
gleich Null ergeben. Wird diese Bedingung und der Zusammenhang '™ = e(=i7) = —1

in die Differentialgleichung eingesetzt, ergibt sich das homogene Gleichungssystem

Ale™ AT - AT +Be™ AT =0 (2.25)
AN 1 A p(—irm) + Be =0 (2.26)
AeZiAT) L A \eirT + BeAT =0 (2.27)
AehT™ 4 Ape(—iAT) + BelmiAm) =0 (2.28)

Durch Losen des Eigenwertproblems erhilt man die Eigenwerte
cos(4Am) =1 = A= g mit n € Ny (2.29)

Die Spannungen und Verschiebungen bilden sich dann aus der Summe der Eigenwerte multipli-

ziert mit den Figenfunktionen

oij = 26 (0) + 0D (9) + 1260 (0) + .. (2.30)
U — Uip = rl/zﬁgl)(w) + rlﬁ@)((p) + 7“3/211(3)(@ +... (2.31)

7 %



uio entspricht hierbei einer Starrkoérperverschiebung. Fiir Losungen der Spannung dicht an der
Rissspitze dominiert der erste Term und die Spannung wichst ins Unendliche. Hieraus folgt das

Spannungsfeld als Nahfeldlosung fiir den Modus I und laute wie folgt

Oy = \/%cos(go/Q)[l —sin(p/2) sin(3¢/2)] (2.32)
oy = \/%cos(apﬁ)[l + sin(p/2) sin(3¢/2)] (2.33)
Toy = K cos(p/2)[sin(¢/2) cos(3¢/2)] (2.34)

\27r
Und das Verschiebungsfeld fiir Modus I

K T
u = 2é\/;[ﬁ — cos(p)] cos(p/2) (2.35)
v = ;Z\/;[m — cos(¢)] sin(p/2) (2.36)

Wobei £ aus Gleichung (2.18) zu entnehmen ist.

Fiir grofere Entfernungen von der Rissspitze diirfen die Terme, die zu dem Eigenwert A =1
gehoren nicht vernachldssigt werden, wenn K sehr klein ist. Dieser Fall soll hier nicht n&her
betrachtet werden.

Schaut man sich das Verschiebungsfeld fiir die Rissspitze an, erkennt man das sich die Riss-

flanken (¢ = +7) parabelformig 6ffnen.



2.2.2 Spannungsintensititsfaktor K;

Die Grofse K1 wird als Spannungsintensitatsfaktor bezeichnet und ist ein Maf fiir die Belastung
der Rissspitze. Die Spannungsintensitit K wird durch das Superpositionsprinzip hergeleitet. Als
1-System wird die Rissfreie Scheibe betrachtet und als 2-System der Riss. Da im 1-System kein
Defekt vorliegt, wird K nur durch das 2-System bestimmt. Die Spannungen werden in komple-
xer Form mit den Ansatzfunktionen ® und ¥ dargestellt. Mit den Kolosovschen Formeln, der
Lésung fiir das Spannungsnahfeld und den Randbedingungen lassen sich die Spannungsintensi-
taten herleiten. Exemplarisch wiirde fiir eine unendliche Scheibe, mit einem zentralen Riss der

Linge 2a und unter der Belastung o senkrecht zu dem Riss, eine Spannungsintensitit von

K; =ovma (2.37)

entstehen.
Fiir eine unendliche Scheibe, mit einem einseitigen Anriss der Linge a und einer Belastung von

o senkrecht zum Riss wiirde der Spannungsintensitatsfaktor von
Kr =1,12150+/7a (2.38)

errechnet werden. Wenn die Geometrie der Scheibe endlich dimensioniert ist, so berechnet sich
die Spannungsintensitét fiir die angerissene Scheibe der Breite B mit der Rissldnge a und einer

konstanten Zugspannung senkrecht zum Riss nach [7, S.86] zu

=) G5 (2.39)

K;=o0yma {/ — tan
a
wobei G (%) der Geometriefaktor ist und sich nach

3
0,752 4 2,02% + 0, 37(1 — sin (%))

G, — 2.40
! cos (g—g) ( )
berechnet. Fiir die gleiche Scheibe unter Biegespannung lautet
2b
Kr =oyma - tan (g—Z) Gl(%) (2.41)
mit dem Geometriefaktor
4
0,923 +0,199(1 - sin (3¢) )
Gy = — (2.42)
cos (Tb)

Die Gleichungen (2.39) bis (2.42) werden in Kapitel 3.4.1 zur Berechnung verwendet.

2.3 Elasto-plastische Bruchmechanik

Im Gegensatz zur linear-elastischen Bruchmechanik sind in der elasto-plastischen Bruchmecha-
nik Plastifizierungen zuldssig. In Abbildung 5 sind die unterschiedlichen Plastifizierungsgrade
dargestellt. SSY steht fiir small scale yielding und entspricht dem Kleinbereichsfliefien, bei dem

minimale plastische Zonen an der Rissspitze zuldssig sind. LSY steht fiir large scale yielding und
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Abbildung 5: plastifizierungsgrade eines Korpers mit Riss [1, S.83]

beschreibt den Zusand grofser plastischer Zonen um die Rissspitze. Die Ausweitung der plasti-
schen Zone kann sich auf das gesamte Ligament erstrecken. Wenn dies geschieht entspricht die
aufgebrachte Last der plastischen Grenzlast. Wenn das Bauteil noch nicht durch die Rissinitiie-
rung versagt, kann das Bauteil nun bei weiterer Erhohung der Kraft auch durch den plastischen
Kollaps (PC) versagen. Bei rissbehafteten Bauteilen aus duktilen Materialien kann das Versagen
also durch zwei verschiedene Arten auftreten: durch die Rissinitiierung und durch den plastischen
Kollaps. Im FAD (Failure Assessment Diagramm) ist der Zusammenhang zwischen diesen beiden

Versagensarten abgebildet.

2.3.1 Kleine plastische Zonen

Das Spannungsfeld um die Rissspitze lésst sich in dem Bereich rx ~ 0,02 — 0,10 - a durch die
Nahfeldlésung beschreiben, wobei a der Risslidnge entspricht. Man spricht vom Kleinbereichsflie-
fsen, wenn die plastische Zone r, an der Rissspitze sehr viel kleiner ist als 7. Das Spannungsfeld
nach Gleichung (2.32) wird mit der Hauptachsentransformation nach Gleichung (2.7) in die
Hauptachsen iiberfiihrt. Fiir den ESZ folgen die Hauptspannungen zu

or = \/%COS (%) 1+ sin(g)) (2.43)
o = I;Irr cos (g) (11— sin(g)) (2.44)
orrr =0 (2.45)

Die Spannungen werden in die Fliefsbedingung nach von Mises (Gleichung (2.10)) eingesetzt. Die

Gleichung lésst sich dann nach r auflésen. Die Grofse der plastischen Zone fiir den ESZ lisst sich

11



somit zu

1 Kp
?“P(SO) = o0 E

~—

¥ . ¥
2. cos? (5) - (3sin? (5) +1) (2.46)

abschitzen. Fiir den EVZ ergeben sich die Hauptspannungen zu

K
o1 = —1 cos (f) (14 sin(f)) (2.47)
27r 2 2
Ki ¥
2

cos(g) (1 —sin(2)) (2.48)

g =
H \2mr

orrr =v(or +o) =2v cos (£) (2.49)

Ky
V2rr
Diese werden ebenfalls wieder in Gleichung (2.10) eingesetzt und nach r umgeformt.

rp(p) = ;(2)2 - cos? (%) - (3sin? (g) + (1 —20v)%) (2.50)

X
- 7
(K, /op)

07 ESZ

X

» 2
020304 o5 (K, /o)

(a)
Abbildung 6: Plastische Zonen des EVZ und ESZ [1, S.85] [2, S.120]

In Abbildung 6a sind die Unterschiede in der Ausdehnung der plastischen Zone graphisch
dargestellt. Es ist deutlich zu erkennen, dass der EVZ im inneren der Scheibe zu einer kleineren
plastischen Zone um die Rissspitze fiihrt als der ESZ an der Oberfliche. Fiir die Scheibe mit der
Dicke B (Abbildung 6b) fiithrt dies zum Hundeknochenmodell (siehe Abbildung 6b).

2.3.2 Irwinsche Risslingenkorrektur

Bei einem vollsténdig elastischen Material wiirde die Spannung an der Rissspitze bis ins Unend-
liche anwachsen, da dort eine Singularitit vorliegt. Da das Material in der Praxis keine unendlich
hohen Spannungen aufnehmen kann, erhoht sich die Spannung nur bis zum Erreichen der Fliefs-
grenze op und bleibt danach konstant.

Fiir die Ligamentspannung, also die Spannung unter einem Winkel von ¢ = 0 , erhélt man
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Abbildung 7: Plastische Rissldngenkorrektur nach Irwin [1, S.87]

durch Einsetzen in die Gleichung 2.32 die Spannungen

K
Op = Oy = —— (2.51)
V2nr
0 ESZ
o, = (2.53)
2vo, EVZ

Fiir die Grofe der plastischen Zone kann der Winkel ¢ = 0 in die Gleichungen (2.46) und (2.50)

und eingesetzt werden. Es folgt der Radius der plastischen Zone.

1 K 1 ESZ
rp=rp(p=0)=g (1)

- (2.54)
2ror” | (1-2w)2 EVZ

In Abbildung 7 ist zu erkennen, dass beim einfachen Abschneiden des Spannungsverlaufes
bei der Fliefigrenze die Flachen unter der Kurve nicht mehr gleich grof sind. Dies fiithrt zu einer
verfalschten Kraft in y-Richtung, da die integrierten Spannungen iiber die Fliche eine Kraft
ergeben. Um das Kriftegleichgewicht wieder zu erfiillen, wird die plastische Zone erweitert, so
dass die Fliche unter der elastischen Kurve der Fliche unter der elastisch-plastischen Kurve

entspricht. Es folgt der Zusammenhang

" Kp !
dr —oprp =ocprp = op(dp — 1 2.55
/0 NorT FI'F = OFTF r(dp —7F) (2.55)

Nach Irwin [1, S.88] wird das Gleichgewicht wieder erreicht, wenn dp = 2rp entspricht. Die

plastische Zone hat nach der Irwinschen Risslingen eine Gréfe von

1 K7, |1 ESZ
dp =2rp = —(=1)? (2.56)
T™OorF | (1-2v)? EVZ

Die Nahfeldlésung der Spannung wird um 7, in x- Richtung verschoben. Damit liegt die elastische

und die elastisch-plastische Kurve wieder iibereinander und das Nahfeld der elastischen Lésung
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beschreibt das Spannungsfeld bis zur Grenze des plastifizierten Bereiches. In der Anwendung

folgt hieraus, dass die Risslinge a um die Gréfie der plastischen Zone erweitert werden muss.
e = a+1p (2.57)

Der Vollstandigkeit halber sei an dieser Stelle das Dugdale-Modell erwahnt, bei welchem an-
genommen wird, dass sich die plastische Zone entlang einer Linie bei ¢ = 0 erstreckt (siehe
Kapitel 2.4.3). Die Risslangenkorrekturen der beiden Modelle unterschieden sich nur im Vorfak-
tor. Die Risslangenkorrektur nach Irwin enthdlt den Vorfaktor % und die Rissléngenkorrektur
nach dem Dugdale-Modell enthdlt den Vorfaktor g [1, S.90].

2.4 Bruchkriterien in der EPBM

Fiir kleine plastische Zonen lassen sich mit kleinen Korrekturen niherungsweise die Bruchkrite-
rien fiir die LEBM verwenden. Bei grofteren plastischen Zonen um die Rissspitze miissen andere
Methoden verwendet werden. Wie zum Beispiel die Risséffnungsverschiebung CTOD (Crack Tip

Opening Displacement) oder das J-Integral, welche im Folgenden beschrieben werden.

2.4.1 Rissspitzendffnungsverschiebung CTOD

Bei duktilen Materialien weitet sich der Riss, bevor der Riss fortschreitet. Das Mals der Auf-
weitung kann als Bruchkriterium fiir die CT'OD-Methode verwendet werden. Der Vorteil dieser
Methode liegt in der Anschaulichkeit und der guten Verifizierbarkeit im Labor.

Die Grundlage des Kriteriums basiert auf der Nahfeldlosung fiir die Spannungen um die Riss-
spitze (siehe Gleichung (2.30)). Mit der Losung fiir Verschiebungsfeld an der Rissspitze nach
Gleichung (2.35) wird die Verschiebung an der Stelle z = —rp ausgerechnet. Mit der Gleichung
(2.6) ergibt sich die Verschiebung der Rissflanken zu

4K7 |r
U(T’:Tp,(p:ﬂ') = 7EI i (258)

Da sich die Rissflanken zu beiden Seiten hin &ffnen entspricht die Offnung des Risses

_ _ 8Ky |rp
5,5 =2v = E o0 (259)

rp lésst sich durch die Fliefspannung darstellen nach Gleichung (2.56), fiir den ESZ folgt die
Offnung zu

K2 |1 fiir ESZ
5= L A (2.60)
TEoR | (1-2v) fiir EVZ

Aus Versuchen geht hervor, dass unter Beriicksichtigung von Werkstoffverfestigung und Deh-

nungsbehinderungen d; besser mit folgender empirischer Gleichung beschrieben wird.

K2 |1 fur ESZ
6 = —1L

_ (2.61)
Eor | 152 fir EVZ
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Das Bauteil versagt, sobald §; den kritischen Wert d;. erreicht hat. d;. ist ein Materialkennwert.

2.4.2 J-Integral

In der elasto plastischen Bruchmechanik kann das J-Integral als Bruchkriterium verwendet wer-

den. Das J-Integral wird wie folgt definiert.

Jk = / bkjnjdA = / (U(S” - aijui’k)njdA (2.62)
ov ov

0V ist die geschlossene Oberfliche, iiber die Integriert wird. n; ist der Normalenvektor der
Oberfliche. U = U (g;5) ist die Formanderungsenergiedichte. by; wird als Energie-Impuls-Tensor

oder Eshelny-Tensor bezeichnet. Mit dem Gaufischen Integralsatz
/ CL@jTLjdA :% aide (2.63)
v 14
lasst sich die Gleichung (2.62) zu

Jp = / bk ;dV (2.64)
14

umformen. Mit den Zusammenhéngen,

Oij5 + fi=0 (265)

1
€ij = i(ui,j + wji) (2.66)

oU
oYY 2.67
Tij 852’]’ ( )
l&sst sich der Integrand zu
oU 0Oe

bik,j = fmnaTn;néjk — 04j,j Wik — OijUikj = OmnUmnk — OijUikj =0 (2.68)

umformen.

Gleichung (2.65) beschriebt das Kriftegleichgewicht aus duleren Lasten, welche durch die
Einwirkung auf die Oberfliche eine Spannung erzeugen und die Volumenkréfte im Inneren des
Koérpers. Die Volumenkréfte werden hier vernachléssigt und zu Null gesetzt f; = 0 . Die Glei-
chung (2.66) beschreibt den linearisierten Verzerrungstensor. Gleichung (2.67) enthélt den Zu-
sammenhang zwischen der geleisteten Arbeit und Verzerrung des Materials. Bei ebenen Proble-
men durchlaufen die Indizes nur die Zahlen 1 und 2, wodurch die Integration der Oberflache zu
einer Integration {iber eine Linie, bzw. {iber eine Kontur wird. Das J-Integral fiir den ebenen Fall

lautet somit

Jk = /(U(Sij — Uijuw)njds (2,69)
I
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Fiir ein homogenes, elastisches Material ohne Singularitdten ergibt das J-Integral Null. So-
bald das Material allerdings Diskontinuitéten, wie zum Beispiel Risse, aufweist, ist das J-Integral
von Null verschieden. Im allgemeinen ist das J-Integral wegabhingig. Diese Wegabhéngigkeit ver-
schwindet allerdings unter bestimmten Voraussetzungen wie zum Beispiel fiir linear elastische,
homogene und isotrope Materialansitze mit kleinen Verzerrungen und elasto plastische Materia-
lien unter monotoner (konstanter bzw. konstant zunehmender) Belastung.

Das J-Integral ist wegabhingig, wenn zyklische Belastungen vorliegen.

Wenn doch grofte Verzerrungen, lokale Entlastungen und physikalische Bruchmechanismen vor-
liegen, sollte die Kontur des Integrals so gewahlt werden, dass diese Storungen von der Kontur
eingeschlossen sind und die Kontur weit von diesen entfernt ist. Die Kontur darf allerdings auch
nicht zu grofs gewadhlt werden, da sonst andere Einfliisse, wie zum Beispiel Korpergrenzen und
Randbedingungen das J-Integral dominieren. Das J-Integral stellt nur ein geeignetes Mafs zur
Bewertung der Rissinitilierung dar und ist kein Parameter zur Beurteilung des Risswachstums.
Fiir elastische Materialien entspricht das J-Intrgal der Energiefreisetzungsrate. Bei Materialan-
sitzen, die eine Verfestigung aufweisen, geht Energie durch Dissipation bei der Verfestigung

verloren. Die Energie fiir den Rissantrieb ist deshalb bei plastischen Materialien kleiner.

Das J-Integral berechnet sich unter den oben genannten Voraussetzungen (nur monotone Be-
lastungen, isotropes, homogenes Material) fiir das elasto plastische Materialverhalten genau wie
oben beschrieben, nur dass das Forminderungspotential in elastische und plastische Dehnungen

unterteilt wird. U — U . UP wird als stress work density bezeichnet.

J(F) = /[Uepélj - Uljui71nj]d5 (270)
Iy
U*P berechnet sich nach
. s e
U p(EZ'j,JZk) = /0 Ukl(zfmn) dgkl =U (Eij) + Up<$k> (2.71)
de¢,+de?,

Durch die Verfestigung geht der Potentialcharakter der Formanderungsenergie verloren. Der plas-
tische Anteil ist nicht mehr von der Verzerrung abhéngig, sondern von der gesamten Belastungs-
geschichte.

Das J-Integral ldsst sich modifizieren, so dass es auch fiir nicht monotone Belastungen wegunab-
héngig ist. Dieser Ansatz wird zur Berechnung in der FEM verwendet und wird in Kapitel 2.5.5

niaher beschrieben.

Um den kritischen Wert fiir die Rissinitiierung J. gibt es verschiedene Methoden. Da sich
der Punkt der Rissinitiierung eigentlich nicht messbar ist, werden minimale Risserweiterungen
zugelassen. Da sich das Potential einer Probe ebenfalls nur schwer bestimmen lisst, hat sich in
der Praxis folgende empirische Methode durchgesetzt [1, S.105] .

Ki(F,a) = n(5,n)

w?

E’ + B(w —a) /0 F(@p,a) dg, (2.72)

Die Grofen B und w beziehen sich auf die Abmaifse des Probenkérpers. 7 ist eine Korrekturgrofie,
welche empirisch bestimmt wird. E’ ist fiir den ESZ das E-Modul E und fiir den EVZ gilt
E' = % Die Variable g, bzw. g, bezieht sich auf die Verschiebung der Rissspitze im Versuch.

J:J3+J:
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Das gesamte Integral beschreibt die Fléche unter der Kurve, wenn die Last iiber die Verschiebung
der Rissspitze aufgetragen wird und stellt dadurch die verrichtete Arbeit dar.

Die oben aufgefiihrte Formel ist nur giiltig, wenn B, (w — a) > 25‘5—1; ist.

2.4.3 FAD-Konzept

Elasto plastische Materialien kénnen durch die Rissinitiierung und den plastischen Kollaps ver-
sagen. Um ein Bauteil auf diese beiden Kriterien priifen zu kénnen, wurde das FAD-Diagramm
(Failure Assesment Diagramm) entwickelt. Hierbei wird die Annahme getroffen, dass der Riss im
Bauteil im Kleinbereichsfliefsen liegt. Das Ligament des Bauteils allerdings dennoch durchplasti-
fizieren kann.

Die Basis des Ansatzes bildet das Dugdale-Modell und das CTOD-Versagenskriterium. Fin Bau-
teil versagt, sobald die Rissoffnung den kritischen Wert ;. erreicht hat. Unter welcher Belastung
dies geschieht, wird durch das Dugdale-Modell berechnet.

Nach [1, S.88] plastifiziert das Material um die Rissspitze nur auf der Linie des Ligamentes.
Es wird eine unendliche Scheibe mit einem mittigen Riss der Linge 2a unter konstanter Zug-
belastung betrachtet. Mittels des Superpositionsprinzips wird das Problem in die Scheibe mit
Riss und dufserer Belastung und in die Stiitzwirkung der Plastifizierung an der Rissspitze unter-
teilt. Am Ende der Plastifizierung bei 1 = a + d muss der Spannungsintensititsfaktor aus der

Uberlagerung zu Null werden. Hieraus folgt die Gréke der plastischen Zone zu

d= a[(cos %)—1 . 1} (2.73)

Die Verschiebung der Rissoffnung ergibt sich dann nach [1, S.92] zu

8 ~1
S1e = 2ug(a) = a2 1 (cos ﬂ) (2.74)
mE 20’F
Fiir das Kleinbereichsflieken wird Gleichung (2.73) durch eine Reihenentwicklung angenéhert.
Die Offnungsverschiebung an der Rissspitze wird dann durch
K? (0y/7a)? m(gEEBM)2

!
t uz(a) FEop FEop @ Fop (2.75)

beschrieben. Durch das Gleichsetzten von Gleichung (2.74) und (2.75) ldsst sich eine Grenzkurve

erstellen, die sowohl die Belastung des Risses als auch die Belastung des Ligamentes abbildet.

LEBM .2 g -1
(GC ) =—lIn (cos E) (2.76)
oF T 20
Die Achsen des Diagramms werden nach
o K o F
olEBM K. t or IL " 277)

17



normiert. Die Normierung wird in die Gleichung (2.76) eingesetzt und umgeformt. Es folgt die

Gleichung fiir die Beschreibung der Kurve in explizierter Form.

NI

-1

8 T
K, =S, !”2 In (cos 5&) (2.78)

In Abbildung 8 ist diese graphisch dargestellt. Alle Arbeitspunkte, welche innerhalb der Grenz-
kurve liegen, werden als sicher betrachtet. Sobald die Last die vollplastische Traglast erreicht

hat, tritt der plastische Kollaps ein. Im Diagramm entspricht dies dem Steilabfall des Graphen.

1.2
1
., 08
<
< 06
]
2]
0.4
0.2
0 |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
S, =o/op

Abbildung 8: FAD-Diagramm [1, S.93]

Das FAD-Diagramm nach der FKM-Richtlinie |7, S.66] betrachtet die Interaktion zwischen
der Plastifizierung des Ligamentes und der Rissinitiierung differenzierter und lasst sich auf kom-
plexere Belastungen und Geometrien anwenden. Das FAD-Diagramm kann in zwei Genauig-
keitsstufen erstellt werden. Die Basis-Ebene betrachtet nur die Festigkeit (R., R;,) und die Er-
weiterungsebene (die genauere) betratet zusétzlich noch die o-e-Kurve. Die Genauigkeit der
Basisebene soll hier als ausreichend angenommen werden und wird im folgenden beschrieben.
In Abbildung 9 sind die Grenzkurven der FKM-Richtlinie (fiir eine nicht ausgepréigte Streck-
grenze) und der Analytik abgebildet. Um die Kurven vergleichen zu kénnen, wurde die Kurve
der FKM-Richtlinie auf 1 normiert. In der Analytik tritt der plastische Kollaps bei FLL =1 auf,
wohingegen bei der FKM-Richtlinie der plastische Kollaps bei FiL > 1 auftritt.

Die Berechnung der Grenzkurve der FKM-Richtlinie ist in zwei Bereiche unterteilt. Es gilt

1
L2\ 2 :
F(Ly) = (1 + 2) 0,340, 7] fiir 0< L, < 1 (2.79)

und

N-1
f(Ly) = f(L)LN fir 1 < L, < L (2.80)
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wobei g, N und L7"** wie folgt bestimmt werden

E

ft = min |0,001——— , 0,6 (2.81)
Rpyo2
R
N =0,3(1— %) (2.82)
1 R 0,2 1 Rm
prer — — Zp02 T m 2.83
T 2 Rp072 ( )

FAD-Diagramm

1.0
0.8
_. 0.6
3
0.4 Y
—— Analytisch \\:\
024 ——- FKMBsp1 e
—-—- FKM Bsp 2
Olo_ ........ FKM Bsp 3

00 02 04 06 08 1.0
S, [—] bzw. L /LT [~]

Abbildung 9: FAD-Diagramm Vergleich Analytik und FKM

Fiir Abbildung 9 wurde fiir FKM Bsp 1 die Werte £ = 70000 , R, = 200 und R,, = 350
gewahlt. Fir FKM Bsp 2 wurden die Werte £ = 210000 , R, = 600 und R,, = 800 und fiir
FKM Bsp 3 wurden die Werte E' = 210000 , R, = 235 und R,, = 360 gewéhlt. Je nach Wahl
der Parameter liegen die Kurve der FKM-Losung iiber oder unter der Kurve der analytischen
Losung. Auch fiir die FKM-Kurve gilt, dass alle Arbeitspunkte, die innerhalb der Grenzkurve

liegen, als sicher bewertet werden.

2.5 Finite-Element-Methode

Mit Hilfe der Finiten-Element-Methode (kurz FEM) ist es moglich die Spannungen in komplexen
Geometrien zu berechnen.

Hierfiir wird die Geometrie des Bauteils in Elemente unterteilt und damit diskretisiert. Im An-
schluss werden die Verschiebungen fiir die Knoten (bestimmte Punkte innerhalb eines Elementes,
meist Eckpunkte oder Seitenmittenpunkte des Elemente) bestimmt. Hierfiir werden Ansatzfunk-
tionen gewahlt, welche den Zusammenhang zwischen der Verschiebungen der einzelnen Knoten
und den Randbedingungen beschreiben. Es entsteht ein Gleichungssystem fiir jedes Element,
welches durch die Koeffizientenmatrix (Steifigkeitsmatix) K abgebildet wird. Die einzelnen Ma-
trizen fiir jedes Element werden so iiberlagert, dass sich die Verschiebungen fiir die einzelnen
Knoten iiberlagern. Der Knoten ¢ ist mit allen Elementen verbunden, welche an den Knoten
angrenzen. Die Verschiebung des Knotens kommt in allen Gleichungssystemen der angrenzen-

den Elemente vor. Um die Verschiebung des Knotens in eine Richtung zu bestimmen, werden
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die Gleichungssysteme der Elemente so iiberlagert, dass sich alle Verschiebungen eines Knotens
aufaddieren. Es entsteht ein grofes Gleichungssystem Ku = P mit dem Abmak n x n, wenn das
Bauteil n Knoten erhilt. Die entstandene Matrix ist fiir isoparametrische Elemente singuldr und
kann dadurch gelost werden, dass fiir die bekannten Verschiebungen (fiir die Lagerbedingungen
u = 0) die Zeilen und Spalten gestrichen werden. Die Matrix kann dann invertiert werden und
mit der rechten Seite von links ausmultipliziert werden. Wie die K-Matrix bestimmt wird, ist
exemplarisch fiir ein Elementtyp im folgenden Kapitel 2.5.1 beschrieben. Die Steifigkeitsmatrizen
sind vom Elementtyp abhéngig. Es konnen verschiedenen Formen (Stab, Dreieck, Viereck usw.),
mit verschiedenen Freiheitsgraden an den Knoten gewdhlt werden und verschieden Ordnungen
der Ansatzfunktion, wobei ein héherer Grad zu einer genaueren Losung fiihrt.

Wenn die Verschiebungen aller Knotenpunkte bekannt sind, lassen sich mit dem Hook’schen Ge-

setz die Spannungen fiir jeden Knoten bestimmen.

2.5.1 Scheibenelemente

In einer Scheibe liegt der ESZ vor. Um die Spannungen und Dehnungen zu berechnen, wird

zundchst das Potential der Scheibe aufgestellt.
1 =T =T = T 7
H—/5T5dV—/ude—/uqd7— TF (2.84)
2 Jv v r

Der erste Term entspricht dem elastischen Potential der Formanderungsarbeit, der zweite be-
schreibt das Potential der Volumenlasten, der dritte das Potential der Streckenlasten und der
letzte Term das Potential der Einzellasten. I' entspricht den Kanten, an denen die Streckenlast
angreift. Die Dehnungen ¢ lassen sich durch die Verschiebungen ausdriicken. Fiir den ebenen

Spannungszustand lautet die Gleichung

0
Exx oz 0
u
= o)
0 2 (2.85)
(%
0 0
,ny ('Ty oz
———
L

L wird als Differentialoperator-Matrix bezeichnet. Die Spannungen lassen sich durch die Deh-

nungen mithilfe der Stoffmatrix D darstellen.

O 1 v 0 Exx
E
oy | =7_,2|¥ 1 O Eyy (2.86)
oy 00 5%/ \ay
D

Dieser Zusammenhang gilt fiir den ESZ nur, wenn das Material isotrop ist.
Da das Verschiebungsfeld nicht bekannt ist, wird die Gleichung diskretisiert und das Bauteil

wird in die finiten Elemente unterteilt. Die Ansatzfunktionen miissen die Bedingung erfiillen,
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dass deren Funktionswert an einem Knoten 1 und an den anderen Knoten 0 annimmt.

Die Ansatzfunktionen werden in Dreieckskoordinaten (Baryzentrische Koordinaten) darge-
stellt. Dreieckskoordinaten beschreiben einen Punkt in der Ebene durch die Gewichtung der
Eckpunkte des Dreiecks. Die Gewichtung der Punkte ldsst sich iiber das Verhiltnis der Teilfl4-
chen A; zur Gesamtflache ausdriicken. In Abbildung 10 sind die Teilflichen dargestellt.

Y

Ly

8y

Abbildung 10: Darstellung der Dreieckskoordinaten im kartesischen Koordinatensystem |3, S. 40]

Die Gewichtung der Koordinaten bildet sich also durch

Al; Ly = A2; Ly = Az
Ages Ages Ages

L= (2.87)
Die gesamt Summe der Gewichtungen muss 1 ergeben, wobei auch negative Gewichtungsfaktoren
moglich sind, wenn der Punkt auferhalb des Dreiecks liegt. Ein Punkt in der Ebne ist durch zwei
Gewichtungsfaktoren schon vollstandig bestimmt, da sich der dritte dann aus der Bedingung, dass
die Summe aller Gewichtungsfaktoren 1 ergeben muss, bestimmen Idsst. Die Dreieckskoordinaten

lassen sich nach folgendem Schema in kartesische Koordinaten umrechnen.

1 I 1 1 Ly Ly ToY3 — T3Y2 Y2 — Y3 T3 — T2 1
1
x| = |2 z2 w3 | | L2 = Lo | =54 |®sy1—21y3 ys—y1 21—a3| | @
ges
Yy Y1 Y2 Y3 Lj Ls T1Yo — T2Y1 Y1 — Y2 T2 — 1 y
(2.88)

x; und y; entsprechen hierbei dem Eckpunkt des Dreiecks (dem Knoten P;).

Die linearen Ansatzfunktionen der Scheibenelemente in Dreieckskoordinaten lauten

ap
¢(z,y) = ap +arLy + ax = (1 Ly LQ) a | =7da=a'z (2.89)
ZT as
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In Gleichung (2.89) miissen die Koeffizienten a; ermittelt werden. Dies geschieht iiber die Be-
dingung der Ansatzfunktionen. Diese Bedingung lautet: der Funktionswert an einem Knoten ist

gleich 1 und der an den anderen beiden Knoten ist gleich Null.

¢(L1 =0,Ly =1) = ag +az = ¢2 & 10 1||la|=|o (2.90)
d(Lo=0,Ly =0) =ap = ¢3 10 0 4 ”
A

Es entsteht ein lineares Gleichungssystem, welches sich nach @ auflésen lédsst. @ wird wieder in

Gleichung (2.89) eingesetzt.

pe,y)=iTa=iTA" ¢ (2.91)

Die Formfunktionen (Ansatzfunktionen) N7 ergeben sich somit zu

MT = <L1 Ly 1—-14 —L2> = <N1 Ny N3> (292>

Die Formfunktionen beschreiben die Verschiebungen innerhalb eines Elementes. In Abbildung 11

sind diese Funktionen abgebildet. Die Verschiebungen im FElement @ lassen sich nun durch die

Abbildung 11: Formfunktionen im Dreieckselemente [3, S.215]

Addition der Verschiebungen der Knoten « mit der jeweiligen Formfunktion errechnen.

Ny 0 Ny 0O N3 O T
= <u1 V1 Uz V2 U3 Ug) (293)
0 Ny 0 Ny 0 N3

u
v

N—— u
i

=

Die Verschiebungen innerhalb eines Elementes lassen sich nun durch die Verschiebungen der
Knoten, also der Eckpunkte des Elementes, ausdriicken. Dieser Zusammenhang kann in Gleichung

(2.84) einsetzten werden.

Die Dehnungen lassen sich nach Gleichung (2.85) als &€ = L @ ausdriicken. Fiir @ lsst sich
nach Gleichung (2.93) N einsetzten. Die Differentialoperator-Matrix L beschreibt den Zu-
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sammenhang allerdings in kartesischen Koordinaten. Dies muss noch in die Dreieckskoordinaten

iiberfithrt werden. Nach [3, S.42] lautet die Differentialoperator-Matrix in Dreieckskoordinaten

(y2 — y3)‘a?,1 + (ys — yl)Biz 0
1
La 2A4cs 0 (3 — 22) 577 + (21 — 23) 575 (2:94)

(3 — m9) g7+ (w1 — 3) 5% (Y2 — 73) 5% + (w3 — 21) 5%
Mit dem Einsetzten der Formfunktion und der Differentialopertator-Matrix in Dreiecksko-
ordinaten in die Gleichung fiir die Dehnung lassen sich die Dehnungen in Abhéngigkeit der

Knotenverschiebungen darstellen.

oy
I

|t~
ISHT)

=LA N @ (2.95)

——

B
Die Gleichung (2.95) wird in Gleichung (2.86) eingesetzt. Die Spannungen lassen sich dadurch
ebenfalls durch die Verschiebungen der Knoten ausdriicken.

F=DILaNi=DBi (2.96)

In der Gleichung 2.84 kénnen nun alle Verschiebungen im Element @ durch die Knotenverschie-

bungen ersetzt werden. Die Gleichung fiir das Potential der Scheibe folgt dann zu

—

1 -
M= / (B@)'D B dv — / (N@)Tb av — / (ND)Tqdy—a'F (2.97)
14 T

\%

Mit dem Gesetzt der Matrixmultiplikation (A B)T = BT AT 1isst sich das Potential zu

—

= %(ﬁ)T /VBTD BdV i (@) /V(N)Tg v —(@)" /F(N)T? dy i F (2.98)

K G g

umformen. Der Vektor 4 ist nicht von V' oder v abhéngig, weshalb dieser aus dem Integral heraus-
gezogen wurde. K wird als Steifigkeitsmatrix bezeichnet. Um diese zu berechnen wird zuerst die
Matrixmultiplikation ausgefithrt und im Anschluss jedes Element iiber das Volumen integriert.
Hierfiir kénnen die Dreieckskoordinaten wieder in kartesische Koordinaten umgerechnet werden.
Um die Vektoren der Volumenkriifte G und der Streckenlasten Cj berechnen zu kénnen, miissen

noch die Vektoren b und qZ diskretisiert werden.

Die Volumenlasten werden nach dem gleichen Ansatz wie die Verschiebungen diskretisiert.
In beiden Féllen wird ein linearer Verlauf angenommen (siehe Gleichung 2.89). Es folgen die

gleichen Formfunktionen fiir die Diskretisierung der Volumenlasten.

SO
Il

S
I
I

T
<bx1 byl be by2 bx3 by3>

-,

T

(2.99)
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Dieser Ansatz wird dann wieder in Gleichung (2.98) eingesetzt.
G = / (N)" b v = / (N)'N dvb (2.100)
Vv \%

Die Streckenlasten werden nach dem gleichen linearen Ansatz fiir alle Kanten einzeln diskre-
tisiert und anschliekend addiert. Fiir @ folgt

N T X o T o
Q/F(N) qu/V(N) N dVq (2.101)

Dieser Zusammenhang wird dann ebenfalls in Gleichung (2.98) eingesetzt.

Die Verschiebungen der Knoten der Scheibe lassen sich aus der Ableitung des Gesamtpoten-

tials bestimmen. Das Vorgehen ist dabei das gleiche, wie bei dem Prinzip der virtuellen Ver-

riickungen.
B S A I e . s W
1 a T e 8 T A c— 8 TR o a T A c—
=——u Ku i — — 0l — — ol — —u' F o 2.1
pog LU0 gt G 0= GEiQ ot = Gt Fou (2.103)
Die Ableitung lédsst sich auch nach dem transponierten Vektor bilden (%511’ = (WT% .
10 ooy g 0 o5 0 0 o= (70 0 gz
61'[:56—6 Ku éu — du Tt G —ou Era Q —ou 9T Y F (2.104)

Die Vektoren é, Q un 7T sind konstant und werden daher vor die Ableitung geschrieben. Die
Ableitung eines Vektors nach sich selbst ergibt die Einheitsmatrix E. Die Variation des Potentials

vereinfacht sich somit zu

10 - ~ ~
O == —al Kl 66 — 0l G — 6ut Q — 6’ F (2.105)
2 0u
Die Formé&nderungsenergie wird iiber die Produktregel abgeleitet. Im Anschluss wird die vordere
Ableitung durch die transponierte Ableitung ersetzt. Die Ableitung eines Vektors nach sich selbst

bildet wieder die Einheitsmatrix und muss nicht mehr mit aufgeschrieben werden.

10 4 1, 0ar o0l 1, g0t T
10 rpersoe L0 pooy a0y 5o Lo g0 o oy
550 L 0d 2(86*u+u *617) a 2(u aﬂiu—i—uiu) (2.106)
1
= 5(5#@2 + i@’ Kot)

Unter der Voraussetzung, dass K symmetrisch ist, also das K = KT gilt, kann der Vektor vor

und hinter der K-Matrix vertauscht werden, wenn diese transponiert werden.

c=akb = =c=@Kb" =K =b"K"d" =b"Ka" (2.107)

c ist hierbei eine skalare Grofe.
Gleichung (2.105) vereinfacht sich dadurch zu

Ol = 6" Kii — 66" G — 6" Q — 6" F = 6’ (Kii — G — Q — F) (2.108)
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Nach dem Prinzip der virtuellen Verriickung muss der Klammerausdruck zu Null gesetzt werden,
damit der gesamte Ausdruck zu Null wird. Es folgt die Gleichgewichtsbeziehung der FEM fiir

ein Dreiecksscheibenelement.
Ki=G+Q+F (2.109)

K, C_j, @ und F sind bekannte Gréfen. Diese Gleichung kann nun reduziert werden und nach

aufgelost werden.

2.5.2 Isoparametrische Elemente

Bei isoparametrischen Elementen wird die Ansatzfunktion, mit der die Verschiebungen beschrie-
ben werden, ebenfalls fiir die Beschreibung der Geometrie verwendet. Die Kontur eines Elementes
muss nicht linear sein, sondern kann bei Ansatzfunktionen zweiter Ordnung eine Kriimmung auf-

weisen, sieche Abbildung 12.

Formfunktionen

Abbildung 12: Isoparametrisches Dreieckselement mit quadratischen Formfunktionen [1, S. 168]

Durch die Kriimmung des Elementes und die weiteren Knoten erhht sich die Genauigkeit
und das Element kann sich der Kontur des Bauteils besser anpassen. Es erhoht sich allerdings
auch der Berechnungsaufwand, da die Matrizen fiir jedes Element grofer werden. Damit die
K-Matrix nicht fiir jedes Element neu berechnet werden muss, wird diese in natiirlichen Koor-
dinaten berechnet. Um die natiirlichen Koordinaten &; (bzw. L; und Lo aus Kapitel 2.5.1 )in
lokale Koordinaten x; umzurechnen wird die Jacobi-Matrix J verwendet. Diese beschreibt den

differentiellen Zusammenhang zwischen den Koordinatensystemen.

Oz Oz Ozs

061 06 0&
mf’ :[18]\? & ONi :la]\f" mit  J=|0m 0w O (2.110)
or o€ o€ or 0& 0612 083

Or1  Ozz  Ozs
0¢3  0&3 03

Der Mittelknoten auf den Elementkanten kann bis zu einem gewissen Mafs beliebig verschoben

werden. Bei zu groflen Verschiebungen, wenn das Element in sich zu stark verzerrt ist, ist die
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Berechnung nicht mehr moglich, da die Determinante der Jacobi-Matrix zu Null wird.

2.5.3 Nicht lineares Materialverhalten in der FEM

Die Grundlage fiir die Berechnung von nicht linearem Verhalten ist das Newton-Raphson-Verfahren.
Hierbei wird der Funktionswert durch ein iteratives Verfahren angenihert. In Abbildung 13 ist

das Verfahren grafisch fiir einen Freiheitsgrad dargestellt.

Fc.\f

J l: ext

ntl

Abbildung 13: Newton-Raphson-Verfahren [1, S.177]

Die durchgezogene Linie entspricht der exakten Lésung von F. V entspricht der Knotenver-
schiebung. Das Autbringen der Gesamtlast geschieht in kleineren Schritten, welche inkrementell
erh6ht werden. Fir jeden Lastschritt muss das Kriftegleichgewicht erfiillt sein. Die von aufien
aufgebrachte Kraft F°** muss der Summe der Knotenkriifte " entsprechen. Es werden nun die
Verschiebungen der Knoten gesucht, bei denen das Kriftegleichgewicht wieder erfiillt ist.

Die Bestimmung der Verschiebungen verlduft wie folgt: Die oberen Indizes beziehen sich auf den

Iterationsschritt innerhalb eines Lastschrittes und die unteren auf den Lastschritt.

e Lastschritt (n+1) wihlen. Hierbei gilt F(eﬁ_l) = F(eéc)t + AF(eﬁ_l)

e Startwerte fiir die Iteration festlegen (i=0)

— Berechnung der Tangentialsteifigkeit

KD vy mie K28 (V) = 257 an der Stelle V']

— Bestimmung des Verschiebungsinkrementes

AV = AV + G T RS, mit RS = Feth — B (Vo)
— Bestimmung der Gesamtverschiebung

Vi =Va+ AV,

— Bestimmung der inneren Krifte

Fint — F'Lnt( 1i+1)
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— Bestimmung der Residuen
Rip = Fth = F(Vi)
— Konvergenzkriterium
Die Norm von R! 41 ist kleiner als ein festgelegter Wert. Ist das Konvergenzkriterium

noch nicht erfiillt, so wird ¢ = i + 1 gesetzt und die Schleife erneut iiber i ausgefiihrt.

Sobald das Konvergenzkriterium erfiillt ist, wird der Lastschritt erh6éht und die Schleife von vorne
ausgefiihrt. Das Residuum gibt hierbei an wie genau die Losung des einzelnen Schrittes mit der
Losung der Ausgangsgleichung iibereinstimmt. Je dichter das Residuum an der Null liegt, desto
besser erfiillt der Iterationsschritt die Ausgangsgleichung. Wenn F** gleich der Last entspricht,

welche auf das Modell aufgebracht wird, so ist die Berechnung beendet.

Wenn ein Material plastifizieren kann, so weist es eine materielle Nicht-Linearitdt auf. Um
diese zu berechnen wird zunéchst ein Verfestigungsmodell gewihlt (siche Kapitel 2.1.5). Das
Verfestigungsmodell legt eine Verfestigungsmatrix A und den plastischen Multiplikator A fest

und bestimmt dadurch das Verfestigungsmodell. Die Spannungen werden nach
o=C(e—¢eP) (2.111)

mit Hilfe der Elastizitdtsmatrix C' bestimmt. Fiir das linear-elastische, ideal-plastische Material

gilt die Fliefsbedingung

< 0 elastisch
®(o,h) (2.112)

=0 plastisch

Die Flieffbedingung vergleicht die Zugfestigkeit und die vorliegende Spannung nach verschie-
denen Versagenshypothesen. Im elastischen Bereich, tritt kein Versagen auf und die Differenz
aus zuldssiger und vorhandener Spannung ist kleiner als Null. Sobald Versagen auftritt und die
Streckgrenze erreicht ist, wird ® = 0.

Um die Spannung, abhingig von der plastischen Dehnung &” zu berechnen, kann die Projekti-
onsmethode eingesetzt werden. Diese ist in zwei Schritte unterteilt. Den Ausgang bildetet der

(n + 1)-Lastschritt, an dem die Spannungen, Dehnungen und Verfestigungen bekannt sind.

1. Pradiktorschritt

Hierbei wird die Berechnung rein elastisch betrachtet. Es wird davon ausgegangen, dass
keine plastischen Dehnungen auftreten. Die errechnete Spannung UE:L +1) (tr steht fiir trial
value) wird dann in die Fliekbedingen eingesetzt. Wenn der Wert der Fliefbedingung kleiner
als Null ist, so war die Annahme der elastischen Rechnung richtig und es kann der néchste
Lastschritt berechnet werden. Wenn der Wert filir die Fliefsbedingung grofer gleich Null
wird, so tritt Fliefsen auf. Fiir diesen Fall ist die Berechnung noch nicht beendet und es
folgt der Korrektorschritt.

2. Korrektorschritt

Im Korrektorschritt wird die Spannung /" | .. um die Spannung c¢°'",, = C Asl()n +1) verrin-

(n+1) (n+1) —
gert. Die plastische Dehnung E’(’n +1) und die Verfestigung h ist hierbei von dem plastischen

Multiplikator A, der Verfestigung i und der Spannung o, 1) abhéngig. Mit dem Newton-
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Raphson-Verfahren werden die voneinander abhéngigen Grofen iterativ bestimmt, wobei
das Ziel die Erfiillung der Fliefbedingung ®(oy41, hpt1) = 0 ist.

Sobald die Fliefbedingung erfiillt ist, wird die Kraft erhoht und es wird der néchste Lastschritt
betrachtet.

2.5.4 Rissspitzenelemente

Um die Singularitét mit dem Abfall von % (vgl. Gleichung(2.30))in den Ansatzfunktionen abbil-
den zu konnen, werden die Mittelpunktknoten der Elementkanten verschoben. Hierdurch ist die
Abbildung von & — x nicht mehr linear und die Ansatzfunktionen fiir die Dehnung enthélt den
Faktor % Im Folgenden wird der Ansatz fiir ein eindimensionales Element verdeutlicht. Es wird

eine quadratische Ansatzfunktion gewé#hlt. Die Verschiebung lautet in natiirlichen Koordinaten

3
u(€) = 3° Na(©)u® = Ze(€ ) + (1= 2)u® + Ze(e + Dl
o (2.113)

—u® %(u@) e + (;(u(” +u®y u<3>)) ¢

Der Laufindex a lduft iber die Knotennummern des Elementes, N, beschreibt die Formfunktion
und u(® die Verschiebung des Knotens. In Abbildung 14 ist das Element mit der Positionierung
des Mittelknotens in Abhéngigkeit von s dargestellt.

L
&
1 3 2
. . . > . ®
-1 0 | —_—

Abbildung 14: links: Element in natiirlichen Koordinaten; rechts: Element in lokalen kartesischen
Koordinaten [1, S.192]

Mittels der Ansatzfunktion werden auch die Positionen der Knotenpunkte beschrieben, da die
Rissspitzenelemente isoparametrisch sind. Die Knoten des Elementes sind an den Stellen () = 0

.7 = L und r®) = xL. Die Position der Knoten in Abhingigkeit von ¢ lautet somit

r(€) =) Na(r'® = xL + é(L —0)¢€ + <;(0 +1)— %L))§2 = L + %Lﬁ + (% — ) LE?
(2.114)

Fir ein herkdmmliches Element mit s = % verschwindet die letzte Klammer und es besteht ein

linearer Zusammenhang zwischen r und £.
Fiir ein Rissspitzenelement ist dies nicht gewollt und es wird » = % gesetzt. Die Umrechnungen

zwischen r und £ lauten dann

MO =7L0+? e &n=2/T -1 (2.115)
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Die Gleichung fiir £(r) wird in Gleichung (2.113) eingesetzt.

u(r) = u® + (=3u® —u® 4 4u(3))\/z + 2>t @ — 2u(3))% (2.116)

Die Verschiebungen konnen nach der Position abgeleitet werden, um die Dehnungen zu bestim-

mer.

ou
— 2 (=320 —1/20@ 1 94,3
e(r) 5 (—3/2u [2ut + 2ut) =

+ o™ 4 4@ 2u<3>)%

(2.117)

Fin eindimensionales Rissspitzenelement ist noch nicht ausreichend um eine Rissspitze ad-
dquat vernetzen zu konnen. Deshalb werden im Folgenden noch die kollabierenden Viereckele-
mente vorgestellt. In Abbildung 15 ist das kollabierte Viereckelement dargestellt. Die Knoten 4,8

und 1 liegen an der gleichen Stelle.

Abbildung 15: Kollabiertes isoparametrisches Viereckelement [1, S.195]
Die Ansatzfunktion des Elementes fiir die Eckknoten lautet

Naler, &) = 301+ 601+ §ED(EEL + 65 — 1) (2118)

wobei &' der natiirlichen Koordinaten des Knotens entspricht. Die Ansatzfunktionen fiir die

Seitenmittenknoten lauten

=00 N6r&)= 1 (1-E)1 +68) (2119)

G=0:  N6.6)= (1 +66)(1 - &) (2120)

Die natiirlichen Koordinaten lassen sich nach [1, S.195] in lokale Koordinaten umrechnen.

o= 0+ &1 -2 — (14 &)1~ 459)] (2.121)

v = T El(1+ &0(1— 2 — (1+ E2)(1 ~ 459)] (2.122)

Der Berechnungsvorgang fiir die Dehnungen ist der gleiche wie fiir das eindimensionale Element.

Durch die Ableitung der Knotenverschiebung nach der Position im lokalen Koordinatensystem
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lassen sich die Dehnungen berechnen.

8U1 81@ 1 8u1 8u2
_ . — . = (== 4L 2= 2.123
c1 8131 ’ £22 81‘2 ’ £12 2 ( 8@ 8931 ) ( )
Die Ableitungen berechnen sich diesmal mit Hilfe der Jacobi-Matrix.

Ou 96 9% Ou
o1 _ 0x1 o1 &1 (2 124)

Ou 96 9% Ou

Oz Oxo  Oxo 0&2

—_————
Jfl

ij

u entspricht hierbei wieder der Verschiebung. 22:1 Na(&1,&)u'® Die explizite Darstellung der
Berechnung der Dehnung ist in [1, S.197] dargestellt. Die Gleichung zur Beschreibung der Span-
nungen und Dehnungen im kollabierenden Viereckelement enthélt einen % und ein % Term,
wodurch die Singularitit in der Rissspitze abgebildet werden kann. In der LEBM werden die
Verschiebungen der kollabierenden Seite kinematisch gekoppelt, so dass u} (1) = ul(4) = u}(8).
Hierdurch verlieren die Elemente das % Verhalten.

In der EPBM fiir ein ideal plastisches Material sind die Dehnungen an der Rissspitze proportional
zu %, siehe [1, S.95]. Um dieses Verhalten abzubilden werden die Seitenmittenknoten auf s = %
gesetzt und der Vorgang der obigen Herleitung wiederholt. Lost man die Gleichung erneut, so
erkennt man in den Dehnungen ein % verhalten. Fiir die elasto plastische Berechnung ist die kol-
labierende Spitze des Elementes nicht mehr kinematische gebunden und die Knoten kénnen sich
getrennt voneinander verschieben. Mit diesen beschriebenen Elementen kann nun die Rissspitze

fir die LEBM und die EPBM vernetzt werden.

2.5.5 Numerische Berechnung des J-Integrals

Das J-Integral wird in ANSYS (Analyse System, ein Programm zur FEM-Berechnung) fiir ein
2D-Problem wie folgt berechnet

Ouj Oq / 00 0Oq / 68%- /
J /A [JJ ox; wdj] ox; A+ Acw ox1 (%ciql d AU] ox1 o d Ctjuj’lm ds
(2.125)

o;; ist dabei der Spannungstensor, u; der Verschiebungsvektor, w die Dehnungsenergiedichte,
0;; ist das Kronecker-delta-Symbol, x; entspricht der lokalen Koordinatenachse, ¢ dem Risser-
weiterungsvektor, « dem Waremeausdehnungskoeffizienten , e?jdem Initialdehnungstensor, t; der
Belastung der Rissflanken, A dem Integrationsbereich, C' dem Bereich der belasteten Rissflanken.
Der Risserweiterungsvektor g zeigt in die Richtung der lokalen x-Achse. Entlang der Eckknoten,
welche auf der Kontur I' liegen, wird ¢ zu Null gesetzt. Fiir alle Knoten innerhalb der Kon-
tur, wird ¢ zum Einheitsvektor [8]. Die Kontur zur Bestimmung des J-Integrals wird durch die
Rissspitze festgelegt. In Abbildung 16 sind die ersten vier Konturen um die Rissspitze abgebildet.

Nach [1, S.296] lasst sich das J-Integral in ein Linien-Fléchenintegral umwandeln, hierfir wird
die von der Kontur T" umschlossene Fliache (in Abbildung 16 blau gekennzeichnet) in der Rech-
nung mitbetrachtet. Das Fliachenintegral bildet die Differenz zwischen dem inneren und dufleren

Pfad ab. Hierdurch wird das Integral wegunabhingig. Der Riss stumpft unter Belastung in der
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Abbildung 16: Konturen um die Rissspitze in ANSYS [4]

Rissspitze ab und der Riss wird zu einer Kerbe. Liegt die innere Kontur zu dicht an der Risss-
pitze, so wird das Wegintegral, durch die nun endlichen Werte im Spannungsfeld (Kerbwirkung

anstatt Rissspitze), wegabhingig. Dies ist in Abbildung 19 gut zu erkennen.

2.5.6 Numerische Bestimmung des Spannungsintensititsfaktors

In der LEBM (linear elastischen Bruchmechanik) lassen sich nach [9, S.22] tiber die Energiefrei-

setzungsrate die Spannungsintensitétsfaktoren in das J-Integral iiberfiihren. Es folgt der Zusam-

menhang
K? + K? 14+v
Jp =1 Vol I = K%, (2.126a)
KK
Jy = —2 IE/” (2.126h)
J3 =0 (2.126¢)

Mittels dem Superpositionsprinzip darf eine Rissbelastung in zwei getrennte Belastungen
((1D,2) zerlegt und getrennt berechnet werden. Um die Losung fiir das Gesamtsystem zu erhalten,

werden die Losungen der Teilsysteme addiert.
K — K"+ Kk (2.127)

Der Zusammenhang aus Gleichung (2.127) wird in Gleichung (2.126) eingesetzt. Dieser Zusam-
menhang wird ausgeklammert. Die einzelnen Summanden lassen sich wieder durch J darstellen.

Der gemischte Term [, wird als Interaktions-Integral bezeichnet.

= H(EDY + 1 (KP) + (&Y, (kD)) (2.128a)
-7,

Ty = LKD) + (K + (EWD, (KP)) (2.128b)
=1y ’

J3 =0 (2.128¢)
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Iy, folgt zu

(1) (@) | (D) 1 (2)
KVKY + KK 1
11:2( L 21 ]‘; 2kl I A ;”KE)IK}?I) (2.129a)
1) @) | (D) o (2)
KK + KK
Iy=—2—1 1 ; L B | (2.129b)
I3 =0 (2.129¢)

Durch eine geschickte Wahl des (2)-Systems werden die nicht benétigten Spannungsintensitéts-
faktoren zu Null bzw. Eins gesetzt, so dass in I; nur noch die zu bestimmende Spannungsintensitét

stehen bleibt. Nach dieser kann dann Gleichung (2.129) umgestellt werden.

In ANSYS ist das Interaktions-Integral (ohne Initial-Dehnung und Temperaturinderung)

nach [8] wie folgt implementiert.

Jv 4 [Uklgz?x@‘j — Oy Uk — Okjijy | AV
Js0qndS

Ip=— (2.130)

q; entspricht hierbei dem Risserweiterungsvektor. Die Tensoren mit #"* entsprechen dem Hilfs-

system (dem (?)-System).
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3 Modelle: Aufbau und Untersuchung

Im folgenden wird der Eigenanteil dieser Bachelorarbeit vorgestellt. Zunéchst wir das Modell der
CT-Probe vorgestellt und deren Konvergenz, jeweils fiir die Modellierung in APDL und in der
Workbench, belegt. Im Anschluss werden einige Untersuchungen vorgestellt, welche die Theorie
mit der Anwendung vergleichen. Danach wird das CT-Proben-Modell mit verschiedenen Bruch-
mechanischenmethoden berechnet und die Ergebnisse gegeniibergestellt. Dem nachfolgend wird
ein Modell mit mittigem Riss vorgestellt. Diese wurde ebenfalls einmal in APDL und einmal in
der Workbench modelliert. Zum Schluss wir diese ebenfalls noch nach verschiedenen Bruchme-

chanischenmethoden berechnet und die Berechnungsergebnisse werden ebenfalls verglichen.

3.1 Modellierung der CT-Probe in APDL

APDL seht fiir ANSYS Parametric Design Language und ist eine Programmiersprache, mit wel-
cher man in ANSYS-Classic Finite-Element-Modelle erstellen kann. In ANSYS-Classic miissen
zur Erstellung eines Modells alle Befehle einzeln eingegeben werden. Jeder Punkt und jede Un-
terteilung einer Linie zu Erstellung des Netzes wird manuell gesteuert. Dies hat den Vorteil, dass
der Modellierende sein Modell sehr gut kontrollieren kann. Des Weiteren sind in APDL mehr
Moglichkeiten, wie zum Beispiel die elasto-plastische bruchmechanische Berechnung, vorhanden
als in der Workbench.

3.1.1 Beschreibung des CT-Proben-Modells in APDL

In Anlehnung an eine CT-Probe (Compact Tension) wurde ein Modell erstellt. Die exakte Geome-
trie wurde nicht verwendet, da sich die Berechnung dieser nicht mit den analytischen Gleichungen
anndhern lésst. Des Weiteren sind die Rissflanken spannungsfrei, da sie sich frei verschieben kén-
nen. Die vorgenommene Anderung der Geometrie der Flanken sollte keinen signifikanten Einfluss
auf die Auswertung der Belastung der Rissspitze und der Plastifizierung des Ligamentes haben.
Die CT-Probe dient zur experimentellen Bestimmung der Bruchzéhigkeit. Der Riss entsteht erst
wahrend des Versuches. In dem FEM-Modell muss der Riss im Vorhinein vorhanden sein. Die

Rissflanken sind anndhernd spannungsfrei, da sich das Material dort verschieben kann.

ELEMENTS Ansys X
2023R1 y
] oV ?;Zzg 6, 35mm
p @ t=12,7mm
Miswagaat]
" : a :
¥ 30, 48mm
6,35mm TO, 001lmm
L)
8,225bmm
+ v
I \ < >
31, 75mm
(a) Vernetztes Modell (b) Skizze

Abbildung 17: Modell der CT-Probe

Aus Abbildung 17 lassen sich die Mafte des Modells entnehmen. Das Modell ist als Fliche
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(wahlweise als Schiebe oder Platte) aufgebaut worden. Der Riss liegt horizontal auf der halben
Hohe und hat die Lange a, welche variabel ist. Der Riss startet an der linken Kante und endet in
der Netzverfeinerung der Rissspitze, welche in Abbildung 17 durch die in konzentrischen Kreisen
angeordneten Elemente zu erkennen ist. Das Modell ist statisch bestimmt gelagert. Durch ein
Festlager an der unteren rechten Ecke ist die Bewegung in x- und y-Richtung gesperrt und durch

ein Loslager an der rechten oberen Ecke wird die Rotation um die z-Achse verhindert.

Bei dem Modell kénnen mehrere Eigenschaften variiert werden. Die Risslidnge, die Kraft, der
Spannungszustand und das Material. Bei den Materialeigenschaften kann eine linear-elastisches
und ein linear-elastisches-ideal-plastisches Verhalten eingestellt werden.

An diesem Modell werden alle folgenden Untersuchungen durchgefiihrt. Das Modell wurde APDL
(ANSYS Parametric Design Language) erstellt.

In Kapitel 2.5.4 wird beschrieben, dass der Mittelknoten fiir die elasto plastische Bruchmecha-
nik bei L/2 liegen muss. Diese Funktion ist in APDL nicht verfiighar. Auch das kollabierende
Viereckelement ist in APDL leider nicht implementiert. [10]

3.1.2 Konvergenz des CT-Proben-Modells in APDL

Da die FEM-Berechnung nur einer nummerischen Lésung entspricht und die Lésung von der Dis-
kretisierung des Modells abhéngig ist, muss die Konvergenz des Modells gepriift werden. Hierbei
wird die Elementkantenldnge, bzw. der Abstand der Knoten solange verringert bis das Ergebnis
der Berechnung nicht mehr vom Netz abhéngig ist.

Die unten stehende Konvergenzstudie (Tabelle 2 und Tabelle 3) untersucht den Einfluss der Kan-
tenldnge des Netzes und den Einfluss der Vernetzung der Rissspitze. Die Rissspitze ist mit Riss-
spitzenelementen vernetzt. Die Elementkantenlinge der Elemente, welche in erster und zweiter
Reihe um die Rissspitze angeordnet sind, wird direkt festgelegt und nicht automatisch vernetzt.
Der Ubersicht halber wird die Elementkantenlinge der ersten Elementreihe um die Rissspitze
im Folgenden mit EKL1 abgekiirzt und die Elementkantenlénge der zweiten Elementreihe mir
EKL2. Die Elementanzahl bzw. die Knotenanzahl variiert von Modell zu Modell, da mit der Ver-
dnderung der Rissspitze das Netz vollstindig neu erstellt werden muss. Eine alleinige Anderung
der Rissspitzenelemente wiirde zu einem unstrukturierten Netz fiihren, welches die Berechnung
von J beeinflussen wiirde.

In Tabelle 1 sind die Modellversionen zusammengefagsst. Die Globale Elementkantengrofe ist

hierbei nur eine prozentuale Angabe im Bezug auf das Ausgangsmodell (A).

Modell Ausgangsmodell (A) | (B) | (C) | (D) | (E) | (F)
Globale Elementgrofe 1 05 105105105105
EKL1 0,1 0,05 011]02]02]01
EKL2 0,5 02505 |05 1]03]0,1

Tabelle 1: Modellversionen fiir die Konvergenzstudie des CT-Proben-Modells

Um die Modelle vergleichen zu kénnen wurde in Tabelle 3 die relativen Abweichungen der
Spannungen, Verschiebungen und des J-Integrals im Bezug auf das Ausgangsmodell (Modell (A))

berechnet.
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(A) (B) (C) (D) (E) (F)
Anzahl Elemente |- 1349 4634 4413 4396 4489 4924
Anzahl Knoten [-] 4250 14209 13582 13505 13754 14989
Maximale Verschiebung | 0.044845 | 0.044894 | 0.04487 0.04484 0.04484 0.044905
(Vec Sum ) [mm]|
Maximale 204.103 217.024 204.414 206.778 208.07 216.895
Vergleichsspannung
(von Mises) [MPa
J [Tév—m} 0.83733 0.83768 0.83733 0.83658 0.83658 0.83791
Tabelle 2: Konvergenzstudie CT-Proben-Modell in APDL, absolute Grofien
Abweichung | Abweichung | Abweichung | Abweichung | Abweichung
(A) (B) [%] | (A) (C) [%] | (A) (D) [%] | (A) (E) [%] | (A) (F) [%]
Maximale Verschiebung | 0.11 0.06 -0.01 -0.01 0.13
(Vec Sum )
Maximale 6.33 0.15 1.31 1.94 6.27
Vergleichsspannung
(von Mises)
J 0.04 0.00 -0.09 -0.09 0.07

Tabelle 3: Konvergenzstudie CT-Proben-Modell in APDL, relative Abweichung

In der Konvergenzstudie zeigen sich deutliche Abweichungen der Spannungen. Dies ist auch
zu erwarten, da das Netz eine Singularitdt in der Rissspitze aufweist. Je feiner die Rissspitze
vernetzt ist, desto dichter liegen die Knoten an der Singularitdt und desto héher werden die
Spannungen. Modell (B) und (F) haben in der ersten Elementreihe um die Rissspitze die gleiche
Kantenléinge und ungefihr gleiche maximale Spannungen (vgl. Tabelle 2 und tabelle 3). Die Ele-
mentkantenlénge der zweiten Reihe ist bei den beiden Modellen deutlich unterschiedlich. Diese
beeinflusst die maximale Spannung nicht mafsgeblich.

Die maximale Verschiebung ist bei allen Modellen ungefdhr gleich und kann als konvergent be-
trachtet werden. Die maximale Verschiebung liegt an der Aufienkante des Modells, wo der Riss
beginnt und nicht an der Rissspitze, wo die gréfste Spannung vorliegt.

Die Bewertung des Modells, ob das Material versagt oder nicht, geschieht iiber die Plastifizie-
rung des Ligamentes und iiber das J-Integral. Da das J-Integral umabhéngig von der maximalen

Spannung in der Rissspitze konvergiert, kann das Modell als auskonvergiert bezeichnet werden.

3.2 Modellierung der CT-Probe in der Workbench

Im folgenden wird die Modellierung der CT-Probe in der Workbench vorgestellt. Die Worbench
ist ein Teil des Programms von ANSYS und ist fiir den Modellierenden leichter zu bedienen,
da dort ein Modellbaum vorhanden ist und alle Fingaben vorwiegend Geometrie basiert sind.
In der Workbench sind allerdings noch nicht alle Funktionen implementiert, welche in APDL
zur Verfiigung stehen. Die bruchmechanische Berechnung ist in der Workbensch nur mit linear

elastischen Materialien moglich. Des Weiteren muss der Korper mit Volumenelementen und der
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Methode Tetrahedrons vernetzt sein. Es kann also keine Scheibe oder Platte mit Riss simuliert

werden.

3.2.1 Beschreibung des CT-Proben-Modells in der Workbench

Das Modell ist als Volumenkorper ohne Riss modelliert. In Abbildung 18 ist das Netz des Modells
abgebildet. Die Belastungen wurden als Flachenlast auf die Zylindermantelflichen in positive
und negative y-Richtung aufgebracht. Die resultierende Kraft pro Zylindermantelfiiche betrégt
F = 4739N. Das Modell wurde auf den unteren Kanten gelagert, in dem die Verschiebungen der
Knoten auf der linken unteren Kante in x-,y- und z- Richtung gesperrt wurden. Die Verschie-

bungen der Konten auf der rechten unteren Kante wurden in x- und z-Richtung verhindert.

0,000 15,000 30,000 (rrrm)
L SSa—_—_— SSS—

7,500 22,500

Abbildung 18: Netz des CT-Proben-Modells in der Workbench

Die Dimensionen des CT-Proben-Modells entsprechen den gleichen aus dem Modell in Ka-
pitel 3.1.1. Der Riss wird in der Workbench als Flache eingebracht, welche den Riss darstellt
und somit die passende Geometrie und Lage im Bezug auf das Volumenmodell haben muss,
um den Riss abzubilden. Mit dem Fracture-Tool kénnen Fliche und Volumenkérper dem Riss
und dem Bauteil zugeordnet werden. Das Programm trennt dann automatisch den Volumen-
korper auf und definiert eigenstindig die Rissspitze. Die Rissspitze benétigt hier ebenfalls wie
in dem APDL-Code ein eigenes Koordinatensystem zur Berechnung der Rissspitzenbelastung.
Die Netzverfeinerung muss hindisch ebenfalls im Fracture-Tool eingestellt werden. Hier wird die
Elementkantenldnge der ersten Elementreihe um die Rissspitze festgelegt und die Wachstums-
rate, mit der die Elementkantenldnge nach aufsen hin gréfser werden soll. Ebenfalls 1dsst sich
hier noch die Grofe des Bereiches der Netzverfeinerung einstellen. Die Kantenldnge der Box der
Netzverfeinerung muss allerdings mindesten doppelt so grof sein wie die Rissldnge, wodurch das

gesamte Modell innerhalb der Netzverfeinerung liegt.

3.2.2 Konvergenz des CT-Proben-Modells in der Workbench

Im folgenden wurde die Konvergenz des Modells untersucht, um die Netzunabhéngigkeit der
Losung zu bestétigen. Da mit der Studentenlizenz von ANSYS modelliert wurde, ist die Kno-
tenanzahl auf 128.000 begrenzt. Modell (A) ist das Ausgangsmodell, dessen Konvergenz belegt
werden soll. EKL1 ist die Elementkantenldnge der ersten Elementreihe um die Rissspitze und die
Wachstumsrate gibt an, um welchen Faktor die Netzverfeinerung um die Rissspitze abnehmen

soll. Es wurden folgende Netzidnderungen untersucht:
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(A) EKL1 = 0,2 mm , Wachstumsrate = 1,4

(B) EKL1 = 0,1 mm , Wachstumsrate = 1,25

(C) EKL1 = 0,1 mm , Wachstumsrate = 1,4

(D) EKL1 = 0,2 mm , Wachstumsrate = 1,25

In Tabelle 4 sind die Ergebnisse dargestellt. Die relative Abweichung bezieht sich immer auf das

Ausgangsmodell (A). Eine Elementkantenédnderung des Gesamtnetzes wurde nicht vorgenommen,

da das gesamte CT-Proben-Modell innerhalb der Netzverfeinerung lag.

Absolute Groken rel. Abweichung zu (A) in [%]
(A) (B) (C) (D) || (A)(B) | (A)(C) | (A) (D)

Anzahl Elemente [-| 36515 | 88222 | 54609 | 51049 - - -
Anzahl Knoten [-] 53817 | 125617 | 79333 | 74012 - - -
Maximale 0,32656 | 0,32713 | 0,32704 | 0,32666 | 0,175 0,147 | 0,031
Verschiebung (Vec
Sum ) [mm]|
Maximale 928,2 | 1161,8 | 1304,2 | 811,33 25,167 40,509 12,59
Vergleichsspannung
(von Mises) |[MPa|
K1 [MPay/mm 769.19 | 7714 | 771.39 | 768.88 0,287 0,286 0,040

Tabelle 4: Konvergenz des CT-Proben-Modells in der Workbench

Es ist wie bei der Konvergenz im APDL-Modell deutlich zu erkennen, dass die Spannungen
nicht konvergieren. Aufgrund der Singularitét in der Rissspitze ist dies auch nicht zu erwarten.
Da die Verschiebungen und Spannungsintensitétsfaktoren allerdings auskonvergiert sind, kann

das Modell (A) als konvergent bezeichnet werden.

3.3 Untersuchung des CT-Proben-Modells in APDL

Im folgenden werden einige Untersuchungen an dem CT-Proben-Modell in APDL durchgefiihrt.
Zunichst wird die Wegabhéngigkeit des J-Integrals untersucht. Anschliefend wird ndher be-
trachtet, wie sich die Grofe der plastischen Zone auf das J-Integral auswirkt und ab wann eine
elasto-plastische Betrachtung notwendig ist. Zum Schluss werden noch die Gréfse und Form der

plastischen Zonen aus der Analytik mit der Numerik verglichen.

3.3.1 Wegabhiingigkeit des J-Integrals

Im Folgenden soll die Wahl der Kontur fiir die Berechnung des J-Integrals ndher untersucht
werden. In Kapitel 2.5.5 wird gezeigt wie das J-Integral nummerisch berechnet wird.

Es wird eine Scheibe modelliert, welche die Abmafe des Modells aus Kapitel 3.1.1 hat. Die
Risslénge a wird auf 20mm gesetzt. Die Streckgrenze des Modells betrégt 200M Pa. Die Scheibe
wurde mit drei verschiedenen Kraften zwischen 300 und 500 N belastet. Das errechnete J-Integral
wurde fiir die ersten 20 Konturen (Elementreihen) um die Rissspitze notiert und in Abbildung

19 {iber die Konturnummer aufgetragen.

37
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Abbildung 19: Abhéangigkeit des J-Integrals von der Kontur

Es zeigt sich, dass sich das J-Integral ab der dritten Kontur einem Wert annéhert. In Abbil-

dung 20 ist die absolute Anderung des J-Integrals von der i-ten zu (i + 1)-ten Kontur dargestellt.

Die Anderung zwischen den ersten drei Konturen ist verhiltnisméRig grof und wurde nicht mit

abgebildet, damit die kleineren Schwankungen der spéteren Konturen dargestellt werden konnen.

0.0200

0.0175

0.0150

Wegabhangikeit von der Anderung von

— F=500N
-—- F=400N
—-- F=300N

0 5 10 15
Nummer der Kontur [-]

Abbildung 20: Abhingigkeit der Anderung von J iiber die Kontur

20

Je grofser die angreifende Kraft ist, desto gréfer ist die plastische Zone. Das J-Integral nahert

sich einem Grenzwert an, sobald der Abstand um die Singularitdt in der Rissspitze grok genug

ist (siehe Kapitel 2.5.5). Je grofer die plastische Zone ist, desto grofer muss der Abstand der

Kontur zur Rissspitze gewahlt werden, damit das J-Integral verwendet werden kann. Fiir dieses
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Modell kann immer die letzte Kontur fiir die Bestimmung den J-Integrals gewdhlt werden. Die
Kontur darf auch durch die plastische Zone verlaufen und muss diese nicht komplett einliefsen,
da eine monotone Belastung vorliegt.

In Abbildung 21 sind exemplarisch die plastischen Dehnungen (nach von Mises) der Rissspitze
fiir die Kraft F' = 400N dargestellt.

J750E-07 . 10DE-06,
.8756-07 /

Abbildung 21: Plastifizierte Zone an der Rissspitze bei F' = 400N im ESZ

In Abbildung 21 ist zu erkennen, dass die plastische Zone erst von der 13-ten Kontur voll-
stindig umschlossen ist, die Anderung des J-Integrals in Abbildung 20 allerdings schon ab der
achten Kontur gegen Null geht.

Sobald die Kontur die ganze plastische Zone umschlieft, ist die Anderung des J-Interals meistens
nahe Null, wobei auch hier wieder vereinzelt Schwankungen auftreten.

Die Anderungen sind im Gesamten ab der dritten Kontur bei diesem Beispiel nur noch sehr
gering. In diesem Versuch lag die maximale Abweichung von der dritten bis zur letzten Kontur

bei unter einem Prozent.

3.3.2 Einfluss der plastischen Zone auf das J-Integral

Im folgenden wurde untersucht, wie sich die Grofe der plastischen Zone des Materials auf das J-
Integral auswirkt. Hierflir wurde das Modell, welches in Kapitel 3.1.1 beschrieben ist modifiziert
und eine Schleife implementiert. Die Schleife variiert die Streckgrenze des Materials zwischen 200
und 1000M Pa in 25M Pa Schritten. Fiir jeden Schritt wurde das J-Integral bestimmt und die
x-Koordinate des letzten plastifizierten Knotens des Ligamentes dokumentiert. Die x-Koordinate
des Knotens entspricht der Gréofse der plastischen Zone. Das Modell wurde im ESZ (Dicke = 1)
modelliert, da hier die plastische Zone deutlich gréfser ist und dadurch die Unterschiede leichter
zu detektieren sind. Die Simulation wurde fiir verschiedene Krafte und verschiedene Rissldngen
durchgefiihrt. Die Kraft variiert zwischen 200N und 800N und die Risslinge zwischen 10 und
20mm.

In Abbildung 22 sind die Ergebnisse der Simulation dargestellt. Auf der Abszisse ist das J-
Integral und auf der Ordinate die plastische Zone abgetragen. Die Datenpunkte auf der Abszisse
entsprechen der linear elastischen Losung. Da sich auf Grund der Diskretisierung des Modells

nicht bei jeder Streckgrenzendnderung auch die Grofie der plastischen Zone dndert, liegen einige
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Punkte tibereinander.

Einfluss der plastischen Zone auf das J-Integral

1 — a=15mm, F=600N
i — a=15mm,F=400N
1.0- ] " ----- a=20mm, F =400 N
: [ a=20mm,F=200N
! I —= a=10mm, F = 800N
0.8 \ i ,' ——- a=10mm, F = 600N
T ] :' | --— a=10mm, F=400N
g i I ,'
— 0.6 ! I
— ; ' |
S ] i |
<041 i I
1 1 |
H 1 1
: ! !
0.2 ! i |
| i ]
i ! I
0.0 - !
2 4 6 8 10
J [N/mm]

Abbildung 22: Einfluss der plastischen Zone auf das J-Integral

Es ist zu erkennen, dass die Grofe der plastischen Zone mit abnehmender Streckgrenze steigt.
Das J-Integral wird grofer je niedriger die Streckgrenze ist, da der Materialwiderstand kleiner
wird.

Um eine bessere FEinschitzung der Abweichung von der linear elastischen zur elasto plastischen
Losung treffen zu koénnen, wurde in Abbildung 23 noch einmal die Abweichung der J-Integrals
im Vergleich zur elastischen Losung iiber die Grofke der plastischen Zone aufgetragen.

Wenn eine Abweichung von 5% als zuléssig definiert wird (horizontale Gerade in Abbildung
23) so ist deutlich zu erkennen, dass die Groke der plastischen Zone fiir kleine Abweichungen des
J-Integrals primér von der Rissldnge definiert wird. Je lénger der Riss, desto kleiner muss die
plastische Zone sein, damit eine linear elastische Rechnung ausreichend wire und die Abweichung

vom J-Integral klein ist.
In dieser Simulation lag die zulissige Grofe der plastischen Zone zwischen 0,509mm bei a =

10mm. Je kleiner der Riss ist, desto dichter liegen die linear

20mm und 0,891mm bei a =
elastischen und die elasto plastischen Losungen aneinander. Dies ldsst sich auch in Abbildung 22

ablesen. Die gepunkteten Graphen (fiir a = 20mm) weisen eine deutlich stdrkere Kriimmung als
die gestrichelten Graphen (fiir a = 10mm) auf.

Das Spannungsfeld um die Rissspitze dndert sich signifikant, wenn der Materialwiderstand
durch eine verringerte Streckgrenze abnimmt. In Abbildung 24 sind die Vergleichsspannungen
nach von Mises dargestellt.

Das J-Integral stellt allerdings ein Maf der Belastung der Rissspitze dar. Die Spannungen
sind zwar auf Grund der Verfestigung unterschiedlich, die Materialbelastung im Gesamten aber
auf Grund der identischen Kraft gleich. Durch die Anderung der Streckgrenze wird der Mate-
rialwiderstand verdndert. Hierdurch kann die Grofe der plastischen Zone variiert werden. Das

Material an sich ist nicht mehr das gleiche, allerdings betrachtet das J-Integral nur die Materi-
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Prozentuale Abweichung des J-Integrals
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Abbildung 23: Einfluss der plastischen Zone auf das J-Integral

albelastung und nicht den Materialwiderstand. Deshalb sollte der Vergleich der J-Integrale trotz
Materialdnderung zuldssig sein.

Bei dem Vergleich der J-Integrale miissen noch die plastischen Dehnungen erwéhnt werden. Die
plastischen Dehnungen sind teilweise sehr hoch und physikalisch nicht mehr plausibel. Die Netz-
auftrennung ist fiir die elastol-plastische Berechnung nicht méglich, weshalb kein Abbruch der
plastischen Dehnung moglich ist und der Materialwiderstand bei zu grofen Belastungen nicht

mehr in die Realitét iibertragbar ist.

3.3.3 Form und Groéfse der plastischen Zone

In Kapitel 2.3.1 wurde beschrieben, wie in erster Niherung fiir das Kleinbereichsflieken die Grofe
und Form der plastischen Zone aussehen kénnte. Zur Erinnerung, das Kleinbereichsflielsen ist auf
einen Bereich beschrénkt, der deutlich kleiner als 0, 1a ist.
Fiir die Untersuchung der plastischen Zone wurde das Modell verwendet, welches in Kapitel 3.1.1
beschrieben wurde. Die Streckgrenze fiir das Modell betréagt 200M Pa, die Querkontraktionszahl
0,3 und die Risslinge 15mm. Das Modell wurde mit einer Gesamtlast von 300N belastet. Nach
Gleichung (2.46) und (2.50) lasst sich die Grenze der plastischen Zone berechnen. In Abbildung 25
ist die plastische Zone nach der analytischen Losung und nach der FEM-Losung dargestellt. Die
schwarze durchgezogene Linie entspricht der analytischen Losung. Fiir die FEM-Losung wurden
die plastischen Dehnungen nach von Mises am undeformierten Modell dargestellt. Die blauen
Elemente weisen eine Dehnung auf, welche kleiner als 1-107% ist. Die Dehnung in den grauen
Elementen ist grofer als 1- 1074, Der graue Bereich entspricht demnach der plastischen Zone.
In Abbildung 25a ist die plastische Zone fiir den ESZ und in Abbildung 25b die plastische Zo-
ne fiir den EVZ abgebildet. Um die plastischen Zonen analytisch zu berechnen, wird die jeweilige

Spannungsintensitit des vorliegenden Zustandes benotigt. Diese wurde mittels der FEM-Losung
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Abbildung 24: Vergleichsspannung nach von Mises an der Rissspitze

Plastische Zone ESZ Plastische Zone EVZ
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Abbildung 25: Vergleich der plastischen Zonen vom Kleinbereichsfliefsen analytisch und FEM

aus dem J-Integral bestimmt und nach Gleichung 3.1 in K;; umgerechnet. Es folgen die Span-
nungsintensititen von K%°% = 191,3M Pa/mm und K£VZ = 216,8M Pa~/mm.

Die Abbildung 25 zeigt deutlich, dass die Grofen und Formen der plastischen Zonen nicht
iibereinstimmen.
Fiir den ESZ ist die plastische Zone im Ligament in der Analytik zu klein. Auch die Risslén-
genkorrektur nach Irwin wire nicht ausreichend, um die Groke der plastischen Zone hinreichend
zu korrigieren. Die Form der FEM-Lésung der plastischen Zone weicht von der analytischen Be-
schreibung stark ab. Hier bestétigt die FEM-Lésung eher den Ansatz nach dem Dugdale-Modell,
dass das Material in einem Streifen um das Ligament herum plastifiziert (siehe [1, S.88]).
Die plastische Zone sollte nach der Analytik nierenférmig aussehen. Die plastische Zone gibt
dies in der FEM-Lésung nicht wieder, allerdings weist das Spannungsfeld, weit von der Risspitze
entfernt, wieder die Nierenform auf (vgl. Abbildung 24). Dies ist auch plausibel, da die Analy-

tik hier die Verfestigung des Materials nicht beriicksichtigt und die plastifizierte Zone nur vom
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Uberschreiten der Fliefgrenze bestimmt wird.

Die analytische Losung fiir den EVZ liegt dichter an der FEM-Losung. Die FEM-Lésung weist
eine grofere plastische Zone im Ligament auf. Dies liegt vermutlich an der Vernetzung, da die
erste Reihe der Elemente um die Rissspitze immer plastifiziert, da dort die Singularitét vorliegt.
Die Form der plastischen Zone weist leichte Unterschiede auf. Die Gestalt der Fliche mit der
mittigen Einschniirung ist in beiden Ldsungen vorhanden. Die plastische Zone der FEM-Ldsung

ist stdrker zum Ligament hin geneigt als es die analytische Lésung vorhersagen wiirde.

Die FEM-Lésungen liegen beide im Bereich des Kleinbereichsflielsens und sollten von der
Analytik nach Gleichung (2.46) und (2.50) beschreiben werden konnen. Die FEM-Rechnung
weicht hier von der analytischen Losung ab. Dies kénnte an der Vernetzung liegen oder an den
Dimensionen des Modells. Das Modell ist im Verhéltnis zu der Grofe des Risses sehr klein.
Mit einer hoheren Streckgrenze und kleineren plastischen Zonen &ndern sich die Formen der

plastischen Zone nicht signifikant.

3.4 Berechnung des CT-Proben-Modells

Um die verschiedenen Methoden zu vergleichen, wurden diese in den folgenden Kapiteln exem-

plarisch durchgerechnet.
e Linear elastische Betrachtung

— analytische Berechnung

— analytische Berechnung mit Korrektur nach Irwin fiir den ESZ und den EVZ
FEM-Berechnung in APDL

— FEM-Berechnung in der Workbench

e clasto plastische Betrachtung

— FAD mit FKM
— FAD mit FEM

Das Modell fiir die FEM-Berechnung wurde in Kapitel 3.1.1 beschrieben. In Quelle [11] sind
Versuche zur Anderung der Bruchzihigkeiten unter Korrosionseinfluss durchgefiihrt worden. In
dem Paper sind unter anderem auch die Bruchzéahigkeiten von den nicht korrodierten Proben
dokumentiert. Diese Versuche dienen als Referenzwert fiir die numerische und analytische Be-
rechnung des Modells.

Der Versuch zeigte beim Material AlI6061T6 mit einer Streckgrenze von R. = 294M Pa eine
Bruchzihigkeit von Ko = 714,67 M Pay/mm |11, Tab.4|. In [11, Fig.3| ldsst sich ablesen, dass
das Material ungefdhr eine Zugfestigkeit von 330M Pa aufweist. Des Weiteren zeigt das Dia-
gramm eine Bruchdehnung von 0, 55%. Typischerweise sollte die Bruchdehnung bei der Legierung
um den Faktor 10 bis 20 grofer sein. Nach [12] hat Al6061T6 ein E-Modul von E = 68.900M Pa
und eine Querkontraktionszahl von v = 0, 33. Die Zugfestigkeit und die Streckgrenze liegen bei
dem Material dicht beieinander. Die CT-Probe im Versuch hat eine Risslange von (der linken
Kante bis zur Rissspitze) a = 19,05mm. Die Rissinitiierung ist bei einer Kraft von F' = 4.739N

aufgetreten.
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Die Rissldnge a ist fiir die CT-Probe als Lange von Rissspitze bis Kraftwirkungslinie der an-
greifenden Kraft definiert. Im Allgemeinen bezeichnet a allerdings die gesamte Risslinge. Die
Grofe ¢ bezeichnet den Abstand von der linken Kante des Modells bis zur Wirkungslinie der an-
greifenden Kraft. Es wird vereinfacht angenommen, dass die Kriifte im Mittelpunkt des Kreises
angreifen und nicht auf dem Rand.

Fiir eine Vergleichbarkeit der linear elastischen und elasto plastischen Ergebnisse lasst sich
nach [7, S.17] das J-Integral in einen Spannungsintensititsfaktor umrechnen. Der Spannungsin-

tensitdtsfaktor aus der elasto plastischen Rechnung erhilt den Index J.

K2 E  fir ESZ
J=nR=—2L  mit E'= (3.1)
E L5 fir BEVZ

Je grofer die plastische Zone, desto grofer ist der Unterschied zwischen K7 und K 7. 7 ist eine
Konstante und hingt vom Spannungszustand, der Geometrie und dem Werkstoff ab. Nach |7,
S.54] darf n = 1,5 angenommen werden.

Die Bruchz#higkeit der CT-Probe lésst sich nach [13, S.149] und [11] durch

a
w_ {0,886+ 4,64(2) — 13,32(2)2 + 14, 72(L)3 — 5, 6(3)4] (3.2)
w w

F 2+ a a
K a)(3/2) w w
w

- T

bestimmen. Diese Gleichung ist eigentlich auf den Bereich (w —a) > 2,5(%:7)2 beschrénkt.

Diese Bedingung ist hier nicht erfiillt, da (w — a) = 12, 7mm < 2,5(%6‘3)2 = 14,8mm. Da in

[11] allerdings diese Formel zur Bestimmung von Ko verwendet wurde, wird diese hier dennoch
verwendet. Es folgt K1 ot -probe = 715.16 M Pa~/mm.

3.4.1 Linear elastische Betrachtung

Analytisch liegen nur die Spannungsintensititsfaktoren fiir reinen Zug oder reine Biegung vor. In
dem Modell liegt allerdings durch die exzentrische Kraft eine Normal- und eine Biegespannung
vor. Die Risslinge a entspricht hierbei der gesamten Risslénge. Sie geht von der linken Kante
bis zu Rissspitze und die Linge ¢ geht von der linken Kante bis zur Kraftwirkungslinie. Die

Nennspannungen lassen sich nach Gleichung (3.3) und (3.4) bestimmen.

F

O'N7Z:m (33)
F-(t—¢
O’N,B:% (3.4)
6

Es folgt o,z = 11,75M Pa und oy g = 21,15M Pa. Anschliefend werden nach Kapitel 2.2.2
Gleichung (2.39) bis Gleichung (2.42) die Spannungsintensitatsfaktoren fiir Modus I bestimmt.
Als Spannung o werden die jeweiligen Nennspannungen eingesetzt. Die Spannungsintensitaten fiir
reine Zugbelastung ergeben Ky 7,, = 310.7 M Pa+/mm und fiir reine Biegung folgt K Biegung =
267.1 M Pay/mm. Nach dem Superpositionsprinzip lassen sich die Spannungsintensitétsfaktoren
addieren. Die Gesamtbelastung der Rissspitze folgt zu K; = 577.7 M Pay/mm.

Dieses Ergebnis ist hier nur bedingt giiltig, da die Formeln fiir lange angerissene Bauteile giiltig
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sind, bei denen der Riss im Vergleich zu den Bauteilabmessungen klein ist. Des Weiteren wurde

die Plastifizierung des Materials nicht beriicksichtigt.

Um die Rissléngenkorrektur nach Irwin (siehe Kapitel 2.3.2) anzuwenden, wird die Gréfse der
plastischen Zone mit Gleichung (2.56) berechnet. Fiir den ESZ folgt die Groke der plastischen

Zone fiir die Zugbelastung rgﬁzzug = 0.131mm und fiir die Biegebelastung rgﬁéiegung = 0.178mm.
Fiir den EVZ folgt r[]?fzzug = 0.015mm und r;:l%%iegung = 0.021mm. Der Riss wird um die Gréfe

der plastischen Zone erweitert. Da durch die Uberlagerung der beiden Zustinde zwei Risslingen-
erweiterungen vorhanden sind, wird die konservative Annahme getroffen, dass auch diese addiert
werden. Die effektive Rissldnge betrdgt dann fiir den ESZ agf%z = 19,359mm und fiir den EVZ

agf}/ Z = 19,086mm. Die Spannungsintensititsfaktoren fiir die effektive Risslinge werden nach

dem gleichen Schema mit wie oben bestimmt, nur dass anstelle von a aeg eingesetzt wird.

Es folgen die Spannungsintensitéten Ky o zug = 385.4 M Pay/mmund Kr e Biegung = 322.5 M Pa/mm
fir den ESZ und Kjefizug = 369,6 M Pay/mm und Kj e Biegung = 312,0 M Pay/mm fiir den

EVZ. Diese werden wieder addiert und es ergeben sich die Spannungintensitédtsfaktoren von

Kr e = 707,95 M Pay/mm fiir den ESZ und K7y e = 981,6 M Pay/mm fiir den EVZ.

In der linear elastischen FEM-Berechnung fiir den ESZ in APDL ergibt sich der Sapnnungs-
intensitétsfaktor von K = 712.77M Pa+/mm und ein J-Integral von 7.3745%. Die Auslastung
der Rissspitze betrigt 99, 7%. Fiir den EVZ wird ebenfalls ein Spannungsintensitatsfaktor von
K; = 712.77M Pa+/mm errechnet. Die J-Integrale hingegen unterscheiden sich. Das J-Integral
fiir dem EVZ betriagt J = 6.7108%. Die Umrechnung zwischen J und Kj nach Gleichung 3.1
weicht hier um 2% von der APDL-Berechnung ab.

In der Workbench wurde ein Volumenmodell berechnet und kein Flichenmodell, wie in den
obigen Betrachtungen. Die Ergebnisse sind deshalb nur bedingt vergleichbar. Bei der Auswertung
wird ein Pfad in die Rissspitze in positive z-Richtung gelegt. Fiir jeden Knoten auf dem Pfad
wird die Spannungsintensitit iiber 6 Konturen bestimmt. In Abbildung 26 ist das Diagramm
abgebildet. Es ist deutlich zu erkennen, dass die Spannungsintensitit in der Mitte des Modells
zunimmt. Die Maximale Spannungsintensitéit betrigt K; = 769, 19M Pa\/mm.

0,

[MPa-mm*(0.5)]

560,
533,43

2,5 5, 7.5 10, 12,7

[mm]

Abbildung 26: Kj-Verlauf iiber den Pfad des CT-Proben-Modells in der Workbench

Die Auswertung des J-Integrals wird analog durchgefiihrt. Auch hierfiir l&sst sich ein Diagramm
erstellen. Dieses weist allerdings den gleichen Verlauf auf, weshalb es hier weggelassen wurde.
Das maximale J-Integral liegt wieder in der Mitte des Pfades und betrégt J =7, 6752%.

Das J-Integral und die Spannungsintensitit lassen sich nach 3.1 mit dem EVZ ineinander um-

rechnen.
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3.4.2 Elasto plastische Betrachtung

Nach [7, S.220] (der FKM-Richtlinie) wird die Spannungsintensitét durch

K = (Fpnom + Fyop)Vma (3.5)
mit
0,857 + 0,265\
F, =0,265(1 — \)* + = ’ 3.6
und
2 TA oo mAN4 A
Fy =/ = tan(5) [0, 923 + 0,199 (1 - sm(7)> } sec( ) (3.7)
berechnet. A ist definiert als
a
A= — 3.8
t (38)

wobei a der Risstiefe der angerissenen Scheibe entspricht und ¢ der Breite der Scheibe. Fiir
0 < X\ <1 ist der Fehler in F,, unter 2% und der Fehler F}, unter 3%. Die Formeln sind nur fiir
den Bereich 0 < A < 1 giiltig.

Der Plastifizierungsgrad des Ligamentes wird fiir den Giiltigkeitsbereich 0 < A < 1 nach

Ao+ GV Qom + F)2 4 (1 - V202,
T (1 - M)2R,

(3.9)

bestimmt.

Fir das konkrete Modell erhélt man eine Spannungsintensitit von K; = 676.4M Pay/mm
und einen Plastifizierungsgrad von L, = 0.616. Mit der Materialbruchzihigkeit von Kj. =
714.67M Pa+/mm folgt K, = ff—}’c = 0.946. Nach Gleichung (2.79) folgt die maximal zul#ssi-
ge Spannungsintensitét fiir den vorliegenden Plastifizierungsgrad zu Kj i = 653.7M Pay/mm.
Das Bauteil wiirde nach der FKM-Richtlinie der Belastung nicht standhalten. Dieses Ergebnis ist
zu erwarten, da das Material bei der vorgegeben Belastung versagen muss. In Abbildung 27 ist
die Grenzkurve der FKM-Richtlinie nach Kapitel 2.4.3 gestrichelt dargestellt. Der Stern ist der
Arbeitspunkt nach der FKM-Richtlinie. Es ist zu erkennen, dass der Arbeitspunkt sehr dicht an

der Grenzkurve liegt und die FKM-Richtlinie das Materialverhalten im Versuch gut beschreibt.

Nach der FEM-Berechnung betrégt das J-Integral J = 8,6263% fiir die elasto plastische
Rechnung im ESZ. Nach Gleichung (3.1) (ESZ) folgt Kj; = 770,9M Pa+/mm. Die plastische
Grenzlast fiir das Modell betrégt Fr, = 8.450N. Der Plastifizierungsgrad betriagt S, = 0,561
und die normierte Spannungsintensitit K, = 1,076. Die zulissige Grenzbelastung der Rissspitze
betrigt nach dem Fad-Diagramm fiir den Arbeitspunkt K, = 662,2M Pay/mm. In Abbildung
27 ist der Arbeitspunkt nach der FEM-Berechnung fiir den ESZ als Dreieck dargestellt und die
analytische Grenzkurve als durchgezogene Linie.

Fiir den EVZ wird ein J-Integral von J = 6, 9219% berechnet und ist somit deutlich kleiner als
das J-Integrals des ESZ. Nach Gleichung (3.1) folgt K ;r = 731,6M Pay/mm. Die vollplastische
Traglast ist bei F, = 12.000N erreicht. Die Auslastung des Ligamentes betrigt somit 39, 5% und
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FAD-Diagramm

A
1.0 i
0.8+
= 0.61
2
0.44 — Grenzkurve Analytisch
---- Grenzkurve FKM \
021 4 Arbeitspunkt APDL ESZ
+  Arbeitspunkt APDL EVZ
00l * Arbeitspunkt FKM
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sr[=1bzw. L/L® [-]

Abbildung 27: Einordnung der Arbeitspunkte in das FAD-Diagramm

der Plastifizierungsgrad S, = 0,395. Die zuldssige Grenzbelastung nach dem FAD-Diagramm
betragt K,y = 690,4M Pa\/mm. Die Auslastung der Rissspitze folgt zu 106,0%. Auch bei der
FEM-Berechnung ist das Bauteil {iberlastet. Hier allerdngs deutlich stirker als in der FKM-
Berechnung. Die FEM-Berechnung beschreibt das Werkstoffverhalten hier schlechter.

3.4.3 Gegeniiberstellung der Ergebnisse

Die Ergebnisse zwischen der linear elastischen und elasto plastischen Rechnung weisen teilweise
erhebliche Unterschiede auf. Bei einer Belastung von F' = 4.739N beginnt die Rissinitiierung
und das Bauteil versagt.

Aus dem Versuch geht K; = 714,6M Pay/mm hervor. Dies dient als Referenzwert fiir die Be-
rechnungen. In Tabelle 5 sind die Ergebnisse der Berechnung aufgelistet. Fiir die EPBM wird aus
J Kjr nach Gleichung 3.1 bestimmt. Die Auswertung und der Vergleich erfolgen nur iiber die
Spannungsintensititen, da kein Jj. als Vergleichswert vorhanden ist. Eine Bestimmung von Jy,.
durch Kj. mittels Gleichung (3.1) ist nicht zweckméfig, da sich die Auslastungen dann immer

die Potenz 0,5 voneinander unterschieden.

K? Ky VEJ J
Jre = —¢ und K;; = VEJ = ag = = =/ — 3.10
i 7 und Ky ax =7~ BT \/ 7 (3.10)

Bei der rein linear elastischen Berechnung weichen die Spannungsintensitidten um ca. 19, 8%

von der im Versuch bestimmten Spannungsintensitdt ab. Eine linear elastische Rechnung wiirde
also einen deutlich zu grofsen Materialwiderstand bestimmen.

Mit der linear elastischen Rechnung und der Risslingenkorrektur nach Irwin werden die Span-
nungsintensitéten sehr viel besser abgeschétzt. Hier ergeben sich Abweichungen von 1 bis 5 %.
Die FEM-Berechnung in APDL ergibt ebenfalls eine sehr gute Ubereinstimmung mit dem Span-
nungintensitéitsfaktor aus dem Versuch. Die Abweichung betrigt hier lediglich 0,3%. Die Span-
nungsintensititsfaktoren des ESZ und des EVZ stimmen in der APDL-Berechnung iiberein, die
J-Integrale allerdings nicht. Nach Gleichung (3.1) lassen sich die Grofen des ESZ ineinander
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Vorhandene Belastung der Rissspitze Auslastung des

Methode Ligaments [%)]
K; [MPay/mm J 2] Auslastung [%]

Versuch 714,6 - 100 -

Analytisch LE 5777 - 80,8 -

Analytisch LE mit 708,0 - 99,1 -

Korrektur nach Irwin

ESZ

Analytisch LE mit 681,6 - 95,3 -

Korrektur nach Irwin

EVZ

APDL LE ESZ 712,77 7,3745 99,7 -

APDL LE EVZ 712,77 6,7108 99,7 -

Workbench LE 769,19 7,6752 107,6 -

FKM EP 676,4 - 103,5 58,0

APDL EP ESZ 770,95 8,6265 116,4 56,1

APDL EP EVZ 731,57 6,9219 106.0 39,5

Tabelle 5: Gegeniiberstellung der Ergebnisse der verschiedenen Berechnungsmethoden

umrechnen. Fiir den EVZ weichen die Groken in der Umrechnung um ca. 2% von der APDL

Lésung ab.

Das Volumenmodell in der Workbench fiihrt zu einer deutlichen Uberschitzung der Span-
nungsintensitit. Hier liegen die maximalen Auslastungen bei 107,6% und 116,2%. Die Umrech-
nung zwischen K5 und dem J-Integral erfolgt iiber den EVZ und nicht {iber den ESZ wie beim
Modell in APDL. Der Unterschied zwischen Modellen liegt wahrscheinlich in der Art der Model-
lierung, da sich ein 2D- und ein 3D-Modell nicht direkt vergleichen lassen.

Die elasto plastische Betrachtung nach der FKM-Richtlinie stimmt ebenfalls sehr gut dem
Versuch iiberein. Hier wird zusétzlich noch eine Aussage iiber die Belastung des Ligamentes ge-
troffen. Da keine Messdaten zur Plastifizierung des Ligamentes vorliegen, kann die Auslastung
nicht verifiziert oder vergleichen werden. Die Auslastungen in Tabelle 5 beziehen sich, bei den
elasto plastischen Berechnungen, auf die zuldssige Bruchzdhigkeit fiir den jeweiligen Plastifizie-

rungsgrad.

Bei der elasto plastischen Berechnung nach der FKM-Richtlinie betridgt die zuléssige Bruch-
zéhigkeit fiir den Plastifizierungsgrad von L, = 0,616 bei K7,y = 653, 74M Pay/mm. Mit der
vorhanden Spannungsintensitit von K; = 676,4M Pa/mm unterschitzt die FKM-Richtlinie
den Werkstoffwiderstand leicht, was bei konservativen Annahmen vorteilhaft ist.

Die FEM-Berechnung fiir den ESZ mit linear elastischem ideal plastischem Materialmodell

weicht in den Ergebnissen deutlich von dem Versuch ab. Nach der analytischen Lésung fiir
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das FAD-Diagramm, liegt die zuldssige Spannungsintensitit fiir den Plastifizierungsgrad von
Sy = 0,561 bei K,y = 662,25M Pay/mm. Mit der vorhanden Spannungsintensitét von K ;5 =
770,95M Pa/mm folgt eine Auslastung der Rissspitze von 116,4%. Allerdings ist auch hier die
Unterschitzung des Werkstoffwiderstandes von Vorteil, wenn konservative Annahmen getrof-
fen werden. Die Groke der plastischen Zone betrdgt hier 1,605mm und die Risslénge betragt
19, 05mm nach Kapitel 3.3.2 bestétigt sich auch hier die Annahme, dass das J-Integal von der
linear elastischen zur elasto plastischen Rechnung um mehr als 5% abweicht.

Fiir den EVZ ist die Belastung des Ligamentes und der Rissspitze deutlich geringer als fiir den
ESZ.

Im Gesamten ist die FKM-Richtlinie die fiir die praktische Anwendung beste Berechnung, da
diese sehr dicht an der im Versuch gemessene Bruchzéhigkeit heran kommt. Des Weiteren trifft
die FKM-Richtlinie Aussagen nicht nur iiber die Spannungsintensitit an der Rissspitze, sondern
auch iiber die Ligamentplastifizierung. Die FKM-Richtlinie ist dariiber hinaus auch sehr einfach
in der Anwendung und verursacht einen verhéltnisméfig geringeren Aufwand im Vergleich zur
FEM-Berechnung.

3.5 Modellierung der Scheibe mit mittigem Riss

In den folgenden beiden Unterpunkten wird zunéchst das Modell der Scheibe mit mittigem Riss
vorgestellt und anschliefend die Konvergenz des vorgestellten Modells belegt. Die Vor- und Nach-
teile der Modellierung in APDL sind in Kapitel 3.1 und Kapitel 3.2 dargelegt.

Die Scheibe wird auf der unteren Kante eingespannt und an der oberen Kante mit einer Zugkraft
von F' = 300.000N belastet. Die Scheibe hat die Héohe 2h = 300mm, die Breite 2b = 200mm und
die Dicke t = 10mm. Der Riss liegt genau in der Mitte der Scheibe, senkrecht zur Belastungs-
richtung. Der Riss hat die Linge 2a = 10mm und geht {iber die gesamte Dicke der Scheibe.
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3.5.1 Beschreibung des Modells der Scheibe mit mittigem Riss in APDL

In Abbildung 28 ist das Netz der FEM-Berechnung mit den Randbedingungen dargestellt. Die
Gesamtkraft wurde auf die einzelnen Knoten der oberen Kante aufgeteilt. Die Verschiebungen der
Knoten der unteren Kante wurde in x- und y- Richtung gesperrt. Die einzelnen Dimensionen sind
aus Kapitel 3.5 zu entnehmen. Alle Einzelheiten kénnen aus dem Code im Anhang B entnommen
werden.

Ansys

2024 R1
STUDENT

Abbildung 28: Modell der Scheibe mit mittigem Riss in APDL

Der Riss hat eine Hohe von 0, 01mm. Die Enden des Risses sind mit den Rissspitzenelementen
vernetzt. Die Bereiche um die Rissspitzen wurden auferdem mit konzentrischen Kreisen vernetzt,
damit das J-Integral bestimmt werden kann. Zur Bestimmung des J-Integrals wurden auferdem
noch lokale Koordinatensysteme in die Rissspitzen gelegt. Die lokale 1-Achse entspricht der Ris-
serweiterungsrichtung.

Das Ligament wurde als Linie fiir die Vernetzung vordefiniert, um es angemessen auswerten zu

kénnen.

3.5.2 Konvergenz des Modells der Scheibe mit mittigem Riss in APDL

Aufgrund der Linienlast an der oberen Kante und der Einspannung an der unteren Kante liegen
in dem Modell Singularitdten vor. Aufgrund dieser Singularitdten konnen die Spannungen und
Verschiebungen in den Ecken des Modells nicht konvergieren. Um dieses Problem zu umgehen,
wurden diese Stellen von der Betrachtung der Konvergenz ausgeschlossen. Die Vergleichsspan-
nung und die Verschiebungen in Tabelle 7 und die Abweichungen in Tabelle 8 beziehen sich nur
auf die Spannungen am dufsersten Punkt des linken Ligamentes.

In den Rissspitzen liegen ebenfalls Singularititen vor.

Die Gesamtbelastungen waren immer identisch, allerdings ist das Ergebnis von der Anzahl der

Knoten np abhingig, auf welche die Gesamtkraft verteilt wurde.
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In Tabelle 6 sind die Modellversionen aufgelistet. Die Globale Elementgrofse bezieht sich auf die

Abweichung zum Ausgangsmodell.

Modell Ausgangsmodell (A) | (B) | (C) | (D) | (E) | (F)
Globale Elementgrofe 1 1 05 | 0,5 | 0,5 1

-]

EKL1 |mm]| 0,1 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05
EKL2 [mm]| 0,5 05 ] 05 | 05 |025]0,25
ne || A1 A1 | 41 | 81 | 41 | 41

Tabelle 6: Modellversionen fiir die Konvergenzstudie des Scheiben-Modells mit mittigem Riss

(A) (B) (C) (D) (E) (F)
Anzahl Elemente [-] 2422 2566 4627 5186 4730 2669
Anzahl Knoten [-] 7386 7830 14119 15816 14382 8093
Maximale Verschiebung | 0,30278 0,30278 0,30289 0,30297 0,30289 0,30278
(Vec Sum ) [mm]
Maximale 130,1 130,1 130,1 129,83 130,1 130,1
Vergleichsspannung
(von Mises) [MPa]
J AL 5.0135 5.0171 5.0167 5.0432 5.0107 5.0172

Tabelle 7: Konvergenzstudie des Modells der Scheibe mit mittigem Riss in APDL, absolute

Grofen
Abweichung | Abweichung | Abweichung | Abweichung | Abweichung
(A) (B) [%] | (A) (C) [%] | (A) (D) [%] | (A) (E) [%] | (A) (F) [%]
Maximale Verschiebung 0,000 0,036 0,063 0,036 0,000
(Vec Sum )
Maximale 0.000 0.000 0.208 0.000 0.000
Vergleichsspannung
(von Mises)
J 0,072 0,064 0,592 0,056 0,074

Tabelle 8: Konvergenzstudie des Modells der Scheibe mit mittigem Riss in APDL, relative Ab-

weichung

In den Tabellen 7 und 8 ist deutlich zu erkennen, dass die maximale Spannung am linken

Ende des Ligamentes netzunabhingig ist und sich weder durch Anderung von ny noch durch die

Anderung der Elementkantenlinge fndert. Die Rissspitzenbelastung ist ebenfalls konvergent, da

ihre Abweichungen bei verschiedenen Rissspitzenkonfigurationen sehr klein sind (vgl. Tabelle 8).

Es zeigt sich, dass die Anderung in der Netzverfeinerung der Rissspitze nur Auswirkungen auf

die Rissspitzenbelastung haben und die Anderungen im gesamten Netz nur Auswirkungen auf

die Spannungen in der Scheibe haben.
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3.5.3 Beschreibung des Modells der Scheibe mit mittigem Riss in der Workbench

Das Modell wurde in der Workbench als Volumenmodell erstellt. Der Kérper wurde wieder oh-
ne Riss modelliert und der Riss nachtrédglich durch ein Flachenmodell eingebracht. Das lokale
Koordinatensystem fiir die Berechnung der Rissspitzenbelastung wurde in die Mitte der Fléche
gelegt. Die Box, welche den Bereich der Netzverfeinerung eingrenzt, ist wiirfelférmig und hat
eine Kantenldnge von 20mm. Die EKL1 um die Rissspitze hat eine Kantenldnge von 0, 3mm, die
Wachstumsrate der Elementkantenldngen betrigt 1,2. Das globale Netz hat eine Elementkanten-

lange von 15mm. In Abbildung 29 ist das Netz dargestellt.

000 15000 300,00 (e
L~ EEaSaaaa— S

75,00 125,00

Abbildung 29: Netz der Scheibe mit mittigem Riss als Volumenmodell in der Workbench

Die Dimensionen sind aus Kapitel 3.5 zu entnehmen. Die Lagerung erfolgt bei dem Mo-
dell iiber die Einspannung an der unteren Fliche. Die Kraft wurde auf der oberen Fliche als
Flachenlast aufgebracht.

3.5.4 Konvergenz des Modells der Scheibe mit mittigem Riss in der Workbench

Eine automatische Konvergenz ist in rissbehafteten Modellen nicht moglich. Deshalb wurde das
Netz hindisch verfeinert. Aufgrund der Singularitdten in der Rissspitze und bei der Einspannung
ist auch hier keine Konvergenz der Spannungen zu erwarten. Es wurden folgende Netzkonfigura-

tion untersucht. Modell (A) ist hierbei das Ausgangsmodell.
(A) globale Elementgrofe = 15 mm ; Wachstumsrate = 1,2 ; EKL1 = 0,3
(B) globale Elementgrofe = 15 mm ; Wachstumsrate = 1,4 ; EKL1 = 0,1
(C) globale Elementgrofe = 15 mm ; Wachstumsrate = 1,4 ; EKL1 = 0,3
(D) globale Elementgrofe = 7 mm ; Wachstumsrate = 1,2 ; EKL1 = 0,3

In Tabelle 9 sind die Ergebnisse der Konvergenzstudie aufgelistet. Die Abweichungen beziehen

sich auf das Ausgangsmodell (A).
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Absolute Grofken rel. Abweichung zu (A) in [%]

(A) (B) (©) (D) || (A)(B) | (A)(C) | (A) (D)

Anzahl Elemente |- 66203 | 71432 | 26501 89718 - - -

Anzahl Knoten [-] 45915 | 49489 17555 | 60152 - - -

Maximale 0,6508 | 0,9508 | 0,6508 0,651 0,001 0,000 0,072
Verschiebung (Vec

Sum ) [mm]

Maximale 927,563 | 1482,6 | 941,01 | 717,05 60,843 1,453 22,693
Vergleichsspannung
(von Mises) [MPa|

K; [MPa\/mm] 641,99 | 642,39 | 641,45 | 640,65 || 0,062 0,084 0,209

Tabelle 9: Konvergenz des Scheibenmodells mit mittigem Riss in der Workbench

Es ist gut zu erkennen, dass genau wie im APDL-Modell die maximale Spannung von der
Singularitdt in der Rissspitze abhéngig ist. Je kleiner die Kantenlingen der Elemente um die
Rissspitze, desto grofer wird die maximale Spannung. Die maximale Spannung ist allerdings
kein auswertbarer Parameter der Rissspitze. In der Rissspitze wird die Belastung iiber den Span-
nungintensitdtsfaktor K definiert. Die Spannungsintensitit konvergiert, wie in Tabelle 9 deutlich
zu erkennen ist. Die Verschiebungen konvergieren ebenfalls, weshalb dieses Modell als konvergent

betrachtet werden kann.

3.6 Berechnung der Scheibe mit mittigem Riss

Im Folgenden sollen die einzelnen Berechnungsmethoden vorgestellt und im Anschluss vergli-
chen werden. Zun#chst wir die linear elastische Berechnung beschrieben und danach die elasto-
plastische Berechnung. Die linear elastische Berechnung umfasst die analytische Berechnung, die
Berechnung mit der Rissléngenkorrektur nach Irwin und linaer elastische APDL-Berechnung und
die linear elastische Berechnung in der Workbench. Die elasto-plastische Berechnung umfasst die
Analyse nach der FKM-Richtlinie und der elasto-plastischen APDL-Berechnung.

Das Modell ist symmetrisch, weshalb keine Biegespannung vorliegt. Die Ergebnisse fiir die Riss-
spitze sind aufgrund der Symmetrie ebenfalls die gleichen und werden deshalb immer nur einmal
aufgefiihrt.

Die Dimensionen des Modell sind aus Kapitel 3.5 iibernommen. Die Materialparameter sind die
gleichen wie bei dem CT-Proben-Modell in Kapitel 3.4. Die Streckgrenze betrigt op = R, =
294M Pa, die Zugfestigkeit betragt R, = 330M Pa, das E-Modul ist £ = 68.900M Pa gro® und
die Querkontraktionszahl betriagt v = 0, 33. Die Bruchzéhigkeit betragt K = 714, 67M Pa+/mm.
Mit der gegebenen Belastung von F' = 300.000N auf reinen Zug folgt nach

F

= (3.11)

On
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eine Spannung von o, = 150M Pa. Mit dieser Spannung kénnen die Spannungsintensititen fiir
die LEBM und die EPBM an der Rissspitze bestimmt werden.

3.6.1 Linear elastische Betrachtung

Nach [2, S.86] berechnet sich der Spannungsintensititsfaktor durch

Kr = oy/ma F(%) (3.12)

mit dem Geometriefaktor

F, — 170,025(a/b)" +0,06(a/b)* (3.13)

cos (%)
Mit der Breite b = 100mm und das Risslinge a = 5mm folgt F; = 1.0015 und somit K; =
594, 5M Pa+/mm fir die analytische Lisung.

Mit den Gleichungen nach Kapitel 2.3.2 werden die Groken der plastischen Zonen bestimmt.
Fir den ESZ folgt die Gréfke der plastischen Zone zu rﬁsz = 0.6508mm. Die effektive Span-
nungsintensitit betrégt Kffﬂz = 632,00M Pa~/mm.

Fiir den EVZ folgt die Grofe der plastischen Zone zu rﬁvz = 0.2169mm. Die effektive Span-
nungsintensitit betrégt ngfz = 607.26 M Pa/mm.

Mit dem FEM-Modell mit dem ESZ, welches in APDL erstellt wurde, wurde der Spannungs-
intensitatsfaktor von K; = 600.3M Pay/mm und ein J-Integral von J = 5.2319% bestimmt.
Die Auslastung fiir die Spannungsintensitat betragt 84,00%. Die Auslastung fiir das J-Integral
kann nicht bestimmt werden, da der Referenzwert aus dem Versuch nicht vorliegt. Eine Umrech-
nung nach Gleichung 3.1 ist nach der Argumentation in Kapitel 3.4 nicht zielfiihrend.
Das APDL-FEM-Modell im EVZ bestimmt einen Spannungsintensitasfaktor von K; = 603.55M Pa+/mm
und ist somit kleiner als der im ESZ. Die Auslastung des Modells betragt 84.45%. Das J-Integral
betrigt J = 4.8127% und ist kleiner als das des ESZ.

In der Workbench ist das Modell ein Volumenmodell und kein Flichenmodell, wodurch die
Ergebnisse nur schlecht miteinander verglichen werden koénnen. In Abbildung 30 ist der Kj-
Verlauf iiber die rechte Rissspitze dargestellt. Der Maximalwert betragt K; = 641.88M Pa+/mm.
Die Auslastung betriagt 89.81%. Der Verlauf des J-Integrals {iber die Rissspitze ist analog zu dem

des Spannungsintensitatsfaktors. Der maximale Wert des J-Integrals liegt bei J = 5.318%.
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Abbildung 30: K7-Verlauf {iber den Pfand des Scheibenmodells mit mittigem Riss in der Work-
bench

3.6.2 Elasto-plastische Betrachtung

Nach der FKM-Richtlinie |7, S.218] lautet die Spannungsintensitét fiir die Scheibe mit mittigem

Riss

K = (Fpnom £ Fyop)Vma (3.14)

1 2a
E, = 1— 0,5\ +0,32622) und A = —~ wobei 0 < A < 1 3.15
i ) £ (3.15)

t entspricht hierbei der Breite b. Da hier keine Biegespannung vorliegt, folgt o, = 0. Der Plasti-

fizierungsgrad berechnet sich fiir die reine Zugbelastung fiir den ESZ nach

Om

L, =—" _ 3.16
(I -=XNRe (3.16)
und fiir den EVZ folgt
\/gam
L= ——7— 1
30— \R. (3:17)

Die Grenzkurve und alle weiteren Groken berechnen sich wie im Kapitel 2.4.3 beschrieben. Es
folgt der Spannungsintensitatsfaktor K = 595.2M Pay/mm. L"** errechnet sich zu 1.06. Fiir
den ESZ betrigt K, = 0,9339 und L, = 0,5371. Die zuldssige Bruchzihigkeit nimmt ab und
betrigt noch Kj. = 667,47M Pay/mm. Die Auslastung der Rissspitze ergibt sich zu 89, 17% und
die des Ligamentes zu 50.61%.

Fir den EVZ bleibt der Spannungsintensititfaktor gleich. Mit einem Plastifizierunggrad des Liga-
mentes von L, = 0.4651 folgt die zulédssige Bruchzdhigkeit des Material zu K. = 678.61M Pa+/mm.
Die Auslastung der Rissspitze betrigt 87.71% und die Auslastung des Ligamentes 43.83%. Die
Belastungen fiir den EVZ sind etwas geringer als die des ESZ.

In dem APDL-Modell im ESZ wird ein J-Integral von J = 5.7266-2- errechnet. Wird dieses

nach Gleichung (3.1) in K j; umgerechnet, folgt Kj; = 628, 14M Pa\/mm und somit eine Aus-
lastung der Rissspitze von 87.89%.
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Die Ligamentauslastung lisst sich fiir diese Modell nicht numerisch bestimmen, da das Material
aufgrund der reinen Zugbelastung schlagartig versagt, sobald die Streckgrenze im Ligament er-
reicht wird. Mit der Modifikation, dass das Tangentenmodul auf 90 MPa gesetzt wird, wird das
Modell numerisch stabiler und es ldsst sich eine vollplastische Traglast ermitteln. Damit die Ele-
mente nicht zu stark verzerrt sind, werden die Linien der Oberen Seitenkanten (vom Lastangriff
bis zum Ligament) 30 Teile unterteilt und die Faktorisierung der Kantenliange herausgenommen.
Die vollplastische Traglast folgt zu Fyo . = 558000N und damit eine Auslastung des Ligamen-
tes von 53,76%. Analytisch wiirde sich eine vollplastische Traglast fiir das linear-elastische-ideal-
plastische Materialmodell von 558600 errechnen.

Fiir den EVZ des selben Modells erfolgt eine Auslastung der Rissspitze von 87.12%. Es wurde
J = 5.0135% berechnet und daraus folgend Kj; = 622,61 M Pa/mm.

Die vollplastische Traglast wurde mit den gleichen Modellmodifikationen wie fiir den ESZ be-
stimmt. Die vollplastische Traglast betragt Fyoy . = 610000N und daraus folgende Auslastung
49, 2%. Allerdings ist hier die obere Kante plastifiziert und nicht das Material um die Rissspitzen.

3.6.3 Gegeniiberstellung der Ergebnisse

Die Berechnungsergebnisse sind in Tabelle 10 nochmals aufgelistet. Alle Ergebnisse liegen dicht
beieinander. Auffillig ist, dass die Belastung in dem Volumenmodell in der Workbench deutlich
grofer ist, als in den Flachenmodellen. In den Ergebnissen ist des Weiteren auffillig, dass die
FKM-Richtlinien-Lésung sehr dicht an der analytischen Losung liegt.

In Tabelle 10 beziehen sich die Auslastungen immer auf die Spannungsintensitét K; beziehungs-
weise auf die aus J errechnete Spannungsintensitdt K j; nach Gleichung (3.1). Nach Gleichung

(3.10) ist es nicht zweckméfhig die Bruchzéhigkeit in ein J-Integral umzurechnen.
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Vorhandene Belastung der Rissspitze Auslastung des
Methode Li o
K1 [MPay/mm J [ Auslastung [%)] igaments [%]
Analytisch LE 594.5 - 83,18 -
Analytisch LE mit 632,0 - 88,43 -
Korrektur nach Irwin
ESZ
Analytisch LE mit 607,3 - 84,97 -
Korrektur nach Irwin
EVZ
APDL LE ESZ 600,3 5,232 84,00 -
APDL LE EVZ 603,6 4,813 84,45 -
Workbench LE 641,9 5,318 89,91 -
FKM EP ESZ 595,2 - 89,17 50,61
FKM EP EVZ 595,2 - 87,71 43,83
APDL EP ESZ 628,1 5,727 87,89 93,76
APDL EP EVZ 622,6 5,014 87,12 49,18

Tabelle 10: Gegeniiberstellung der Ergebnisse des Modells der Scheibe mit mittigem Riss

Leider ist kein Versuch vorhanden, mit dem die Ergebnisse verglichen werden kénnen. Daher
ist eine Beurteilung der Ergebnisse nur schlecht méglich. Vom Berechnungsaufwand her, ist die

FKM-Richtlinie die praktikabelste, da diese viele Aussagen mit wenig Arbeitsaufwand tétigt.

3.7 Vergleich der beiden Modelle

Die Berechnungsergebnisse lassen sich nur schwer gegeniiberstellen, da diese aufler dem Mate-
rial wenig Ubereinstimmungen haben. Ein Resultat ist allerdings, dass die Berechnungen bei
der groferen Scheibe deutlich dichter beieinanderliegen. Je kleiner der Riss im Vergleich zu den

Bauteildimensionen, desto weniger relevant scheint die Berechnungsmethode.

Die plastischen Zonen sehen auch deutlich unterschiedlich aus, wenn man die beiden Modelle
vergleicht. In Abbildung 31 sind die plastischen Zonen des Modells der Scheibe mit mittigem Riss
dargestellt und in Abbildung 25 die plastischen Zonen des CT-Proben-Modells. In beiden Ab-
bildungen sind die plastischen Dehnungen (von Mieses) aufgetragen. Die grauen Bereiche zeigen
die plastifizierten Bereiche und die blauen die rein elastisch belasteten Bereiche des Materials.
Die Unterschiedlichen plastischen Zonen lassen sich vermutlich auf die Belastungsart zuriickfiih-
ren. Wéhrend bei der dem Modell der CT-Probe eine Zugbelastung und eine Biegebelastung
vorliegen, so liegt bei der Scheibe mit mittigem Riss aufgrund der Symmetrie nur eine reine

Zugbelastung vor.
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(a) ESZ (b) EVZ

Abbildung 31: Vergleich der plastischen Zonen des Scheibenmodells

Das Spannungsfeld um die Rissspitze sieht ebenfalls sehr unterschiedlich zwischen den beiden
Modellen aus. Wahrend das Modell der CT-Probe noch den nierenférmigen Spannungsverlauf
fiir den ESZ aufweist (vgl. Abbildung 24) so ist dieser bei dem Scheibenmodell mit mittigem
Riss nicht mehr zu erkennen (vgl. Abbildung 32).

Ansys
2024R1
STUDENT

Ansys
2024R1
STUDENT

5
2N

(a) ESZ

Abbildung 32: Spannungsfeld um die Rissspitze (von Mises Vergleichsspannung) fiir das Schei-
benmodell

Die Verlaufe von K7 und dem J-Integral iiber die Rissspitze sind ebenfalls fiir beide Modelle
unterschiedlich. Der Verlauf der Graphen des CT-Proben-Modells steigt deutlich flacher an und
erreicht sein Maximum in der Mitte des Modells (vgl. Abbildung 26). Der Verlauf der Spannungs-
intensitit bei dem Scheibenmodell mit mittigem Anriss steigt deutlich schneller an und fillt zur
Mitte hin wieder leicht ab (vgl. Abbildung 30).
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4 Fazit

Das J-Integral ist unter bestimmten Voraussetzungen wegunabhingig. Die Kontur kann ab der
zweiten Elementreihe um die Rissspitze ausgewertet werden, da die Singularitét durch die Riss-
spitzenelemente nur in der erste Reihe vorliegt und sich das J-Integral nur noch minimal &ndert.
Im Allgemeinen ist es allerdings zweckméiftig die Kontur so zu legen, dass die gesamte plastische
Zone innerhalb der Kontur liegt, da dann absolut keine Anderung mehr zwischen den J-Integralen

(von verschiedenen Konturen) vorliegt.

Je grofer die plastische Zone, desto grofser wird das J-Integral. Wenn man eine kleine Abwei-
chung im J-Integral zuldsst, kann ndherungsweise mit der linear elastischen Losung gearbeitet
werden. Hier ist die Abweichung der Losung umso kleiner, je kleiner die absolute Rissldnge ist.
Die Belastung hat auch einen Einfluss auf das J-Integral (vgl. Abbildung 23), allerdings scheint
die Grofse der zuldssigen plastischen Zone primér von der Rissldnge definiert zu sein. Je kleiner
die Risslange, desto grofer darf die plastische Zone sein, damit die Abweichung im J-Integral

trotzdem noch klein ist.

Die Grofte und Form der plastischen Zone liegt fiir den EVZ dicht an der analytischen Lisung.
Fiir den ESZ stimmen sowohl Form als auch die Grofée nicht iiberein. Fiir den ESZ beschreibt
das Dugdale-Modell die plastische Zone der FEM-L&sung besser. Die FEM-Losung stimmt eben-

falls besser mit dem Versuch iiberein, da sich die plastische Zone entlang des Ligamentes erstreckt.

In der Berechnung des Modells hat sich ergeben, dass die FEM-Berechnung weiter von der
Realitét entfernt ist als die Berechnung nach der FKM-Richtlinie. Die FKM-RIchtlinie beschreibt
die vorliegende Belastung und den Materialwiderstand hinreichend gut. Nach Tabelle 5 liegen je

nach Berechnungsmethode Unterschiede von bis zu 20% in den Auslastungen vor.

In Tabelle 10 zeigt sich, das bei der Scheibe mit mittigem Riss die Abweichungen zwischen den
Ergebnissen der Auslastungen verhaltnisméfig klein sind. Zwischen der kleinsten und Groéfiten
Auslastung liegen 6, 73%. Es scheint so, als wiirden sich die Ergebnisse der Berechnungsmethode

anndhern, je kleiner der Riss im Verhéltnis zum Bauteil ist.

Die Messung der Bruchzihigkeit wurde nicht selbst durchgefiihrt. In den vorliegenden Daten
weist das Material eine Bruchdehnung auf, die um mindestens das zehnfache zu klein ist, wenn
man die Materialdaten mit anderen Quellen vergleicht. Hier wiirde es sich gut anbieten, den
Versuch selbst durchzufithren und auch das CTOD-Kriterium mit auszuwerten. Das Modell der
Scheibe mit mittigem Riss, konnte ebenfalls nochmals nachgebaut und gepriift werden, um die

errechneten Werte mit der Realitét vergleichen zu konnen.

Des Weiteren wire es ebenfalls interessant, das Modell in APDL nochmal als Volumenmodell
aufzubauen um einen direkten Vergleich der beiden FEM-Modelle ziehen zu kénnen.
Im Gesamten gestaltet sich die Berechnung und Versagensbewertung als schwierig, da schon im
Versuch die Bruchzdhigkeit von der Art des Priifkérpers abhéngig ist und in verschiedenen Mess-

reihen grofse Unterschiede in der Bruchzdhigkeit gemessen werden.
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An der Bruchmechanik hat mich die mathematische Beschreibung interessiert. Wie iiber
komplexe Funktionen und das Potential der Oberflichenschaffung die Schidlichkeit des Risses
charakterisiert werden kann. Ein weiterer Reiz war die Einarbeitung in die Tensorrechnung,
welche fiir die mathematischen Berechnungen benutzt wurde. Es war schén einen ersten Einblick
in die Thematik zu erhalten, allerdings hat sich im Verlauf der Arbeit sehr schnell herausgebildet,
dass ich dem Thema im Umfang einer Bachelorarbeit nur schwer gerecht werden konnte. Das
Thema hat sehr viel mehr Facetten, welche sehr viel tiefgreifender beleuchte werden konnen.
Dennoch hat es mir Freude bereitet mich einzuarbeiten. Es war interessant zu sehen, auf wie
viele Arten sich Rissschédlichkeiten analytisch, empirisch und numerisch berechnen lassen und

wie dicht die Ergebnisse beisammen liegen.
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A APDL-Code des CT-Proben-Modells

finish
/clear
/COM, Structural

! Geometrie Parameter

w = 254
B =127
r_h =0.001

a = 0.25*%w + 12.7

! Belastungs Parameter
f ges — 4739

! Netzverfeinerung
radius_a = 0.1*w
radius_i = 0.008*w

num_div_1 Netz u=6

num_div_1 Netz r a =18

num div_ 1 Netz r i=1

num _div 1 f=6

f angriff =f ges/(num_div_1 f*4*2)

num_cont = 24

! Material konstanten

Re = 294

Emodul = 68900
querkontraktionszahl = 0.3
EmodulT =1

/PREP7

Loscht alle vorherigen Daten
Start des Modellaufbaus

! Geometrieparameter fiir CT-Probe in mm
! Dicke der Platte in mm
! Hohe des Risses in mm

! Lénge des Risses in mm

! Kraft pro Kreis in N

! Radius der Netzverfeinerung auften

! Radius der Netzverfeinerung innen

I (bestimmt Offnungswinkel der Risspitze)

! Unterteilung Linien der Netzverfeinerung
! (Umfang)

! Unterteilung der Netzverfeinerung aufsen

I' (Radial)

! NICHT ANDERN, Unterteilung der

I Netzverfeinerung aufken (Radial)

! Unterteilung der Linien fiir Lasteinleitung
! Kraft/Knoten (4 Linien, Elementansatzgrad 2)
! Anzahl der Contouren die fiir das J-Integrals

I'ausgewertet werden sollen

I Streckgrenze in MPa
' E-Modul in MPa
! Querkontarktionszahl

! Tangentenmodul
! startet Preprocessor zur Modellerstellung,

! AB HIER NICHTS MEHR ANDERN

I (aufer Spannungszustand)
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! Nichtlineare Berechnung
NSUBST,10,1000,5

AUTO TS, ON
! Elenemttyp
ET,1,PLANE183

KEYOPT,1,1,0

KEYOPT,1,6,0

! Spannungszustand wahlen:
KEYOPT,1,3,3

R,1,B,

'KEYOPT,1,3,2
'KEYOPT,1,3,0

! Materialparameter festlegen
MPTEMP, , ., ., .,
MPTEMP,1,0

MPDATA EX,1, ;Emodul

MPDATA PRXY,1, ,querkontraktionszahl
TB,BISO,1,1,2,

TBTEMP,0
TBDATA, ,Re,EmodulT, , , ,

! Punkte des Modells
K,1,0,0,0
K,2,1.25%w,0,0
K,3,1.25%w,1.2%w.0
K,4,0,1.2%w,0
K,5,0,(0.6+r_h/2)*w,0
K,6,a,(0.6+r h/2)*w,0
K,8,a,0.6%w.0
K,9,a,(0.6-r_h/2)*w,0
K,10,0,(0.6-r_h/2)*w,0
K,11,1.25%w,0.6%w,0

! Anzahl der Substeps: Soll-Substeps = 10
' (da AUTOTS = ON, Anzahl der ersten
I Substeps),max-Substeps = 1000,

! min-substeps = 5

! Unterteilung des Substeps automatisch

! Elementtyp festlegen, Zuordnungsnummer,

! PLANE183 -> 2D-Element mit quadratischer

! Ansatzfunktion
'ET 1 = 8-node quadriliant
I (Quadrat, ohne Mittelknoten)

! Use pure displacement formulation (default)

' ESZ mit Dicke

! Dicke des Modells

' EVZ (z-Dehnung = 0.0, Dicke = Imm)
' ESZ (Dicke = lmm)

! definiert Temperatur der

! Material Properties

! bringt Temperatur aus Tabelle auf
! bestimmt das E-Modul

! Querkontraktionszahl festlegen

I Verfestigungsansatz: J-Int Auswertung nur

! mit BISO méglich

! bestimmt Temperatur in der data table

! Streckgrenze und Tangentenmodul festlegen

! Ecke unten links

! Ecke unten rechts

! Ecke oben rechts

! Ecke oben links

! Startpunkt obere Rissflanke
! Endpunkt obere Rissflanke

! Rissspitze

! Endpunkt untere Rissflanke
! Startpunkt untere Rissflanke
! Mittelpunkt der rechten Kante,
! Endpunkt Ligament
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! Flachen des Modells
A,1,2,11,3,4,5,6,9,10,
CYL4,0.25%w,0.875%w,0.125%w
ASBA,1.2
CYL4,0.25%w,0.325%w,0.125%w
ASBA 3,1

CYL4,a,0.6*%w radius_a
CYL4,a,0.6*w,radius_i
AOVLAP,ALL

L,8,27

L,8,28

LSELss, , .6
LSEL,a, , ,8
ASBL 4,all
ADELE,3
ADELE 5
ALLSEL
LDELE,28,31
AADD,6,1,2

! Linien fiir das Ligament
L,11,19

L,19,23

L,23,8

! Linien fiir die Netzverfeinerung

1,20,24
L,24.8
1,8,26
L,26,22

! Kraftangriffslinien unterteilen
LSEL,S, , ,10,17,1,1,1
LESIZE,all, , num div_ 1 f
ALLSEL

! Grundfliche aus Punkten aufbauen

! oberer Kreis fiir Belastung

! subtrahiert oberen Kreis vom der Grundfliche
I unterer Kreis fiir Belastung

! subtrahiert unteren Kreis vom der Grundfliche
I Kreis fiir Netzverfeinerung (aufen)

! Kreis fiir Netzverfeinerung (innen)

! fiigt alle Flachen zu einer zusammen, Linien

! der einzelnen Flichen bleiben erhalten

! Linie von der Rissspitze (KP 8) zum Schnitt-
punkt

!'der Linien der Fliche der Netzverfeinerung in-
nen

'und der oberen Rissflanke (KP 27)

! Linie von der Rissspitze zum Schnittpunkt der

! Linien der Fléache der Netzverfeinerung innen

und der unteren Rissflanke

wahlt Linie 6 aus (Rissspitze zu Rissflanke)

erginzt Auswahl um Linie 8

teilt Flache 4 mit allen ausgewdhlten Linien
16scht Fliache 3 (Rissspitze)

16scht Flache 5 (Bereich zwischen Rissflanken)
wahlt alles aus

16scht Linie 28 bis 31

Fiigt Flache 6,1 und 2 zu einer zusammen

(Linien gehen verloren)

Linie von Keypoint 11 zu 19

Linie von Keypoint 19 zu 23

Linie von Keypoint 29 zu 8

aullen Norden

innen Norden

innen Siiden

auBen Siiden

wahlt Linie 10 bis 17 aus

unterteilt alle Linien in num_div_1 f Teile

wahlt alles aus
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! Unterteilung der Netzverfeinerung in Umfangs Richtung

LSEL,S, , ,18
LSEL,A, , 21
LSEL,A, , ,37
LSEL,A, , ,36
LSEL,A, , 22
LSEL,A, , 25
LSEL,A, , ,35
LSEL.A, , ,34

LESIZE,ALL, , mum_div_1 Netz u

ALLSEL

! wahlt Linie 18 aus

! ergénzt Linie 21 in Auswahl

! unterteilt alle ausgewéhlten Linien in
'num_div_1 Netz u Teile

! wahlt alles aus

! Unterteilung der Netzverfeinerung in radialer Richtung auften

LSEL,S, , ,19
LSEL,A, , 23
LSEL.A, , 27
LSEL,A, , ,32
LSEL,A, , ,33

LESIZE,ALL, , num div_1 Netz r_ a

ALLSEL

! wihlt Linie 19 aus
! ergénzt Linie 23 in Auswahl
! _77_

’ ”

| Y

! unterteilt alle ausgewéhlten Linien in
!'num_div_1 Netz r a Teile

! wahlt alles aus

! Unterteilung der Netzverfienerung in radialer Richtung innen

LSEL,S, , 24
LSEL,A, , ,20
LSEL,A, , ,26
LSEL.A, , ,6
LSEL,A, , 8

LESIZE,ALL, , num div_1 Netz r i
ALLSEL

! Unterteilung des Ligamentes
LESIZE,7,w/36

! Linien der Aufenkanten
LESIZE 1, | ,20
LESIZE .2, , ,20,0.4
LESIZE,3, , ,20,2.5
LESIZE 4, , ,20
LESIZE )5, | ,10
LESIZE,38,w/18, , ,0.2

LESIZE,39,w/18, , ,0.2
LESIZE.9, , ,10

wahlt Linie 24 aus

ergidnzt Linie 20 in Auswahl

unterteilt alle ausgewdhlten Linien in

num_div_1 Netz r i Teile

wahlt alles aus

unterteilt Linie 7 in Teile der Lange w/36

unterteilt Linie 1 in 20 Teile

unterteilt Linie 2 in 20 Teile, mit Faktor 0.4
unterteilt Linie 3 in 20 Teile, mit Faktor 2.5
unterteilt Linie 4 in 20 Teile

unterteilt Linie 5 in 10 Teile

unterteilt Linie 38 in Teile der Lange w/18 |
mit Faktor 0.2

|

unterteilt Linie 9 in 10 Teile
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ASBL,all,all

! Flachen vernetzen

KSCON,8,0.1,1,6,0.5

AMESH,ALL

! Lagerung

ldisplacements in x-Richtung
KSEL,S,KP, ;2

NSLK

CM,disp_x,NODE
D.disp_x,UY,0

ALLSEL

! displacements in y-Richtung
KSEL,S,KP, ,2

KSEL,A KP, .3

NSLK

CM,disp_y,NODE
D.disp_y,UX,0

ALLSEL

IRissspitze definieren

KSEL,S,KP, 8

NSLK

CM,Crack tip,NODE
ALLSEL

! Kréfte am oberer Kreis aufbringen

LSEL,S, , ,10,13,1.1

CM,Force _nodes O,NODE

F Force nodes O,FY,(f angriff

ALLSEL

! fiigt alle Linien den Flachen hinzu

! Vernetzt die Rissspitze: KSCON, KP,EKL1,
!'1 = Viertelpunktelement, Anzahl der Elemente

in Umgangsrichtung, EKL2

Vernetzt die Geometrie

wahlt KP 2 aus

wahlt Knoten des ausgewéhlten Keypoints

legt Komponente mit ausgewahlten Knoten an

legt die Verschiebung der Komponente disp_x

in y-Richtung auf Null fest

wahlt alles aus

wahlt KP 2 aus
erginzt KP 3 in Auswahl

wahlt Knoten des ausgewihlten Keypoints

legt Komponente mit ausgewdhlten Knoten an

legt die Verschiebung der Komponente disp_y

in x-Richtung auf Null fest

wahlt alles aus

wahlt KP 8 aus

wahlt Knoten des ausgewihlten Keypoints

legt Komponente mit ausgewdhlten Knoten an

wahlt alles aus

wahlt Linie 10 bis 13 in 1ner Schritten aus

und alle mit der Linie verbundenen KPs und

Knoten

Komponente Force nodes O der Knoten der
Linie 10-13
bringt Kraft f angriff auf Komponente

Force _nodes O in y-Richtung auf

wahlt alles aus
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! Krifte am unteren Kreis aufbringen
LSEL,S, , ,14,17,1,1

CM,Force nodes U,node

F Force nodes U{fy-f angriff

ALLSEL

! ligamentknoten definieren

LSEL,S, , .7, !
LSEL.A, , ,19, !
LSEL,A, , 20, !
NSLL !
NSLE,U,MID !

!

CM ligament, NODE
ALLSEL

I J-integral definieren
CLOCAL,11,CART,a,0.6*w,0

CINT,NEW,1
CINT, TYPE,JINT
CINT,CENC,Crack _tip, ,11,1

CINT,SYMM., off
CINT,NORM, 11,2

CINT, NCON, num_ cont

OUTRES,CINT, 10

! Berechnen
FINISH

/SOL
/STATUS,SOLU
SOLVE

FINISH

/postl

set,last

wahlt Linie 14 bis 17 in Iner Schritten aus
und alle mit der Linie verbundenen KPs und
Knoten

Komponente Force nodes U der Knoten der
Linie 10-13

bringt Kraft -f angriff auf Komponente
Force_nodes U in y-Richtung auf

wahlt alles aus

wahlt Linie 7 aus

ergdnzt Linie 19 in Auswahl

ergidnzt Linie 20 in Auswahl

wihlt Knoten der ausgewihlten Linien aus
wahlt Mittelknoten der ausgewdhlten Elemente
ab

erstellt Komponente mit ausgewihlten Knoten

wahlt alles aus

legt lokales Koordinatensystem (mit Nr. 11,
kartesisch) in Position der Rissspitze

legt neue Berechnung der Rissbelastung fest
Auswertung mit J-Integral

definiert Rissspitze fiir Berechnung, lokales
KS 11, Risserweiterungsrichtung 1(x)-Achse
des lokalen KS

Schaltet Symmetrie aus, da ganzes Modell
legt normale des Risses fest, lokales KS,
2(y)-Richtung

legt Anzahl der Konturen fest, die um die
Rissspitze ausgewertet werden sollen

J-Integral wird alle 10 Substeps berechnet

startet Berechnung

startet Postprozessor

zeigt Frgebnis des letzten Substeps an
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B APDL-Code des Modells der Scheibe mit mittigem Riss

finish

/clear

/COM, Structural

! Variabeln setzen

! geometrie Parameter
b = 100

t =10

r h =001

w = 24.5

! Steuerelemente
a—=2>y
f ges = 300000 / t

num_cont = 25

! Netzverfeinerung

radius_a = 0.1*w

radius_i = 0.008*w
num_div_1 f=20
num_div_1 Netz u =6
num_div_1 Netz r a =18

num_div_1 Netz r i=1

! Material konstanten

Re = 294

Emodul = 68900
querkontraktionszahl = 0.3
EmodulT =1

f angriff = f ges / (num_div_1 f*2+1)

/PREP7

! Nichtlineare rechnung einstellen

NSUBST, 10, 1000,5
AUTO TS, ON

! geometrieparameter fiir CT
! Dicke der Platte
! hohe des Risses

!'lange des Risses
! gesamt Kraft

! anzahl der Contouren

' radius der netzverfeinerung aufen

' radius der netzverfeinerung innen

! Unterteilung der Linien fiir dem Kraftangtiff
! Unterteilung des Umfanges

! sollte nicht verandert werden

I Streckgrenze in MPa
! Emodul in MPa
! Querkontarktionszahl

! Tangenten Modul

! Steuert anzahl der Substeps

! Unterteilung des Substeps automatisch

AT



! Elenemttyp festlegen

ET,1,PLANE183 ! elementtyp festlegen
KEYOPT,1,1,0 ! 8-node quadriliant
KEYOPT,1,6,0

' KEYOPT,1,3,0 ! Plane stress

KEYOPT,1,3,2 ! Plane strain (Z strain = 0.0)
! Material festlegen

MPTEMP, , ., ., .,

MPTEMP,1,0

MPDATA EX,1, ,Emodul

MPDATA PRXY,1, ,querkontraktionszahl
TB,BISO,1,1,2,

TBTEMP,0

TBDATA, ,Re,EmodulT, , , ,

! Keypoints festlegen

k,1,b,b,0

k,2,-b,b,0

K,3,-b,0,0

k,4,-b,-b,0

k,5,b,-b,0

K,6,b,0,0

K.,7,a,0,0 ! Rissspitze links
k,8,a,r h/2,0

k,9,-ar h/20

K,10, -a,0,0 ! Rissspitze rechts
K/11-a-r h/2,0

K,12,a,-r h/2,0

! Flachen aufbauen
A123456
A,7.8,9,10,11,12
ASBA 1,2

CYT4,a,0radius_a
CYL4,a,0,radius_i
CY14,-a,0,radius_a ! subtrahiert kreis vom rechteck
CYL4,-a,0,radius_i

AOVLAP,all
1,7,29

L,7,30
ISELs, , .8
LSEL,a, , ,11

ASBL,6,all



ADELE,3
ADELE 8

ALLSEL
L,10,31
L,10,32
LSELs, , ,14
LSEL,a, , ,15
ASBL,7,all
ADELE5
ADELE,9

AADD,10,1,2
AADD, 11,34

LDELE,35,36,1
LDELE 41.42,1

! Weitere Linien aufbauen um das netz zu kontollieren
! Linien fiir das ligament

L,6,13

L,13,17

L7771

L,10,27

L,27,23

L,23,3

! Linien fiir die Netzverfeinerung
L,14,18

L,18,7

L,7,20

L,20,16

L,22,26
1,26,10
L,10,28
1.,28,24

! Linien unterteilen

! Kraftangtiff

ALLSEL

LESIZE,1, , num _ div_ 1 f
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! Unterteilung der Netzverfienerung in

Umfangs Richtung

LSEL,S, , ,13
LSEL,A, , ,49
LSEL,A, , ,50
LSEL,A, , ,16
LSEL,A, , 51
LSEL,A, , ,22
LSEL,A, , ,23
LSEL,A, , ,52
LSEL,A, , ,17
LSEL,A, , 45
LSEL,A, , ,46
LSEL,A, , ,20
LSEL,A, , 47
LSEL,A, , ,26
LSEL,A, , 27
LSEL,A, , ,48

LESIZE,all, ; mum div_1 Netz u

allsel

! Unterteilung der Netzverfienerung in ra-

dialer Richtung aufen

LSEL,S, , .9

LSEL,A, , ,21
LSEL,A, , ,39
LSEL,A, , ,40
LSEL,A, , ,28
LSEL,A, , ,43
LSEL,A, , ,29
LSEL,A, , ,18
LSEL,A, , ,34
LSEL,A, , 44

LESIZE,all, , mum div_1 Netz r a

ALLSEL

! Unterteilung der Netzverfienerung in ra-

dialer Richtung innen

LSEL,S, , ,10
LSEL,A, , ,24
LSEL,A, , 8
LSEL,A, , ,11
LSEL,A, , ,25
LSEL,A, , ,14

A10



LSEL,A, , ,30

LSEL,A, , 12

LSEL,A, , 33

LSEL,A, , 15

LESIZE all, , mum div_1 Netz r i
ALLSEL

! Unterteilung des Ligamentes
LESIZE 7,3, , ,0.2
LESIZE19.3, , )5

! Linien der Aufkenkanten
LESIZE,2, , ,10,0.2
LESIZE.3, , ;10,5
LESIZE 4, , ,20
LESIZE .5, , ,10,0.2
LESIZE 6, , ,10,5

! Linen zu Flachen hinzufiigen

ASBL,allall

! Flachen vernetzen
KSCON,7,0.1,1,6,0.5
KSCON,10,0.1,1,6,0.5
AMESH all

! Lagerung
ldisplacements
LSELs, , ,4
NSLL
CM,disp,node

D ,disp,ux,0
D,disp,uy,0
ALLSEL

KSELss, , 4
KSEL,a, , ,5
NSLK

CM,disp_ Rand,node
D,disp _Rand,ux,0
D,disp _Rand,uy,0
ALLSEL

All



'Rissspitze definieren
KSEL, kp, ,7

NSLK

CM,Crack_tip R,node
ALLSEL

KSEL, kp, ,10

NSLK
CM,Crack tip L,node
ALLSEL

! Krafte aufbringen

LSELs, , ,1,1,1,1
CM,Force nodes O,node
F,Force nodes O (fyf angriff
ALLSEL

! ligamentknoten definieren
LSELss, , ,7,

LSEL,a, , ,9,
LSEL,a, , ,18,
LSEL,a, , ,19,
NSLL
NSLE,U,MID
CM, ligament,node
ALLSEL

! J-integral definieren
CLOCAL,11,CARTa,0,0
CINT,NEW 1

CINT, TYPE JINT
CINT,CENC,Crack tip R, ,11,1
CINT,SYMM,OFF
CINT,NORM,11,2

CINT,NCON, num _cont
OUTRES,CINT,10

s
CLOCAL,12,CART,-2*a,0,0,180
CINT,NEW 2

CINT,TYPE JINT
CINT,CENC,Crack_tip 1, ,12/1
CINT,SYMM,OFF

! output material forces every 10 substeps
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CINT,NORM,12,2
CINT, NCON, num_ cont
OUTRES,CINT,10

! Berechnen
FINISH

/SOL
/STATUS,SOLU
SOLVE

FINISH

/postl

SET,LAST
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