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1 Einleitung 1
1 Einleitung1.1 AllgemeinesIm modernen Flugzeugbau, z.B. bei der Entwiklung der Airbus A350 (Abb. 1.1), werden ver-mehrt faserverstärkte Kunststo�e (FVK) eingesetzt. Faserverstärkte Kunststo�e bestehen imWesentlihen aus den Verstärkungsfasern, die in ein Matrixmaterial aus duroplastishem oderthermoplastishem Kunststo� eingebettet werden. Dabei übernehmen die Fasern die Funktionder Aufnahme der Kräfte. Zu den wesentlihen Aufgaben der Matrix zählen die Gewährleis-tung der Formgebung, Krafteinleitung, Kraftübertragung zwishen den Fasern sowie Shutzder Fasern vor äuÿeren Ein�üssen. Die beiden genannten Elemente (Faser, Matrix) stellen dieGrundlage zur Herstellung einer sog. UD-Shiht (unidirektionale Shiht) dar. Aus diesenUD-Shihten werden dann unter der Berüksihtigung des gewünshten Faserorientierungs-winkels die Mehrshihtverbunde, die auh als Laminat bezeihnet werden, zusammengesetzt(Abb. 1.2).

Abbildung 1.1: Verkehrs�ugzeug AIRBUS A350 XWB (Quelle: www.airbus.om)Aufgrund eines relativ niedrigen Gewihtes bei gleihzeitig hohen Werten für spezi�she Stei-�gkeit und Festigkeit werden FVK in der Luft- und Raumfahrttehnik vermehrt den klassi-shen Metallwerksto�en bevorzugt. Durh eine gerihtete Orientierung der Fasern lassen sihdie genannten Eigenshaften einzelfallbezogen einstellen. Neben den zahlreihen Vorteilen gibtes allerdings auh eine Anzahl von materialtypishen Problemen. Dabei sind besonders diegeringe Impattoleranz sowie eine möglihe Trennung der Einzelshihten, sog. Delamination,zu nennen. Die genannten Shädigungsfälle können zu einem Versagen der Struktur führenund sind aus diesem Grund zu vermeiden.



1 Einleitung 2

Abbildung 1.2: Zusammenfügen von UD-Shihten zu einem Laminat [15℄Bei der Herstellung eines Flugzeugrumpfes werden mehrere Rumpfsektionen, die wiederum ausmehreren Rumpfshalen bestehen, zusammengefügt. Die Rumpfshalen werden aus struktur-gebenden, tragenden Bauteilgruppen zusammengesetzt, dies sind die Rumpfhaut, die Stringerund die Spante, vgl. Abb. 1.3. Die Stringer geben der Struktur die Stabilität in die Längs-rihtung und die Spante die Stabilität quer dazu. Die Haut gewährleistet unter anderemdas Erhalten des Kabineninnendrukes. Um die genannten Bauteile miteinander zu verbin-den, werden Verbindungselemente (Shubwinkel, Clip) verwendet. Der moderne Flugzeugbauverwendet immer komplexere Verbindungselemente. Die Komplexität liegt in erster Linie inden verwendeten Faserverbundwerksto�en und der Geometrie dieser Bauteile. Der dabei zu-nehmende Aufwand für die Auslegung, Berehnung und Fertigung rehtfertigt sih mit dersteigenden Gewihtse�zienz. Das Gewiht ist eines der aussagekräftigsten Kriterien bei derAnalyse der Leistungsfähigkeit eines Verkehrs�ugzeuges. Dem Berehnungsingenieur stellt sihdabei die Aufgabe, für die genannten Bauteile bei einer bestimmten äuÿeren Belastung dieFormänderung zu bestimmen. Aus den berehneten Vershiebungen lassen sih mithilfe derKinematik der vorliegende Verzerrungs- und Spannungszustand bestimmen. Daraus lassensih wiederum Rükshlüsse auf die Beanspruhung und das möglihe Versagen des Bauteilsziehen.

Abbildung 1.3: Struktureller Aufbau einer Flugzeugrumpfshale [9℄Sowohl die Shadensanalyse als auh die Vordimensionierung der Verbindungselemente setzenwährend der Konstruktionsphase eine genaue Spannungsberehnung voraus. Es existieren Ar-



1 Einleitung 3beiten, die sih mit der analytishen Bestimmung des vorliegenden Spannungshaushaltes ingekrümmten Strukturen beshäftigen, die jedoh meistens ein isotropes Materialmodell vor-aussetzen. Dabei sind insbesondere die Büher von Girkmann [4℄ und Timoshenko [16℄ zunennen. Mit der analytishen Spannungsberehnung bei einer anisotropen Platte beshäftigtesih Lekhnitskii [7℄. Lekhnitskii leitete für zahlreihe Grundgeometrien die Funktionen zurBestimmung der Spannungskomponenten für Momenten-, Querkraft- und Normalkraftbelas-tung her. Die Herleitung der Vershiebungs- und Verzerrungsfunktionen �ndet jedoh in denmeisten Fällen niht statt. Eine weitere Arbeit auf diesem Gebiet lieferte Blumer [2℄. Blumerbestimmte den Spannungshaushalt an Kreisbogenträgern aus Holz, dessen Materialverhaltenauh als orthotrop angesehen wird. Bei dieser Ausarbeitung �ndet die Herleitung der Ver-shiebungsfunktionen ebenfalls niht statt. Des Weiteren ist bezüglih dieser Thematik dieArbeit von Mittelstedt [8℄ zu nennen.1.2 Themenstellung der ArbeitDie vorliegende Arbeit befasst sih mit der Behandlung von Spannungsfeldern in gekrümm-ten Composite-Laminat-Strukturen. Aufgrund der Breite des Themengebiets erfolgt eine Be-shränkung auf die Betrahtung des zweidimensionalen Spannungszustandes in einem Shub-winkel. Im Wesentlihen ist die Arbeit in zwei Abshnitte zu unterteilen, einen numerishenund einen analytishen. Der Shwerpunkt der numerishen Untersuhung dient dem Aufbaudes grundlegenden Verständnisses der Mehanik gekrümmter Strukturen mittels der Methodeder �niten Elemente. Für diese Zweke wird das Berehnungsprogramm ANSYS 11.0 (ANa-lysis SYStem) herangezogen [12℄. Dazu wird der Ein�uss untershiedliher Parameter auf denSpannungshaushalt untersuht. Des Weiteren werden diese Ergebnisse zur Veri�zierung deranalytishen Ergebnisse herangezogen. Der analytishe Teil widmet sih der Herleitung derSpannungs- und der Vershiebungsfunktionen in gekrümmten orthotropen Strukturen. Dazuwird die Airyshe Spannungsfunktion zur Lösung der Bipotentialgleihung herangezogen. DesWeiteren sind für den gekrümmten Bereih die Vershiebungsfunktionen herzuleiten.Im ersten Kapitel des Hauptteils, vgl. Kap. 2, werden im Rahmen einer Einführung in dielineare Elastizitätstheorie die relevanten Grundlagen vorgestellt. Zusätzlih erfolgt eine Be-shreibung der Grundprinzipien der Methode der �niten Elemente. Im Kapitel 3 ist die Be-shreibung der Vorgehensweise dargestellt, die zur Modellierung eines Shubwinkels gewähltwurde. Im genannten Kapitel erfolgt des Weiteren die Beshreibung der getro�enen Idea-lisierung des mehanishen Problems. Anshlieÿend, vgl. Kap. 4, wird die Konvergenzstudiedurhgeführt. Das Ergebnis dieser Studie stellt unter anderem eine sinnvolle Relation zwishendem Rehenaufwand und der Genauigkeit her. Das Kapitel 5 widmet sih der Untersuhungdes numerishen Modells. Dabei sollen neben dem Aufbau des Grundverständnisses der Me-hanik gekrümmter Strukturen, die Auswirkung untershiedliher Parameter auf den Span-nungshaushalt untersuht werden. Danah, vgl. Kap. 6, folgt die analytishe Herleitung derSpannungs- und Vershiebungsfunktionen gekrümmter orthotroper Laminate unter der Wir-kung der Shnittlasten. Der abshlieÿende Vergleih numerisher und analytisher Ergebnisse�ndet im Kapitel 7 statt.
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2 Theoretishe Grundlagen2.1 Grundlagen der linearen ElastizitätstheorieIn diesem Kapitel wird eine Einführung in die Theorie elastisher1 Strukturen gegeben. Eswerden drei Bausteine der Elastizitätstheorie:

• Kinematik,
• Materialgesetz,
• Gleihgewihtsbedingungenerläutert und deren Grundgleihungen zusammengestellt. Das Vorgehen rihtet sih dabeinah [6℄ und [9℄ sowie [3℄, weitere Details sind bei den genannten Werken nahzulesen. Zu Be-ginn jedes einzelnen Abshnitts wird eine allgemeine dreidimensionale Betrahtung erfolgen.Anshlieÿend erfolgt die Übertragung auf ebene Probleme (ebener Spannungs- bzw. Verzer-rungszustand). Dabei werden die relevanten Grundgleihungen sowohl im kartesishen als auhim zylindrishen Koordinatensystem angegeben. Dafür wurden zusätzlih die Werke von [2℄, [4℄und [7℄ herangezogen.2.1.1 Betrahtung der ebenen SpannungsproblemeAls Sonderfall des allgemeinen räumlihen Spannungszustandes ist eine Betrahtung der ebe-nen Spannungsprobleme möglih. Dabei wird zwishen einem ebenen Spannungszustand ESZund einem ebenen Verzerrungszustand EVZ untershieden. Damit sha�t man den angespro-henen Übergang zum zweidimensionalen Spannungsproblem.Ebener SpannungszustandAls ein einfahes Beispiel des ESZ kann man sih ein ebenes dünnes Bleh (Sheibe) vorstellen,welhes folgende Kriterien erfüllt:
• die Dike des Bauteils ist klein gegenüber seinen Abmessungen in der Ebene,
• die Wirkungslinie der Belastung liegt in der Ebene,
• die Spannungskomponenten sind nur von x und y abhängig.Somit vershwinden (sind zumindest im Vergleih zu den anderen Spannungskomponenten zuvernahlässigen) die Spannungskomponenten σzz, τxz und τyz
σzz = τxz = τyz = 0 . (2.1)1Von einem elastishen Verhalten der Struktur spriht man, wenn die Verformung des Körpers bei der Ent-lastung reversibel ist



2 Theoretishe Grundlagen 5Aus dem Werksto�gesetz, auf das zum späteren Zeitpunkt genauer eingegangen wird, folgtdann, dass eine Dehnung in z-Rihtung εzz vorhanden sein kann, jedoh die Shubverzerrungen
γxz und γyz vershwinden müssen

γxz = γyz = 0 . (2.2)Es bleiben dann nur die Spannungskomponenten σxx, σyy und τxy. Diese sind folglih nur vonden Koordinaten x und y abhängig.Ebener VerzerrungszustandEin ebener Verzerrungszustand EVZ liegt dann vor, wenn die Vershiebungskomponente w in
z-Rihtung vershwindet und die beiden anderen Komponenten u und v niht von z abhängen:

w = 0, u = u (x, y) , v = v (x, y) . (2.3)Es gilt dann, dass beim ebenen Verzerrungszustand die Verzerrungskomponenten εzz, γxz und

Abbildung 2.1: Darstellung ebener Spannungsprobleme am Beispiel eines Clips
γyz gleih null sind.

εzz = γxz = γyz = 0 (2.4)Aus dem Werksto�gesetz folgt, dass eine Normalspannung σzz vorhanden sein kann, jedohdie Shubspannungen τxz und τyz vershwinden müssen.
τxz = τyz = 0 (2.5)Im betrahteten Bauteil tritt ein EVZ auf. Dieses wird infolge der getro�enen Vereinfahungausshlieÿlih in der XY -Ebene belastet. Des Weiteren wird durh Verklebung oder Vernie-tung oder auh durh Kombination der beiden gängigen Fügetehniken mit den benahbartenStrukturkomponenten (Stringer, Haut, Spant) die Verformung in z-Rihtung annähernd ver-hindert. Berüksihtigt man die störenden Randein�use, so tritt ein EVZ erst dann auf, wenndiese Ein�üsse abgeklungen sind. Anderenfalls liegt ein ESZ vor. Die beshriebenen Zusam-menhänge verdeutliht die Abbildung 2.1.



2 Theoretishe Grundlagen 62.1.2 KinematikDurh die kinematishen Beziehungen, welhe die Vershiebungen und Verzerrungen verknüp-fen, wird die Geometrie der Deformation festgelegt. Bei den Verzerrungen untersheidet manzwishen den Dehnungen bzw. Stauhungen ε (Normalverzerrungen) und den Gleitungen γ(Shubverzerrungen). Dabei ist die Dehnung ein Maÿ der Verlängerung bzw. Verkürzung ei-nes kleinen Linienelements im Körper. Bei einer Dehnung oder einer Stauhung ändert derbetrahtete Körper demzufolge seine Abmessungen und somit sein Volumen, seine Gestaltbleibt jedoh erhalten. Die Gleitung ist dagegen ein Maÿ für die Änderung des Winkels zwi-shen zwei ursprünglih senkreht aufeinander stehenden Linienelementen. Bei einer Gleitungändert der Körper seine Gestalt, jedoh niht sein Volumen.Viele ingenieurtehnishe Auslegungen umfassen Anwendungen, für die nur kleine Deforma-tionen erlaubt sind. Unter dieser Festlegung erhält man im Rahmen der Linearisierung denin�nitesimalen Verzerrungstensor ε in folgender Darstellung:
ε =




εxx εxy εxz

εyx εyy εyz

εzx εzy εzz


 . (2.6)Die darin enthaltenen Gröÿen werden in der tensoriellen Shreibweise wie folgt ausgedrükt:

εij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
(i, j = x, y, z) . (2.7)In der praktishen Anwendung ist für die Beziehung (2.6) die sog. Ingenieurshreibweise (2.8)üblih

ε =




εxx
1
2γxy

1
2γxz

1
2γyx εyy

1
2γyz

1
2γzx

1
2γzy εzz


 . (2.8)Des Weiteren sind in der Literatur vershiedene Shreibweisen für die Spannungen (2.9)

σ =




σxx

σyy

σzz

σyz

σzx

σxy




=




σxx

σyy

σzz

τyz

τzx

τxy




=




σx

σy

σz

τyz

τzx

τxy




=




σ11

σ22
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(2.9)
und für die Verzerrungen (2.10)

ε =
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2εxy
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γxy
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. (2.10)



2 Theoretishe Grundlagen 7gebräuhlih. Bei der vorliegenden Ausarbeitung wird die Shreibweise verwendet, die jeweilsder zweite Vektor angibt.Über die Gleihung (2.7) sind 6 Verzerrungskomponenten mit drei Vershiebungsfunktionengekoppelt. Im Fall, dass die Vershiebungen durh die gegebenen Verzerrungen bestimmt wer-den sollen, ist das System der partiellen Di�erentialgleihungen kinematish überbestimmt.Damit die Verzerrungen eine eindeutige Vershiebungsfunktion liefern, müssen die so genann-ten Kompatibilitätsbedingungen oder Verträglihkeitsbedingungen erfüllt sein. Man gewinntdiese Bedingungen, indem die Vershiebungen in der Gleihung (2.7) nah der zweimaligenDi�erentiation derselben Gleihung durh die Verzerrungen eliminiert werden.Die kinematishen Beziehungen im kartesishen Koordinatensystem im 2D-FallIm Falle des ESZ oder EVZ werden die kinematishen Beziehungen in kartesishen Koordina-ten wie folgt angegeben:
εxx =

∂u

∂x
, (2.11)

εyy =
∂v

∂y
, (2.12)

γxy =
∂u

∂y
+
∂v

∂x
. (2.13)Aus den kinematishen Beziehungen (2.11) bis (2.13) wird die Kompatibilitätsbedingung(2.14) hergeleitet

∂2γxy
∂x∂y

=
∂2εxx
∂y2

+
∂2εyy
∂x2

. (2.14)Die kinematishen Beziehungen im zylindrishen Koordinatensystem im 2D-FallDie kinematishen Beziehungen im zylindrishen Koordinatensystem werden in den nahste-henden Gleihungen (2.15) bis (2.17) wiedergegeben:
εrr =

∂u

∂r
, (2.15)

εϕϕ =
1

r

∂v

∂ϕ
+
u

r
, (2.16)

γrϕ =
1

r

∂u

∂ϕ
+
∂v

∂r
−
v

r
. (2.17)Die Kompatibilitätsbedingung kann wie folgt angegeben werden:

∂2

∂r∂ϕ
(γrϕr) =

∂2εrr
∂ϕ2

−
r∂εrr
∂r

+ 2r
∂εϕϕ
∂r

+ r2
∂2εϕϕ
∂r2

. (2.18)



2 Theoretishe Grundlagen 82.1.3 Die GleihgewihtsbedingungenEine der Möglihkeiten, die Gleihgewihtsbedingungen aufzustellen, besteht in der Gleih-gewihtsbetrahtung an einem in�nitesimalen Volumenelement, welhes die Abbildung 2.2darstellt.

Abbildung 2.2: Kräfte am in�nitesimalen Volumenelement [9℄An diesem freigeshnittenen Volumenelement müssen die Spannungen im Gleihgewiht blei-ben. Die daraus resultierenden drei Gleihgewihtsbedingungen lassen sih wie folgt in derIndexnotation zusammenfassen:
∂σij
∂xj

+ fi = 0 . (2.19)Die Gleihgewihtsbedingungen im kartesishen Koordinatensystem im 2D-FallFür eine ebene Betrahtung des Gleihgewihtes im kartesishen Koordinatensystem und beiVernahlässigung der Volumenkräfte ergeben sih folgende Beziehungen:
∂σxx
∂x

+
∂τyx
∂y

= 0 , (2.20)
∂σyy
∂y

+
∂τxy
∂x

= 0 , (2.21)
τxy = τyx . (2.22)Die Gleihgewihtsbedingungen im zylindrishen Koordinatensystem im 2D-FallFür eine ebene Betrahtung des Gleihgewihtes ergeben sih im zylindrishen Koordinaten-system die folgenden Beziehungen:
∂σrr
∂r

+
1

r

∂τrϕ
∂ϕ

−
1

r
(σrr − σϕϕ) = 0 , (2.23)

∂σϕϕ
∂ϕ

+ r
∂τϕr
∂r

+ 2τrϕ = 0 , (2.24)
τrϕ = τϕr . (2.25)



2 Theoretishe Grundlagen 92.1.4 Das verallgemeinerte Hookeshe GesetzDas Hookeshe Gesetz beshreibt das lineare Materialverhalten unter Belastung stehenderKörper. Dieses Gesetz besagt, dass eine elastishe Deformation ε eines Körpers proportio-nal zur anliegenden Spannung σ ist. Im Allgemeinen kann eine Spannung durh eine Kraft,eine Temperaturänderung oder auh Feuhtigkeit hervorgerufen werden. Im Rahmen dieserAusarbeitung sollen die beiden zuletzt genannten Ein�üsse vernahlässigt werden.Im allgemeinen Fall wird das Hookeshe Gesetz ausgedrükt durh eine lineare Tensorgleihung
σij = Cijklεkl , (2.26)mit dem Tensor 4. Stufe Cijkl, den man als Elastizitätstensor bezeihnet. Der Spannungstensor

σij , sowie der Verzerrungstensor εkl sind Tensoren 2. Stufe mit jeweils 9 Komponenten. Esist üblih, für diese Tensorgleihung eine kondensierte Vektor-Matrix-Notation zu verwendenwie folgt: (2.27):
σi = Cijεj (i, j = 1, . . . , 6) . (2.27)Diese Beziehung lässt sih in der matriziellen Form Shreiben als
σ = C ε , (2.28)worin die Matrix C die sog. Stei�gkeitsmatrix ist. Durh deren Inversion lassen sih unterVorgabe der Verzerrungen die Spannungskomponenten bestimmen:
ε = S σ . (2.29)Die dadurh entstandene Matrix S wird als Nahgiebigkeitsmatrix bezeihnet. Zwishen denbeiden Matrizen S und C gilt somit folgender Zusammenhang:
C−1 = S (2.30)bzw.
S−1 = C (2.31)Bei einem anisotropen Material sind die Matrizen S und C vollbesetzt. Damit wird ein aniso-tropes Materialverhalten durh 36 voneinander unabhängigen Konstanten beshrieben. In [9℄�ndet sih der Beweis, dass die genannten Matrizen symmetrish sind. Sie besitzen folglih 21unabhängige Konstanten.Die Berehnung unter der Berüksihtigung der allgemeinen Anisotropie ist sehr kompliziertund für die Faserverbundtehnik nur von untergeordneter Bedeutung. Aus diesem Grund be-shränkt sih die vorliegende Arbeit auf einen Sonderfall der Anisotropie, nämlih auf diesog. Orthotropie. Bei den unidirektional verstärkten Einzelshihten, die als orthotrop ange-nommen werden können, existieren in jedem Punkt drei Symmetrieebenen. Bezüglih dieserEbenen sind die Materialeigenshaften symmetrish: eine Ebene, zu der die Fasern parallel



2 Theoretishe Grundlagen 10ausgerihtet sind, sowie zwei weitere Ebenen senkreht dazu. Damit erfolgt bei dem Hoo-keshen Gesetz für orthotrope Werksto�e eine Entkopplung zwishen den Dehnungen undGleitungen. Demnah bewirken die Normalspannungen σxx, σyy und σzz ausshlieÿlih dieDehnungen in alle drei Koordinatenrihtungen. Gleihzeitig bewirken die Shubspannungen
τxy, τxz und τyz nur die ihnen zugeordneten Shubverzerrungen. Demnah enthalten die Nah-giebigkeitsmatrix S und die Stei�gkeitsmatrix C bei diesem allgemeinen Fall zwölf von Nullvershiedene Konstanten. Diese sind von den zwölf Materialkennwerten: je ein Elastizitäts-modul Ei, ein Shubmodul Gij sowie eine Querdehnungszahl νij bezüglih jeder Koordina-tenrihtung i, j = 1, 2, 3. Zwishen den Elastizitätsmodulen und den Querdehnungszahlen giltjedoh die Beziehung (2.32):

νij
Ei

=
νji
Ej

. (2.32)Somit verbleiben nur neun der zwölf Parameter, die voneinander unabhängig sind. Mit die-sen Angaben shreibt sih die Nahgiebigkeitsmatrix für orthotropes Material in kartesishenKoordinaten als:



εxx

εyy

εzz

γyz

γzx

γxy




=




1
Ex

−νyx
Ey

−νzx
Ez

0 0 0

−νxy
Ex

1
Ey

−νzy
Ez

0 0 0

−νxz
Ex

−νyz
Ey

1
Ez

0 0 0

0 0 0 1
Gyz

0 0

0 0 0 0 1
Gzx

0

0 0 0 0 0 1
Gxy







σxx

σyy

σzz

τyz

τzx

τxy




. (2.33)
Die Stei�gkeitsmatrix ergibt sih durh Inversion der Nahgiebigkeitsmatrix.Betrahtet man nun den ESZ, so reduziert sih die Anzahl der Terme der Nahgiebigkeitsma-trix. Die Beziehung (2.33) lautet dann in der reduzierten Form:




εxx

εyy

γxy
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1
Ex

−νyx
Ey

0

−νxy
Ex

1
Ey

0

0 0 1
Gxy







σxx

σyy

τxy


 (2.34)und in der Matrix-Shreibweise:

ε̃ = S̃ · σ̃ . (2.35)In der Matrix-Shreibweise soll die Tilde darauf hinweisen, dass es sih um die reduziertenVektoren bzw. Matrizen handelt.Das Gleihungssystem (2.34) kann durh Umformen und Inversion nah (2.31) in die Formgebraht werden



σxx

σyy

τxy
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Ex

1−νyxνxy

νyxEx

1−νyxνxy
0

νxyEy

1−νyxνxy

Ey
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0
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 , (2.36)



2 Theoretishe Grundlagen 11anshlieÿend kann man den angegebenen Zusammenhang in der Matrix-Shreibweise darstel-len
σ̃ = S̃

−1
ε̃ = Q ε̃ . (2.37)Die in der Beziehung (2.37) enthaltene Matrix Q wird als reduzierte Stei�gkeitsmatrix be-zeihnet. Die reduzierte Stei�gkeitsmatrix �ndet den Eingang in die Rehnung z.B. bei derBetrahtung von Laminaten.In Anlehnung an die Beshreibung des EVZ und des ESZ im Kapitel 2.1.1 ist eine eindeutigeKorrelation der beiden Zustände zu erkennen. Die Vershiebungen sind von der Koordinate zabsolut unabhängig. Dem zufolge hängen auh die auftretenden Spannungen und Verzerrun-gen nur von den restlihen beiden Koordinaten x und y ab. Im Bezug auf die Grundgleihungender linearen Elastizitätstheorie besteht der einzige Untershied bei den Konstanten des Ma-terialgesetzes. Demnah kann man die Ergebnisse eines im ESZ berehneten Problems in denEVZ übertragen und umgekehrt. Die Terme der reduzierten Nahgiebigkeitsmatrix im EVZkönnen mit Rij abgekürzt werden. Zwishen den Termen der Nahgiebigkeitsmatrix im ESZ

Sij und den Termen derselben Matrix im EVZ gilt laut [8℄ der Zusammenhang:
Rij = Sij −

SizSjz
Szz

. (2.38)Bei dem isotropen Materialverhalten erfolgt die Umrehnung des Elastizitätsmoduls nah(2.39) und der Querkontraktionszahl nah (2.40).
E′ =

E

(1− ν2)
(2.39)

ν ′ =
ν

(1− ν)
(2.40)Dabei weist der Apostroph darauf hin, dass es sih um die Gröÿen im ESZ handelt [6℄.Einführung des AnisotropiewertesBei der Untersuhung der Bauteile mit anisotropem Materialverhalten ist es sinnvoll, einigedimensionslose Parameter einzuführen. Diese werden bei dem Materialgesetz in die RehnungEingang �nden. Der Grad der Anisotropie wird sowohl für das kartesishe (2.41) als auh fürdas zylindrishe (2.42) Koordinatensystem wie folgt de�niert:

s =

√
Ey
Ex

; k =

√
Ey
Gxy

, (2.41)
s =

√
Eϕ
Er

; k =

√
Eϕ
Grϕ

. (2.42)Ein weiterer Anisotropiewert wird bei den polarorthotropen Kreisbogensheiben benutzt undist bei Blumer [2℄ wie folgt angegeben:
n =

√
1 + s2 + k2 − 2 νϕr . (2.43)



2 Theoretishe Grundlagen 12Hookeshes Materialgesetz im kartesishen KoordinatensystemDas Hookeshe Materialgesetz lässt sih unter Berüksihtigung der Anisotropiewerte (2.41)und der Beziehung (2.32) in folgender Darstellung angeben:
εxx =

1

Ey
(σxx − νxyσyy) , (2.44)

εyy =
1

Ey

(
s2σyy − νxyσxx

)
, (2.45)

γxy =
1

Ey
k2τxy . (2.46)Hookeshes Materialgesetz im zylindrishen KoordinatensystemBei dem zylindrishen Koordinatensystem unter Berüksihtigung der Anisotropiewerte (2.42)und der Beziehung (2.32) gelten folgende Zusammenhänge:

εrr =
1

Eϕ

(
s2σrr − νrϕσϕϕ

)
, (2.47)

εϕϕ =
1

Eϕ
(σϕϕ − νrϕσrr) , (2.48)

γrϕ =
1

Eϕ
k2τrϕ . (2.49)2.2 Lösungsansatz der linearen ElastizitätstheorieZur Herleitung der Bipotentialgleihung, die auh als Sheibengleihung bezeihnet wird, wer-den die Volumenkräfte, die Eingang in die Gleihgewihtsbedingungen fanden, zu Null gesetzt.Unter dieser Voraussetzung wird in [3℄ gezeigt, dass für die beiden ebenen Zustände (EVZund ESZ) dieselbe Bipotentialgleihung gilt.2.2.1 Herleitung der Bipotentialgleihung im kartesishen KoordinatensystemZur Herleitung der Sheibengleihung wird anstatt der kinematishen Beziehungen die Kom-patibilitätsbedingung herangezogen. Ersetzt man in (2.14) gemäÿ (2.11) bis (2.13) die Verzer-rungen durh die Spannungen, so bekommt man folgende Beziehung:

k2
∂2τxy
∂x∂y

=
∂2σxx
∂y2

− νxy
∂2σyy
∂y2

+ s2
∂2σyy
∂x2

− νxy
∂2σxx
∂x2

. (2.50)Die Anzahl der Unbekannten lässt sih durh Einführen der Airyshen 2 Spannungsfunktion
F (x, y) reduzieren. Diese Spannungsfunktion hängt mit den Spannungskomponenten wie folgtzusammen:

σxx =
∂2F

∂y2
, (2.51)2Sir George Airy, engl. Mathematiker 1801-1892
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σyy =

∂2F

∂x2
, (2.52)

τxy = −
∂2F

∂x∂y
. (2.53)Damit wird das ebene Problem auf eine einzige partielle homogene Di�erentialgleihung vierterOrdnung, die für eine orthotrope Sheibe gilt, zurükgeführt

0 = s2
∂4F

∂x4
+
(
k2 − 2νxy

) ∂4F

∂y2∂x2
+
∂4F

∂y4
. (2.54)Beim Vorliegen eines isotropen Materialverhaltens liefern die Ausdrüke (2.41) für die Aniso-tropiewerte folgende Werte bzw. Beziehungen:

s2 = 1 , (2.55)
k2 = 2 (1 + νxy) . (2.56)Werden diese Werte in die Gleihung 2.54 eingesetzt, so vereinfaht sih diese zu:
0 =

∂4F

∂x4
+ 2

∂4F

∂y2∂x2
+
∂4F

∂y4
. (2.57)Mit dem sog. Laplae-Operator für kartesishe Koordinatensysteme

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
(2.58)lässt sih die Gleihung (2.57) zu

∆∆F = 0 (2.59)vereinfahen.Zurükgehend auf die Beziehungen (2.51) bis (2.53) lassen sih mithilfe der Airyshen Span-nungsfunktion F die Spannungskomponenten bestimmen. Die mit der Airyshen Spannungs-funktion ermittelten Spannungen erfüllen sowohl die Gleihgewihtsbedingungen als auhdie Kompatibilitätsbedingung. Diese Gleihung besitzt unendlih viele Lösungen. Die gröÿteShwierigkeit besteht im Au�nden einer Lösung, die auh den geltenden Randbedingungengenügt. Eine allgemeine Lösung der Bipotentialgleihung ist niht bekannt. Es wurden jedoheinige Ansätze hergeleitet, die in [4℄ oder [6℄ aufgelistet sind.2.2.2 Herleitung der Bipotentialgleihung im zylindrishen KoordinatensystemIm zylindrishen Koordinatensystem ist die Airyshe Spannungsfunktion von den Variablen rund ϕ abhängig: F (r, ϕ). Die Spannungskomponenten sind wie folgt de�niert:
σrr =

1

r

∂F

∂r
+

1

r2
∂2F

∂ϕ2
, (2.60)

σϕϕ =
∂2F

∂r2
, (2.61)
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τrϕ = −

∂

∂r

(
1

r

∂F

∂ϕ

)
. (2.62)Für das zylindrishe Koordinatensystem gilt der folgende Laplae-Operator:

∆ =
∂2

∂r2
+

1

r2
∂2

∂ϕ2
+

1

r

∂

∂r
. (2.63)Nah [2℄ lautet mit dem Laplae-Operator aus (2.63) die Bipotentialgleihung für orthotropeWerksto�e im zylindrishen Koordinatensystem dann:

0 =
∂4F

∂r4
+

2

r

∂3F

∂r3
−
s2

r2
∂2F

∂r2
+
s2

r3
∂F

∂r
+
s2

r4
∂4F

∂ϕ4

+

(
k2 − 2νϕr

)

r2
∂4F

∂ϕ2∂r2
−
(
k2 − 2νϕr

)

r3
∂3F

∂ϕ2∂r
+

(
k2 + 2s2 − 2νϕr

)

r4
∂2F

∂ϕ2
. (2.64)

2.3 Grundlagen und Prinzip der Methode der �niten ElementeIn der tehnishen Anwendung erfolgt die Beshreibung eines physikalishen Modells mithilfeder Di�erenzialgleihungen (DGL). Es ist zu beahten, dass für eine vollständige Beshreibungalle Randbedingungen herangezogen werden müssen. Bei den Randbedingungen untersheidetman zwishen den geometrishen und denen, die durh äuÿere Lasten vorgegeben sind. ZurLösung dieser Di�erentialgleihungen stehen analytishe(vgl. Kap. 2.2) und numerishe Lö-sungsmethoden zur Verfügung. Analytishe Methoden zur Lösung einer Di�erentialgleihungsind auf wenige spezielle Fälle beshränkt. Die Bestimmung einer solhen Lösung erfordertoftmals eine groÿe Anzahl von Annahmen und Vereinfahungen. Von dieser Lösung wird je-doh erwartet, dass sie die realen Verhältnisse möglihst nah beshreibt. Für die in der Reali-tät vorkommenden komplexen Geometrien und dreidimensionalen Spannungszustände werdennumerishe Methoden herangezogen. Von diesen Methoden hat sih die Methode der �nitenElemente FEM als allgemeines Verfahren in vielen Anwendungen durhgesetzt. Die FEMbeshränkt sih niht nur auf den Anwendungsfall der Strukturberehnung, sondern ist aufweitere physikalishe Probleme übertragbar. Dabei sind z.B. die Simulation der Strömungs-vorgänge, Elektromehanik und weitere Anwendungsfälle zu nennen. Für den AnwendungsfallStrukturberehnung mittels FEM ist nah [10℄ der nahstehende Ablauf typish:1. Preproessing:
• Erzeugen der Geometrie,
• Festlegen des Elementtyps,
• Zuweisen der Materialdaten,
• Vernetzen der Struktur,
• De�nieren der Randbedingungen und Aufbringen der Lasten.2. Aufbau und Lösen des Gleihungssystems:
• Berehnung der Elementstei�gkeitsmatrix,
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• Zusammenbau der Elementstei�gkeitsmatrizen zu einer Gesamtstei�gkeitsmatrix,
• Lösen des Gleihungssystems,
• Berehnen der gesuhten Vershiebungen und den daraus resultierenden Spannun-gen.3. Postproessing
• graphishe Darstellung der Ergebnisse,
• Ergebnisauswertung.Das allgemeine Prinzip der FEM ist, das meist sehr komplizierte Bauteil in eine bestimmteAnzahl endlih kleiner Teile, die �niten Elemente, zu zerlegen. Dieser Vorgang wird auhals Diskretisierung bezeihnet. Die im Sinne der Idealisierung vereinfahte Gesamtgeometriewird durh die Elemente bzw. deren Knoten beshrieben. An diesen Knoten werden danndie Beziehungen, die einen Zusammenhang zwishen den angreifenden Kräften Fe und denVershiebungen ve darstellen, in Form einer sog. Elementstei�gkeitsmatrix Ke formuliert. Denbeshriebenen Zusammenhang beshreibt das folgende Gleihungssystem (2.65):

Ke ve = Fe . (2.65)Durh das Assemblieren der Elementstei�gkeitsmatrizen erhält man eine Gesamtstei�gkeits-matrix K des gesamten Bauteils. Durh diese Vorgehensweise geht (2.65) in folgende Formüber:
K v = F . (2.66)Worin die Gröÿe F den Kraftvektor und die Gröÿe v den Vershiebungsvektor der gesamtenStruktur darstellen.An dieser Stelle ist es zu erwähnen, dass die komplette Berehnung heutzutage vom Rehnerautomatish durhgeführt wird und somit nur wenig beein�usst werden kann. Eine weiterfüh-rende und ausführlihe Behandlung dieser Thematik ist in [1℄ und [17℄ beshrieben.
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3 ModellierungDie wihtigste Aufgabe bei der Durhführung einer Strukturanalyse mithilfe eines Bereh-nungsprogrammes ist die Erstellung eines Modells mit dem Preprozessor. In diesem Arbeits-shritt wird das reale Bauteil in ein Rehenmodell so überführt, dass die geforderte Überein-stimmung mit der Realität und damit die erforderlihe Genauigkeit der Ergebnisse erreihtwird.Um die untershiedlihen Gestaltungsvariationen eines Bauteils numerish shneller zu ana-lysieren und miteinander zu vergleihen, ist es sinnvoll, ein voll-parametrishes Modell aufzu-bauen. Durh eine einmalige Programmierung der für eine vollständige Berehnung relevantenShritte, lässt sih beispielsweise auf die zeitraubende Erstellung eines neuen Modells verzih-ten. Damit wird eine einzelfallbezogene Änderung der gewünshten Parameter und die an-shlieÿende Berehnung shnell vollzogen. Die Modellierung des zu untersuhenden L-Winkelserfolgt in der APDL-Sprahe (Ansys Parametri Design Languange), die zur Erstellung ei-nes Skriptes benutzt wird. Das Skript wird als Vorlage für die Berehnung mittels ANSYSbenutzt. Die für die Modellierung relevanten Shritte werden im weiteren Verlauf dieses Kapi-tels beshrieben und erläutert. Eine ausführlihe Beshreibung der elementaren APDL-Befehle�ndet niht statt. Dafür wird der interessierte Leser an die Fahliteratur [10℄, sowie auf dieProgrammdokumentation [12℄ verwiesen.3.1 IdealisierungDer Arbeitsshritt der Idealisierung umfasst das ingenieurmäÿige Durhdenken der Aufgaben-stellung und deren tehnishe Umsetzung in ein numerishes Modell des zu analysierendenBauteils.Die zu betrahtende Aufgabe wird mit einer statishen linearen strukturmehanishen Be-rehnung durhgeführt. Für die Minimierung der Rehenzeit und der erforderlihen Rehen-sowie Speiherkapazitäten muss das Ziel verfolgt werden, mit möglihst wenig Elementen undKnoten eine möglihst groÿe Genauigkeit zu erreihen. Aus den genannten Gründen wird dasModell ein zweidimensionaler Shnitt durh einen dreidimensional ausgedehnten L-Winkelsein. In der Realität herrsht in einem Kontinuum der ebene Verzerrungszustand, vgl. Kap.2.1.1. Diese Tatsahe wird berüksihtigt, indem die entsprehenden Freiheitsgrade der rele-vanten Knoten miteinander gekoppelt bzw. gesperrt werden. Damit entsteht ein �unendlih�langes Bauteil. Des Weiteren wird das Bauteil nur in seiner Ebene belastet. Aufgrund dieserBesha�enheit kann das Bauteil mit Volumenelementen als auh mit den Plattenelementenmodelliert werden. Bei der Auswahl der Elemente ist zusätzlih zu beahten, dass diese dieorthotropen Materialeigenshaften abbilden können.



3 Modellierung 173.2 Erstellen der GeometrieFestlegen der ParameterDa bei der folgenden Strukturanalyse viele Parameter verändert werden können, wird zurVereinfahung folgendes festgelegt:
• eine konstante Anzahl der UD-Shihten konstanter Dike über dem gesamten Bauteil-quershnitt und daraus resultierende konstante Bauteildike,
• Festeinspannung an einem Ende,
• Einleitung der Lasten als Reaktionskräfte N ,Q bzw. als Reaktionsmoment M ,
• konstanter Radius r im gekrümmten Bereih.Zusätzlih müssen folgende Parameter zur vollständigen Beshreibung des Modells de�niertwerden:
• Lagenaufbau und damit verbundene Anzahl der Shihten,
• Länge der Flanshe l1 und l2,
• Ö�nungswinkel ψ,
• der innere Radius a und der äuÿere Radius b,
• Breite des Bauteils L,
• Werksto�parameter.

Abbildung 3.1: Shematishe Darstellung der eingeführten geometrishen Parameter und derRandbedingungen



3 Modellierung 18Die Abbildung 3.1 stellt den Quershnitt des betrahteten Bauteils mit der Beshriftung dergeometrishen Parameter und der geltenden Randbedingungen dar. Zusätzlih sind die Rändergekennzeihnet, an denen die Lasteneinleitung und die Festeinspannung erfolgen.Konsistentes EinheitensystemBei der Anwendung von ANSYS existiert keine Festlegung auf ein bestimmtes vom Programmvorgegebenes Einheitensystem. Genauso wie alle Finite-Elemente-Programme rehnet auhANSYS mit dimensionslosen Zahlen. Aus diesem Grund ist es erforderlih für die Angabe vonphysikalishen Gröÿen konsistent zu bleiben. Die gewählten Einheiten werden auh für dieAusgabe der Ergebnisse durhgängig eingehalten. Bei der Strukturberehnung ist eine Fest-legung von mindestens drei Einheiten zu tre�en. Die drei physikalishen Gröÿen sind hierbeiMasse, Zeit und Länge. Die restlihen Einheiten werden daraus abgeleitet. Die untershiedli-hen Variationen der Grundeinheiten und der Umrehnungen sind in [10℄ aufgelistet.Für die Durhführung der Berehnung wird in der vorliegenden Arbeit das System �mm-t-s �verwendet. Dieses System ermögliht die Eingabe und Ausgabe von Kräften, Spannungen undVershiebungen in den gewohnten Einheiten, diese sind [N ], [MPa] und [mm]. Die Eingabeund Ausgabe von Momenten erfolgt jedoh in der Einheit [Nmm].KoordinatensystemeZusätzlih zum vorde�nierten globalen Koordinatensystem bietet ANSYS die Möglihkeit, lo-kale Koordinatensysteme zu de�nieren. Ein lokales Koordinatensystem kann in allen drei Arten(kartesish, zylindrish und sphärish) erzeugt werden. Diese Möglihkeit erleihtert die Er-stellung der Geometrie und die Auswertung der Ergebnisse wesentlih. Für den gekrümmtenBereih wird ein zylindrishes Koordinatensystem mit der Koordinate in Umfangsrihtung ϕund einer radialen Koordinate r de�niert. Zusätzlih werden diese Koordinatensysteme zurRotation der Elementkoordinatensysteme verwendet, um deren einheitlihe Ausrihtung zuerreihen. Diese Maÿnahme ist bei den orthotropen Werksto�eigenshaften sogar notwendig.Die Ausrihtung der Koordinaten über dem L-Winkel zeigt die Abbildung 3.2. Mit MP istzusätzlih der Koordinatenursprung des zylindrishen Koordinatensystems angegeben. Im ge-krümmten Bereih korrespondieren die Koordinaten r mit x und ϕ mit y. Die Koordinate zweist bei beiden Koordinatensystemen dieselbe Ausrihtung auf.Das Koordinatensystem der Knoten bestimmt die Rihtung der Freiheitsgrade eines einzelnenKnotens. Jeder Knoten besitzt sein eigenes Koordinatensystem, dessen Ursprung im Kno-ten selber liegt. Man kann das Koordinatensystem der einzelnen Knoten in das aktivierteKoordinatensystem rotieren. Diese Möglihkeit wird genutzt um die Reaktionslasten in allegewünshten Rihtungen zu de�nieren.Vorgehensweise bei der GeometrieerstellungZuerst werden die Geometriepunkte an beiden Rändern des Bauteils, sowie Rändern des Bo-gens generiert. Die Generierung erfolgt mithilfe einer DO-Shleife. Eine DO-Shleife wieder-holt eine Kommandosequenz so lange, wie eine Laufbedingung gültig ist. Eine vollständigeLaufbedingung beinhaltet den Laufparameter (z.B. i), den Anfangs- und Endwert, sowie dasInkrement. Zusätzlih wird die Möglihkeit der Benennung der Punkte ausgenutzt. Damit
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Abbildung 3.2: Das gewählte Koordinatensystem zur De�nition der Materialeigenshaften undAuswertung der Ergebnisseweist die Punktnummerierung an diesem Rand eine Regelmäÿigkeit auf, was bei den nähstenArbeitsshritten eine Benutzung der DO-Shleife ermögliht. Die darauf folgende Erstellungder Linien und der Flähen erfolgt nah demselben Muster.3.3 VernetzungNah dem Erzeugen des Geometriemodells wird dieses vernetzt. Vor der Generierung einesNetzes werden zuerst einige vorbereitende Maÿnahmen getro�en. Zusätzlih müssen die Ma-terialeigenshaften,der Elementtyp und die Pro�leigenshaften festgelegt werden.3.3.1 Erstellung einer NetzfaetteDie Feinheit der Diskretisierung 1 hat maÿgeblihen Ein�uss auf die Genauigkeit der Ergebnis-se der Näherungsrehnung. Durh die Vorgabe des Parameters, welher die Anzahl der Lagenin einem Laminat festlegt, wurde bereits eine Maÿnahme bezüglih der Netzfeinheit getro�en.Um weiteren Ein�uss auf die Elementgröÿe zu nehmen, wird ein Parameter de�niert, welherdie Anzahl der Elemente pro Lage in Dikenrihtung bestimmt. Dieser Parameter wird bei derKonvergenzstudie festgelegt und stellt eine sinnvolle Relation zwishen Rehenaufwand undErgebnisgenauigkeit dar. Die Konvergenzstudie wird in dieser Ausarbeitung im Anshluss andie Modellierung durhgeführt.Bei der Vernetzung wird ein möglihst gleihförmiges Netz mit etwa gleih groÿen Elementenangestrebt. ANSYS bietet dabei die Möglihkeit die erzeugten Linien mit der zuvor de�nier-ten Elementgröÿe zu unterteilen. Diese Unterteilung dient als Muster für die Vernetzung undwird auf jedem Fall eingehalten. Bei den rehtwinkligen Geometrien werden die erzeugten Ele-mente aufgrund der gleihen Länge der gegenüberliegenden Linien dieselbe Gröÿe aufweisen.Bei gekrümmter Geometrie sind die gegenüberliegenden Linien hingegen untershiedlih lang.1 Einteilung in eine endlihe Anzahl endlih groÿer Elemente



3 Modellierung 20Das führt dazu, dass diese Bereihe entlang der untershiedlih langen Linien entweder mitder gleihen Anzahl der Elemente oder mit der gleihen Elementgröÿe unterteilt werden müs-sen. In der vorliegenden Arbeit wurde eine Entsheidung zu Gunsten der ersten Möglihkeitgetro�en. Es wurde über dem Quershnitt eine Elementgröÿe in Abhängigkeit vom Radius
r de�niert. Die tatsählihe vorde�nierte Elementgröÿe weisen dabei nur die Elemente beidem mittleren Radius rm auf. Die nahstehende Abbildung 3.4 stellt das vernetzte Bauteil imÜbergangsbereih dar.

Abbildung 3.3: Das Netz im ÜbergangsbereihVor der eigentlihen Vernetzung mit den Volumenelementen wird eine Netzfaette mit dem de-�nierten Muster aufgebaut. Die Generierung erfolgt mithilfe der Ober�ähenelemente (MESH200).Eigentlih kann diese Netzfaette in Verbindung mit allen bei ANSYS zur Verfügung stehen-den Elementen benutzt werden. Die gewählte Methode zur Geometrieerzeugung ist jedohnur für Volumenelemente notwendig. Es ist zu beahten, dass die Knotenanzahl des Ele-mentes MESH200 mit der Knotenanzahl der Volumenelemente korrespondieren muss. Dahermuss eine Anpassung der MESH200-Elemente an die gewünshten Elemente erfolgen. Dasgeshieht über die Einstellung der Optionen bei dem Elementtyp MESH200. Im Gegensatz zuallen anderen Elementen erfordert dieser Elementtyp keine weiteren Angaben bezüglih derMaterialeigenshaften usw.3.3.2 Auswahl der geeigneten ElementtypenIn diesem Abshnitt erfolgt eine Beshreibung der relevanten Elemente. Alle Informationendiesbezüglih wurden der ANSYS Dokumentation [12℄ entnommen.In Anlehnung an die Idealisierung, vgl. Kap. 3.1, sind Elemente erforderlih, die in der Lagesind die orthotropen Materialeigenshaften abzubilden. Zwar stellt ANSYS spezielle Verbun-delemente (layered shell, layered solid) zur Verfügung, die aber für das vorliegende Problemkeine sinnvolle Modellierung ermöglihen. Für eine realitätsnahe Abbildung der Gesamtstruk-tur sind die Elementtypen PLANE42, PLANE82, SOLID185 sowie SOLID186 besonders gutgeeignet. Bei den genannten Elementen untersheiden sih sowohl PLANE- als auh SOLID-Elemente untereinander hauptsählih in ihrer Ansatzfunktion. Eine lineare Ansatzfunktionwird bei den Elementen PLANE42 sowie SOLID185 und eine quadratishe Ansatzfunktion bei



3 Modellierung 21den Elementen PLANE82 sowie SOLID186 benutzt. Dabei sind die Elemente mit den quadra-tishen Ansatzfunktionen zum Modellieren von gekrümmten Rändern besonders gut geeignet.Würde man das Problem rein mathematish betrahten, so wird eine gekrümmte Geometriemit steigender Ordnung der Ansatzfunktion besser approximiert. Verwendet man dagegen ei-ne lineare Ansatzfunktion, so ist mit Einbuÿen bezüglih der Genauigkeit zu rehnen. Um diegewünshte Genauigkeit dennoh zu erreihen, muss der zu untersuhende Bereih � feiner �unterteilt werden, was mit einem steigenden Rehenaufwand verbunden ist.PLANE42- und PLANE82-ElementeDie PLANE-Elemente sind ebene 4-Knoten (PLANE42) bzw. 8-Knoten (PLANE82) Vierek-Elemente, vgl. Abb. 3.4. An jedem Knoten hat das Element zwei translatorishe Freiheitsgra-de: Vershiebung in X- und Y-Rihtung des Knotenkoordinatensystems. Mit diesen Elementenwerden die strukturmehanishen Eigenshaften eines Kontinuums repräsentiert und mithilfeeiner Einstellung ein ebener Verzerrungszustand abgebildet. Die Elementeingaben enthaltendie orthotropen Materialeigenshaften. Bei der Modellierung mit den PLANE-Elementen sindkeine Angaben bezüglih der Pro�leigenshaften, darunter auh der Elementdike, erforder-lih.

Abbildung 3.4: Die Plattenelemente: PLANE42 (links) und PLANE82 (rehts)SOLID185- und SOLID186-ElementeDie Elementtypen SOLID185 und SOLID186 sind dreidimensionale Volumenelemente. DasElement SOLID185 ist durh aht Knoten und das Element SOLID186 durh zwanzig Kno-ten de�niert, vgl. Abb. 3.5. An jedem Knoten haben die Elemente drei translatorishe Frei-heitsgrade. Neben den Angaben der Materialeigenshaften ist die Ausdehnung in die dritteDimension zu de�nieren.Über die letztendlihe Auswahl des Elementtyps wird bei der Auswertung der Konvergenzstu-die entshieden. Dabei wird neben der Elementgröÿe das Kovergenzverhalten der vorgestelltenElementtypen und die Erfüllung der geltenden Randbedingungen betrahtet.Modi�kation der ElementeBeim Vernetzen wurde den Elementen und den Knoten ein Koordinatensystem zugewiesen,das mit den zu vernetzenden Flähen gleih ist. Die rihtungsabhängigen Materialeigenshaf-ten der Faserverbundwerksto�e erfordern eine durhgehende Ausrihtung der Koordinaten-systeme der Elemente über das gesamte Bauteil. Dafür werden die Koordinatensysteme derElemente und damit der Knoten in das jeweilige Koordinatensystem transformiert. Nah die-
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Abbildung 3.5: Die Volumenelemente: SOLID185 (links) und SOLID186 (rehts)sem Shritt werden die Elemente, die einer UD- bzw. Gewebeshiht zugehörig sind, selektiertund bezüglih ihrer Materialeigenshaften modi�ziert. Den Elementen zugehörige Materialei-genshaften des Lagenaufbaus nah Tab. 4.1 stellt die Abbildung 3.6 dar.

Abbildung 3.6: Darstellung der Elemente bezüglih ihrer Materialeigenshaften3.3.3 De�nieren der MaterialeigenshaftenZum Modellaufbau gehört weiterhin die De�nition der Materialeigenshaften.Isotropes MaterialmodellUm einen Einstieg in die Analyse vom Strukturverhalten eines Bauteils mittels der Methodeder �niten Elemente zu sha�en, wurde zunähst ein isotropes Materialverhalten zur Be-trahtung herangezogen. Zur vollständigen Beshreibung eines isotropen Materialverhaltenswerden mindestens 2 Materialparameter benötigt z.B. der Elastizitätsmodul und die Quer-kontraktionszahl. Für die folgende Berehnung wird als Werksto� Aluminium verwendet. FürAluminium wurden folgende Werksto�daten angenommen:
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• E = 70000MPa,
• ν = 0, 33.Dieses Materialmodell wird auh bei der übershlägigen Handrehnung benutzt.Orthotropes MaterialmodellBei einem orthotropen Material sind neun Materialparameter zu de�nieren. Die gewähltenMaterialparameter einer UD-Shiht sind in der Tabelle 3.1 wiedergegeben. Die angegebenDaten entsprehen der durhgeführten Modi�kation bezüglih der gewählten Koordinaten,vgl. Abb. 3.2. Materialparameter Wert

Ey 135000 [MPa]

Ex = Ez 10000 [MPa]

Gxy = Gyz 5000 [MPa]

Gxz 4000 [MPa]

νyx = νxz = νyz = νzx 0, 27

νxy = νzy 0, 02Tabelle 3.1: Materialdaten einer UD-ShihtDas Gewebe stellt laminattheoretish einen Kreuzverbund dar. Somit kann das Gewebe in derKlassishen Laminattheorie KLT als ein Laminat, bestehend aus zwei orthogonal zueinandergeshihteten UD-Shihten modellieren. Bei der vorliegenden Arbeit wurde zur Ermittlungder Materialwerte eine Exel-Programmierung herangezogen. Diese wurde vom industriellenBetreuer und weiteren Mitarbeitern der Firma Sogeti Highteh GmbH in Zusammenhangmit einem Projekt erstellt. Bezüglih dieser Thematik kann das Vorlesungsmanuskript [11℄hilfreih sein. Bei der Ermittlung der Materialparameter ist bei dieser Methode zu beahten,dass die Welligkeit der Faser auf die Stei�gkeitswerte abmindert wirkt. Die Forshung aufdiesem Gebiet hat in den letzten Jahren einige theoretishe Modelle hervorgebraht. Sinnvollist aber nah wie vor diesen Ein�uss im Rahmen eines Experiments zu ermitteln. Bei derersten Abshätzung kann man diesen Ein�uss mit 10% annehmen [15℄.Materialparameter Gewebe 0◦ Gewebe 45◦
Ex 10000 [MPa] 10000 [MPa]

Ey = Ez 72793 [MPa] 15393 [MPa]

Gxy = Gxz 4444 [MPa] 4500 [MPa]

Gyz 5000 [MPa] 15504 [MPa]

νxy = νxz 0, 037 0, 175

νzy = νyz 0, 037 0, 539

νzx = νyx 0, 27 0, 27Tabelle 3.2: Materialdaten für das GewebeBei der Eingabe der Querkontraktionszahlen ist bei ANSYS zu beahten, dass die Querkon-



3 Modellierung 24traktionszahlen νxy, νxz, νyz als PRXY, PRXZ, PRYZ und νyx, νzx, νzy als NUXY, NUXZ,NUYZ angegeben werden. Die Zuweisung der Querkontraktionszahlen erfolgt nah der Glei-hung (2.32).Bei der Verformung eines Körpers wird Arbeit verrihtet. Pestel und Wittenburg [14℄ zeigen,dass diese Arbeit der potentiellen Energie entspriht, die in diesem Körper gespeihert wird.Diese Energie wird Formänderungsenergie genannt und mit dU abgekürzt. Durh die Inte-gration von dU über dem gesamten Volumen kann die Formänderungsenergie U bestimmtwerden. Somit gilt folgender mathematisher Zusammenhang:
U =

1

2

∫ ∫ ∫

V
σ ε dV . (3.1)Setzt man für den Spannungstensor σ die Beziehung (2.28) ein, erhält man für die Formän-derungsenergie eine modi�zierte Gleihung, die wie folgt lautet:

U =
1

2

∫ ∫ ∫

V
C ε2 dV . (3.2)Da ein lineares Materialverhalten vorausgesetzt wird, muss die Formänderungsenergie positivsein. Betrahtet man die Komponente aus Beziehung (3.2), ist diese Anforderung nur dannerreiht, wenn die Stei�gkeitsmatrix C positiv ist. Bei Verletzung dieser Bedingung meldet dasBerehnungsprogramm ANSYS einen Fehler. In [12℄ ist folgende Beziehung zur Überprüfungder angegeben Materialdaten gegeben:

0 ≥ 1− (νxy)
2 Ey
Ex

− (νyz)
2 Ez
Ey

− (νxz)
2 Ez
Ex

− 2νxy νyz νxz
Ez
Ex

(3.3)Möhte man den Extremwert für den Anisotropiewert s bestimmen, so modi�ziert man zuerstdie Gleihung (3.3) mithilfe der Beziehung (2.41). Anshlieÿend setzt man die modi�zierteGleihung gleih null. Mit den, in der Tabelle 3.1 angegebenen Materialdaten, kommt mandabei auf ein Verhältnis von s = 48. Bei dieser Betrahtung wurde nur der Elastizitätsmodul
Ey als variabel vorausgesetzt, die restlihen Werte wurden als konstant angenommen. ZurProbe wurden mit diesemWert einige Rehnungen durhgeführt, deren Ergebnisse im weiterenVerlauf dieser Arbeit vorgestellt werden. Bei einer Rehnung mit s = 50 wurde dagegen eineFehlermeldung ausgegeben.3.4 De�nition der Randbedingungen sowie der LastenNahdem das komplette Modell erstellt und vernetzt wurde, werden nun die Lasten undRandbedingungen de�niert. Es ist zu beahten, dass das Antragen der Randbedingungen undLasten am FEM-Modell über die Knoten und Elemente erfolgen kann, oder aber auh überein vorhandenes Geometriemodell.De�nition der RandbedingungenAls Randbedingung wird die Einspannung an einem Rand des Bauteils de�niert. An die-sem Rand werden alle relevanten Freiheitsgrade (untershiedlihe Elementtypen weisen eineuntershiedlihe Anzahl von Freiheitsgraden auf) der Knoten gesperrt.



3 Modellierung 25Aus der Beshreibung der Elemente, vgl. Kap. 3.3.2, geht hervor, dass bei den PLANE-Elementen der ebene Verzerrungszustand durh eine entsprehende Einstellung realisierbar ist.Die SOLID-Elemente haben dagegen keine vergleihbare Einstellung. Bei diesen Elementenmuss der ebene Verzerrungszustand durh die Koppelung der entsprehenden Freiheitsgradeeingestellt werden. Bei der Vernetzung mit den Volumenelementen wurden zwei Elementreihenmodelliert. So müssen die Vershiebungen ux sowie uy der Knoten, die sih gegenüber anäuÿeren Rändern der beiden Elementreihen liegen, gleihgesetzt werden. Des Weiteren wird beiallen genannten Knoten die Vershiebung uz gesperrt. Durh diese Art der Koppelung entstehteine �unendlih � lange Konstruktion, bei der der EVZ herrsht. Bedingt durh eine äuÿerstungünstige Nummerierung der Elemente, die durh ANSYS automatish statt�ndet, war esnur mit einem enormen Aufwand gelungen die Koppelung zu realisieren. Des Weiteren istdiese Methode mit einem enormen Modellierungs- und Rehenaufwand verbunden. Alternativkann man dem Bauteil eine Länge und damit eine vorde�nierte Anzahl der Elementreihenzuweisen. Ab einer bestimmten Anzahl der Elementreihen wird der Randein�uss abklingen.Diese Anzahl der Elementreihen kann im Rahmen einer Konvergenzstudie festgelegt werden.Die beshriebene Methode ist aber wesentlih intensiver in Hinsiht auf die Rehenzeit.De�nition der LastenZur Einleitung der Lasten wird am freien Rand ein Geometriemodell aufgebaut. Die Notwen-digkeit dieses Shrittes wird wie folgt erklärt:
• es ist erwünsht die Lasten möglihst gleihmäÿig über den zu belastenden Rand zuverteilen,
• die Knoten, die den gewählten Elementtypen zugehörig sind, besitzen keine rotatorishenFreiheitsgrade und können damit keine Momentbelastung aufnehmen.Zur Generierung des sog. Spinnennetzes, vgl. Abb. 3.7, wird zuerst ein zusätzliher Knoten,über den das Antragen der Lasten erfolgt, generiert. Dieser liegt mittig in einem ganz geringenAbstand zum freien Rand des Bauteils. Damit wird die störende Wirkung dieser Methodesehr klein gehalten. Anshlieÿend wird dieser Zusatzknoten mit allen Knoten am freien Randverbunden. Die so entstandene Geometrie, bestehend aus den Linien, wird letztendlih mit denBalkenelementen vernetzt. Zur Vernetzung werden die Balkenelemente BEAM3 herangezogen.BEAM3-BalkenelementDas Balkenelement BEAM3 ist ein ebenes, geradliniges Element mit Zug-, Druk- und Biege-verhalten. Das Element wird durh zwei Knoten, Abb. 3.8, mit drei Freiheitsgraden an jedemKnoten festgelegt:
• Translation in die X- und Y-Rihtung,
• Rotation um die Z-Ahse.Zu den Eingabedaten gehören zusätzlih die Material- und Pro�leigenshaften . Zu den letzte-ren gehören die Angaben der Quershnitts�ähe, des Flähenträgheitsmoments und der Höhedes Elementes. Die genannten Gröÿen wurden wie folgt festgelegt:
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Abbildung 3.7: Geometriemodell zur Einleitung der Lasten

Abbildung 3.8: Ebenes elastishes Balkenelement BEAM3
• Eb=108MPa,
• ν=0,3,
• Ab=0,01mm2,
• Izz=8,3−6mm4,
• hb=0,1mm .Bei der Kombination der Elemente muss darauf geahtet werden, dass die Verträglihkeit zwi-shen den benahbarten Elementen gewahrt bleibt. Damit ist die Kontinuität der Vershie-bungsverläufe gewährleistet. Da die Balkenelemente im Vergleih zu den Volumen- und denPlattenelementen einen zusätzlihen rotatorishen Freiheitsgrad aufweisen, kann die Biegungdes Balkens niht übertragen werden. Der Balken ist damit an den Bauteil gelenkig ange-



3 Modellierung 27shlossen. Um die Biegung des Balkens zu unterbinden, kann dieser als sehr steif modelliertwerden. Das erklärt die Angabe eines ungewöhnlih hohen Elastizitätsmoduls.3.5 Der LösungsabshnittNahdem die Lasten und Randbedingungen de�niert sind, ist das Bauteil vollständig model-liert. Die abshlieÿenden Vorgaben zur Berehnungsphase beinhalten nur die Angaben be-züglih der Analyseoption. Diese wird, wie bereits im Kap.3.1 erwähnt, eine statishe linearestrukturmehanishe Berehnung sein.Abshlieÿend ist zu erwähnen, dass im Anhang A ein vollständiges APDL-Sript zur Model-lierung eines L-Winkels angegeben ist.
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4 Die KonvergenzstudieDie Genauigkeit der FEM-Berehnung ist unter anderem von der Anzahl und von der Artder verwendeten Elemente abhängig. Mit steigender Anzahl der Elemente nähern sih dieErgebnisse einem bestimmten Wert an. Dieses Verhalten wird als Konvergenz bezeihnet.Am Verlauf der Konvergenzkurve lässt sih dann erkennen, ab welhem Punkt die steigendeAnzahl der Elemente nur eine geringfügige Veränderung des Kurvenverlaufs bewirkt. Mithilfeeiner Konvergenzstudie lässt sih zudem abshätzen, wie nahe die Ergebnisse der analytishenÜbershlagsrehnung kommen.In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der Berehnungen mit untershiedlihen Elementenbzw. untershiedlihen Elementgröÿen untereinander verglihen. Daraus wird eine Shluss-folgerung bezüglih der Auswahl des Elementtyps und der Anzahl der Elemente pro Lagegezogen.4.1 Konvergenzverhalten der Volumenelemente mituntershiedlihen AnsatzfunktionenZuerst wird das Konvergenzverhalten der Volumenelemente mit linearen und quadratishenAnsatzfunktionen untereinander untersuht. Das gesamte Modell wird aus orthotropen UD-Shihten gleiher Ausrihtung aufgebaut. Die Materialdaten sind in der Tabelle 3.1 aufgelis-tet. Die geometrishen Gröÿen sind dem Anhang A zu entnehmen. Das Bauteil wird durheinen Normalkraft�uss Nf belastet. Des Weiteren wurde die Entsheidung getro�en den ebe-nen Spannungszustand abzubilden. Zum einen beruht diese Entsheidung auf der Tatsahe,dass man die Spannungen aus dem ESZ in den EVZ umrehnen kann. Den entsprehendenZusammenhang geben die Gleihungen (2.39) und (2.40) wieder. Zum anderen erweist sih dieModellierung mit den Volumenelementen und die anshlieÿende Berehnung des Bauteils imEVZ als sehr zeit- und speiherplatzraubend. Beispielsweise beträgt die komplette Rehenzeitbei der Modellierung mit zwei Elementen pro Lage a. vier Stunden, was im Rahmen dieserArbeit niht akzeptabel ist.Die Abbildungen 4.1 bis 4.3 zeigen die Spannungsverläufe an vershiedenen Stellen des ge-krümmten Bereihs. Aus diesen Abbildungen geht hervor, dass mit beiden Elementtypen,SOLID185 und SOLID186, die errehneten Spannungen annähernd den gleihen Verlauf überder gesamten Bauteildike aufweisen. Die Elemente mit linearen Ansatzfunktionen verletzenjedoh an den äuÿeren Rändern bei (r = a) und bei (r = b) die dort geltenden Randbedingun-gen. An diesen Stellen müssen sowohl die Shubspannung τrϕ als auh die Normalspannung
σrr vershwinden. Erst mit Steigerung des numerishen Aufwandes nähern sih die Span-



4 Die Konvergenzstudie 29nungswerte dem Wert null an.

Abbildung 4.1: Verlauf der Normalspannung σrr an der Stelle ϕ = 45◦

Abbildung 4.2: Verlauf der Normalspannung σϕϕ an der Stelle ϕ = 45◦



4 Die Konvergenzstudie 30Die Abbildung 4.3 zeigt den Verlauf der Shubspannung τrϕ an der Stelle ϕ = 2◦. Beim vor-liegenden Belastungsfall existiert eine äuÿerst geringe Querkraftkomponente an dieser Stelle.Theoretish gesehen darf es an dieser Stelle auh eine kleine Shubspannung geben, was jedohniht mit den berehneten Ergebnissen übereinstimmt. Das Vorhanden dieser Shubspannungist durh eine Störung, die durh den Übergang aus dem gekrümmten in den geraden Bereihvorliegt, zu erklären. Der Geometrieein�uss auf den Spannungshaushalt wird im späterenVerlauf dieser Ausarbeitung genauer untersuht. Analysiert man die beiden Fläheninhalteoberhalb und unterhalb der waagerehten Ahse t∗, so kommt man zum Ergebnis, dass dieseannähernd gleih groÿ sind. Somit ist notwendige Gleihgewihtsbedingung
∫ b

a
τrϕ dr = Q ≈ 0annähernd erfüllt.

Abbildung 4.3: Verlauf der Shubspannung τrϕ an der Stelle ϕ = 2◦Die Diskussion der ErgebnisseDie Hauptaufgabe dieser Konvergenzbetrahtung war das Konvergenzverhalten der Volumen-elemente mit quadratishen und linearen Ansatzfunktionen. Die Ergebnisse zeigen deutliheVorteile zu Gunsten der Elemente mit quadratishen Ansatzfunktionen. Damit werden imweiteren Verlauf dieser Arbeit die Elemente mit quadratishen Ansatzfunktionen verwendet.Des Weiteren wird aufgrund der genannten hohen Rehenzeiten nah Alternativen für dieVolumenelemente gesuht.



4 Die Konvergenzstudie 314.2 Überprüfung der Tauglihkeit der Sheibenelemente zurModellierung eines orthotropen L-WinkelsDie Hauptaufgabe dieses Abshnitts besteht darin, die Ergebnisse der Berehnungen mitVolumen- und Sheibenelementen untereinander zu vergleihen. Wie bereits im Kapitel 3.3.2beshrieben wurde, stellen die Elemente PLANE82 bzw. PLANE42 möglihe Alternativenfür die Volumenelemente dar. Basierend auf den Ergebnissen in Kapitel 4.1 werden aber dieElemente PLANE42 zur weiteren Betrahtung niht mehr herangezogen. Ausgehend von derBeshreibung der Plattenelemente existieren einige Bedenken bezüglih der Simulation dergewählten Idealisierung. So wurde ein in der Mitte herausgeshnittener Streifen in der XY-Ebene modelliert. In dieser Ebene liegen auh die Plattenelemente. Nun soll aber ein Laminatin der Y Z-Ebene aufgebaut werden. Somit liegen z.B. die 90◦-Shihten parallel der Z-Ahseund damit senkreht auf die Elementebene. Damit ist es fraglih, ob diese Elemente die An-forderungen bezüglih der Genauigkeit erfüllen.Im vorangegangenen Kapitel wurde das Modell aus orthotropen UD-Shihten gleiher Aus-rihtung aufgebaut. In der Realität bilden aber Laminate mit einer untershiedlihen Ausrih-tung der Faserhalbzeuge eine Grundlage für Faserverbundkonstruktionen. Für die folgendeUntersuhung soll das Laminat aus Gewebelagen aufgebaut werden, den Laminataufbau gibtdie Tabelle 4.1 wieder. Dieses Materialmodell entspriht der gängigen Methode zur Herstel-lung der Clips bei dem Flugzeughersteller Airbus. Die Materialdaten sind in der Tabelle 3.2angegeben.0 0 45 45 0 0 45 0 0 45 45 45 0 45 0 0 45 45 0 0Tabelle 4.1: Lagenaufbau des Laminats bestehend aus GewebeDie Abbildungen 4.4 bis 4.6 zeigen die Spannungsverläufe der beiden Normalspannungen σrrund σϕϕ sowie den Verlauf der Shubspannung τrϕ an der Stelle ϕ = 2◦. Im Rahmen der Aus-wertung der Ergebnisse wurde festgestellt, dass die Bereihe, die dem Übergangsbereih naheliegen, am kritishsten bezüglih der Erfüllung der Randbedingungen sind. Aus diesem Grundwerden auh im späteren Verlauf der Konvergenzstudie diese Bereihe gesondert behandelt.Es ist eine deutlihe Übereinstimmung der Verläufe festzustellen. Bei der Betrahtung derRandbedingungen gelten die gleihen Überlegungen wie im vorangegangenen Abshnitt.
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Abbildung 4.4: Verlauf der Normalspannung σϕϕ an der Stelle ϕ = 2◦

Abbildung 4.5: Verlauf der Normalspannung σrr an der Stelle ϕ = 2◦
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Abbildung 4.6: Verlauf der Shubspannung τrϕ an der Stelle ϕ = 2◦Die Diskussion der ErgebnisseAus den Verläufen ist deutlih zu erkennen, dass bei den Berehnungen mit den ElementenPLANE82 dieselben Ergebnisse wie mit den Elementen SOLID186 erreiht werden. Zudemwurde eine deutlihe Reduktion der Rehenzeit sowie der erforderlihen Speiherplatzkapazi-täten festgestellt. Beispielsweise dauert die Modellierung und anshlieÿende Berehnungsphasemit diesem Elementtyp a. 5 Minuten.Die weitere Modellierung und Berehnung erfolgt mit den Elementen PLANE82.4.3 Konvergenzstudie zur Festlegung der ElementgröÿeNahdem der Elementtyp festgelegt wurde, wird eine abshlieÿende Untersuhung bezüglihder Elementgröÿe, bzw. der Anzahl der Elemente pro Lage angestellt. Auh wie bei demvorangegangenen Abshnitt wird dasselbe Materialmodell verwendet.Die Abbildungen 4.7 bis 4.9 stellen die Spannungsverläufe der drei untershiedlihen Reh-nungen dar. Der Untershied liegt in der Anzahl der Elemente pro Lage, siehe Legende dergenannten Abbildungen. Genauso wie in den vorangegangenen Untersuhungen weisen dieGraphen identishe Verläufe der Spannungen auf. Es sind jedoh geringfügige Untershiedean den Rändern zu erkennen. An diesen Stellen erfüllen niht alle Berehnungsvariationen diedort herrshenden Randbedingungen.
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Abbildung 4.7: Verlauf der Normalspannung σϕϕ an der Stelle ϕ = 2◦

Abbildung 4.8: Verlauf der Normalspannung σrr an der Stelle ϕ = 2◦
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Abbildung 4.9: Verlauf der Shubspannung τrϕ an der Stelle ϕ = 2◦Die nahstehenden Tabellen 4.2 und 4.3 zeigen die Spannungskomponenten σrr und τrϕ aminneren Rand (r = a) bei einem Shnitt an der Stelle ϕ = 2◦. Zusätzlih sind die maximalenSpannungen bei diesem Shnitt angegeben. Mit diesen Angaben wurde dann der relative Fehler
Frel nah folgender Formel ausgerehnet:

Frel(σrr) =
σrr

σrr(max)
· 100% , (4.1)bzw.

Frel(τrϕ) =
τrϕ

τrϕ(max)
· 100% . (4.2)Anzahl der Elemente pro Lage 1 2 4

σrr in [MPa] bei (r = a) 1,39 0,66 0,25
σrr(max) in [MPa] 41,56 40,12 41,36
Frel(σrr) in [%] 3,35 1,65 0,61Tabelle 4.2: Konvergenzverhalten der Normalspannung σrr an der Stelle ϕ = 2◦Anzahl der Elemente pro Lage 1 2 4
τrϕ in [MPa] bei (r = a) -3,33 -1,1 -0,24
τrϕ(max) in [MPa] -22,23 -22,01 -22,2
Frel(τrϕ) in [%] 14,99 4,98 1,07Tabelle 4.3: Konvergenzverhalten der Shubspannung τrϕ an der Stelle ϕ = 2◦



4 Die Konvergenzstudie 36Shlussfolgerung der KonvergenzstudieBetrahtet man nur die Ergebnisse aus den Tabellen 4.2 und 4.3, so stellt man fest, dass mitsteigender Verfeinerung des Netzes eine deutlihe Verbesserung der Ergebnisse erreiht wird.Verknüpft man aber die Ergebnisse mit der Rehenzeit, so stellt die Modellierung mit zweiElementen pro Lage eine sinnvolle Relation zwishen dem Rehenaufwand und der Genauigkeither. Die Abweihung von der absoluten Erfüllung der Randbedingung:
τrϕ (r = a) = 0beträgt nur 5% und liegt damit im Toleranzbereih .
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5 Parameterstudien mit dem numerishenModellDie Gröÿe und die Verteilung der Spannungskomponenten werden durh untershiedlihe Pa-rameter beein�usst. Dazu gehören im Wesentlihen die Materialeigenshaften, der Lagen-aufbau, die Bauteilgeometrie, die Randbedingungen sowie die Art der Belastung. Mit derAuswirkung dieser Parameter auf den Spannungshaushalt beshäftigt sih das vorliegendeKapitel.5.1 Untersuhung der Auswirkung der Randstörung auf denSpannungshaushalt unter einer MomentenbelastungIn diesem Abshnitt werden die Spannungsverläufe, die sih aufgrund einer Momentenbe-lastung ergeben, dargestellt. Mit dieser Darstellung soll das grundlegende Verständnis derMehanik der gekrümmten Bauteile aufgebaut werden. Des Weiteren wird der Ein�uss dervorliegenden Störung im Übergangsbereih untersuht. Betre�end der Geometrie wurden zurDurhführung der Berehnung die im Anhang A angegebenen Parameter herangezogen. DieMaterialwerte gibt die Tabelle 3.1 wieder. Alle Lagen weisen dieselbe Orientierung auf, damitliegt ein orthotropes Materialverhalten für die gesamte Struktur vor. Der Anisotropiewert beidieser Betrahtung liegt bei s = √

13, 5 ≈ 3, 7.Die von der Geometrieänderung erzeugte Störung hat einen Ein�uss auf die Entwiklung derSpannungsverteilung über der Bogenlänge. Dies lässt sih am Verlauf der Spannungen ablesen.In Abbildung 5.1 ist die Verteilung der Normalspannung σϕϕ in Abhängigkeit des Winkels ϕfür untershiedlihe Werte der relativen Bauteildike t∗ dargestellt. Bezogen auf den jeweiligenWert für t∗ kann der Verlauf über einen breiten Bereih als annähernd konstant angesehenwerden. In der Nähe der Übergangsbereihe sind jedoh Abweihungen vorhanden, die insbe-sondere an den äuÿeren Rändern deutlih ausfallen. Im Allgemeinen ist die Abweihung desSpannungsverlaufs durh das Vorliegen einer Störung, die sih aus der Geometrieänderung er-gibt, zu erklären. Beginnend mit einem leihten Anstieg vom Verlauf der Spannung bei t∗ = 0ist in unmittelbarer Nähe zum Übergangsbereih eine deutlihe Reduktion des Spannungsnive-aus festzustellen. Diese kann mit ungefähr 100MPa bezi�ert werden, was einem prozentualenAbfall von a. 20% entspriht. Am äuÿeren Rand bei t∗ = 1 ist tendenziell derselbe Verlauf zubeobahten. Es wird aber ein betragsmäÿiger Spannungszuwahs festgestellt, der jedoh mit50MPa deutlih kleiner ausfällt. Die genannten Veränderungen im Spannungshaushalt �ndenin einem kleinen Bereih statt. Die Umrehnungen an beiden Rändern ergeben einen Abstandzum Übergangsbereih von d ≈ 0, 4mm bei einer Bauteildike von t = 2, 5mm.
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Abbildung 5.1: Verlauf der Normalspannung σϕϕ über dem gesamten Bogenbereih

Abbildung 5.2: Verlauf der Normalspannung σϕϕ in Shnitten bei ϕ = 45◦ und ϕ = 0◦Die Abbildung 5.2 stellt den Spannungsverlauf an zwei untershiedlihen Stellen des gekrümm-ten Bereihs dar. Aus den Verläufen ist eine eindeutige Abweihung der Verteilung vom linea-ren Verlauf zu erkennen. Damit ist der Beweis erbraht, dass die Krümmung einen direktenEin�uss auf den Spannungshaushalt hat. Der Ein�uss der Krümmung wird im späteren Verlauf



5 Parameterstudien mit dem numerishen Modell 39dieser Ausarbeitung genauer untersuht.Betrahtet man die Normalspannung σzz, vgl. Abb. 5.3, so sind bezüglih der Verläufe Ähn-lihkeiten mit der Normalspannung σϕϕ festzustellen. Somit hat die Randstörung ebenfallseinen Ein�uss auf die Entwiklung der Normalspannungsverteilung σzz.

Abbildung 5.3: Verlauf der Normalspannung σzzBei der Verteilung der Normalspannung σrr vgl. Abb. 5.4 fällt auf, dass der Spannungshaushaltüber einen breiten Bereih ähnlih der Spannung σϕϕ eine Konstanz aufweist und nur nahe derÜbergangsbereihe davon abweiht. Der Maximalwert der Spannung in Radialrihtung liegtbei σrr(max) = 67MPa. Bezieht man diese Spannung auf den Maximalwert der Längsspannung
σϕϕ an der Stelle ϕ = 45◦, so gilt folgender Zusammenhang:

σrr(max)

σϕϕ(max)
=

67MPa

528MPa
=̂13% .Das Vorhandensein dieser Spannungskomponente hat einen maÿgeblihen Ein�uss auf dieDelaminationsneigung, die ihrerseits zum Versagen des Bauteils führen kann. Aus diesemGrund muss die genannte Spannung möglihst klein gehalten werden. Wie bereits erwähnt,fällt das Spannungsniveau der Normalspannung σrr in der Nähe der Übergangsbereihe herab.So beträgt z.B. die Maximalspannung beim Shnitt an der Stelle ϕ = 0◦ die Hälfte desMaximalwertes im ganzen dargestellten Bereih.
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Abbildung 5.4: Verteilung der Normalspannung σrr im gekrümmten Bereih

Abbildung 5.5: Verlauf der Normalspannung σrr in Shnitten bei ϕ = 45◦ und ϕ = 0◦



5 Parameterstudien mit dem numerishen Modell 41Zusätzlih erfolgt die Darstellung der Spannung σxx im Flansh 1 direkt am Übergangsbereih,vgl. Abbildung 5.6. Die Spannung σxx entspriht der Normalspannung σrr für den geradenBereih (kartesishes Koordinatensystem). Es wurde niht der gesamte Flansh, sondern einBereih dargestellt, welher der Bauteildike entspriht. Die genannte Abbildung zeigt deut-lih, dass die Spannungskomponente bereits bei einem Abstand d = 1, 2mm vershwindet.Somit ist der Ein�uss der Störung bereits nah wenigen Millimetern abgeklungen. DieserAbstand, bezogen auf die Bauteildike, entspriht einem Wert von ungefähr 0, 5.

Abbildung 5.6: Verteilung der Normalspannung σxx im Flansh 1 im ÜbergangsbereihDie Shubspannung τrϕ wird allgemein durh die Querkraft hervorgerufen. Bei der vorhande-nen Belastung existiert diese Kraft in keinem der Shnitte des Bauteils. Somit darf auh keineResultierende der Shubspannung auftreten. Diese an das Bauteil gestellte Randbedingung istbis auf die Übergangsbereihe erfüllt. Bestätigung dafür liefert die Abbildung 5.7. Im Rahmender Konvergenzstudie wurde gezeigt, dass die Randbedingung
∫ b

a
τrϕ dr = Q ≈ 0auh in den Übergangsbereihen erfüllt bleibt. Das Vorhandensein der Shubspannung be-anspruht das Laminat zusätzlih. Bei den Verläufen ist eine Punktsymmetrie bezüglih derStelle

τrϕ (ϕ = 45◦) = 0



5 Parameterstudien mit dem numerishen Modell 42festzustellen.

Abbildung 5.7: Verteilung der Shubspannung τrϕ im gekrümmten Bereih

Abbildung 5.8: Verlauf der Shubspannung τrϕ im Shnitt bei 0◦Die Diskussion der ErgebnisseDie Störung, die durh die Geometrieänderung vorliegt, hat einen maÿgeblihen Ein�uss aufden Spannungshaushalt. Mit einer wahsenden Entfernung zu dieser Stelle nimmt deren Wir-



5 Parameterstudien mit dem numerishen Modell 43kung aber ab. Mit dem beshrieben Ein�uss hat sih de Saint-Venant befasst, nah dem auhdieses Prinzip genannt wird. Girkmann [4℄ gibt für diese Entfernung einen Erfahrungswert an,der der Dike des Bauteils entspriht.5.2 Untersuhung der Auswirkung des Anisotropiewertes aufden Spannungshaushalt unter einer MomentbelastungIn diesem Abshnitt soll die Auswirkung des Anisotropiewertes s auf den Spannungshaus-halt untersuht werden. Betre�end der Geometrie gelten dieselben Voraussetzungen wie imvorangegangenen Abshnitt.Zur Bestimmung der Spannungskomponenten im geraden Balken unter einer Momentenbelas-tung gilt der folgende Zusammenhang:
σyy =

M

W
=
Mx

Izz
=

12Mx

th3
, (5.1)

σxx = τxy = 0 . (5.2)Nah (5.1) existiert beim geraden Balken ein linearer Zusammenhang zwishen der Span-nungskomponente σyy und der Koordinate in die Dikenrihtung x. Damit liegen die maximalauftretenden Spannungen an den Rändern. Der Betrag der Maximalspannung wird auh zurDarstellung der Spannungsverläufe bei einem gekrümmten Balken herangezogen. Bei der ge-nannten Darstellung gilt der folgende Zusammenhang:
σϕϕ = κϕ

M

W(max)
. (5.3)Um die Spannungskomponenten im gekrümmten Balken darzustellen, wird ein zylindrishesKoordinatensystem mit der Koordinate in Umfangsrihtung ϕ und einer radialen Koordinate

r de�niert. Damit erklärt sih die Indizierung der Normalspannung in der Gleihung (5.3).Zusätzlih wurde bei der genannten Gleihung ein dimensionsloser Beiwert κϕ eingeführt. Andieser Stelle ist zu erwähnen, dass die gewählte Darstellung Blumer [2℄ entnommen wurde,genauso der im weiteren Verlauf de�nierte Beiwert κr. Der Beiwert κϕ soll die verhältnismä-ÿige Abweihung der Spannung σϕϕ von der maximalen Spannung σyy des geraden Balkensdarstellen. Stellt man die Gleihung (5.3) nah κϕ um, wird diese durh folgende Beziehungausgedrükt:
κϕ = σϕϕ

W(max)

M
. (5.4)Analog dazu lässt sih ein Faktor zur Darstellung der Normalspannung in Radialrihtungde�nieren. Nah (5.2) existiert beim geraden Balken unter einer Momentenbelastung keineSpannungskomponente in Radialrihtung, daher wird zu der genannten Darstellung die ma-ximale Normalspannung nah (5.1) herangezogen. Die nahstehende Gleihung (5.5) gibt denbeshriebenen Zusammenhang wieder:

κr = σrr
W(max)

M
. (5.5)



5 Parameterstudien mit dem numerishen Modell 44Der dimensionslose Beiwert κr beshreibt damit ein Verhältnis der Normalspannung in Radi-alrihtung und der maximalen Normalspannung in Längsrihtung des geraden Balkens.

Abbildung 5.9: Der dimensionslose Beiwert κϕ an der Stelle ϕ = 45◦Die Abbildungen 5.9 und 5.10 geben den Verlauf des dimensionslosen Beiwertes κϕ in Ab-hängigkeit vom Anisotropieparameter s an zwei untershiedlihen Stellen des gekrümmtenBereihs wieder. Als erstes stellt man fest, dass die Spannungsverläufe über dem Quershnittniht mehr linear sind. Dieser E�ekt nimmt mit steigendem Anisotropiewert s zu. So weisenbeispielsweise die Verläufe bei s = 48 und s = 20 eine extrem starke Krümmung auf. DerVerlauf ähnelt einem S-Shlag , mit einem annähernd waagerehten Verlauf in der Mitte undeinem annähernd senkrehten Verlauf nahe den Rändern. Da diese beiden Werte fürs teh-nish i.A. irrelevant sind und eher Extremwerte der Materialkennwerte darstellen, wird auf ihreBetrahtung im späteren Verlauf dieser Ausarbeitung nur bedingt eingegangen. Nihtsdesto-trotz wird in [10℄ beshrieben, dass deutlihe Untershiede der Elastizitätsmoduln numerishunkritish sind, wenn ein Verhältnis von weniger als 108 vorliegt.Bei dem Verlauf an der Stelle ϕ = 0◦ ist zu beobahten, dass die Kurven sih nur geringfügigvom linearen Verlauf untersheiden, da an dieser Stelle die Wirkung des geraden Bereihes fürdie Kurvenverläufe mitentsheidend sind. Erst bei einem Wert von s = 10 ändert sih diesesVerhalten. Bei dem Shnitt an der Stelle ϕ = 45◦ sind hingegen etwas gröÿere Abweihungenfestzustellen. Letztendlih werden die Werte an den Rändern betrahtet. Allgemein wird aminneren Rand ein Spannungszuwahs und am äuÿeren Rand ein Spannungsrükgang beobah-tet. Bei dem letzteren ändert sih dieses Verhalten wiederum bei s = 10. An der Stelle ϕ = 0◦liegt am inneren Rand ein Spannungszuwahs von 13 − 20% für s < 5 und 35% für s = 10.An der Stelle ϕ = 45 sind die Untershiede zwishen den einzelnen Werten für s wesentlih



5 Parameterstudien mit dem numerishen Modell 45gröÿer. So liegt z.B. der Wert für κϕ (s = 1) bei 1, 30 und der gleihe Wert für s = 10 bei
1, 80. Am äuÿeren Rand liegen die Werte für κϕ im Bereih von −0, 8 bis −1, 2.Betrahtet man die Nullstellen der Kurven, die als das Indiz für die Lage der neutralen Faserndienen, stellt man eine Systematik fest. So wird mit steigendem s der Abstand zur Lage derneutralen Fasern des geraden Balkens kleiner. Bei s = 10 liegt die Nullstelle annähernd anderselben Stelle mit dem theoretishen Verlauf des geraden Balkens.

Abbildung 5.10: Der dimensionslose Beiwert κϕ an der Stelle ϕ = 0◦Die Abbildungen 5.11 und 5.12 geben den Verlauf des dimensionslosen Beiwertes κr wieder.Dieser beshreibt die Höhe der Belastung in die Dikenrihtung, die z.B. maÿgebend fürdie Delamination ist. Allgemein betrahtet weisen die Kurven einen parabolishen Verlaufauf. An den Rändern liegen die Funktionswerte bei Null, damit werden die dort geltendenRandbedingungen erfüllt. Der Untershied zwishen den einzelnen Kurven liegt in erster Liniebei dem Maximalwert. So nimmt dieser mit steigendem Anisotropiewert s ab. Dafür werdenaber die Kurven bei gleiher Voraussetzung voller. Damit bleibt der Fläheninhalt annäherndgleih.
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Abbildung 5.11: Der dimensionslose Beiwert κr an der Stelle ϕ = 0◦

Abbildung 5.12: Der dimensionslose Beiwert κr an der Stelle ϕ = 45◦ShlussfolgerungFür die tehnish relevanten Werte sind die Untershiede zwishen den einzelnen Werten für
s unwesentlih. Erst ab einem Wert von s = 10 nimmt deren Ein�uss zu. Durh den Vergleihder Verläufe der Beiwerte κϕ und κr ist bei dem Ersten eine deutlih gröÿere Auswirkung



5 Parameterstudien mit dem numerishen Modell 47festzustellen. Erklärt wird das dadurh, dass die Fasern zum gröÿten Teil die Spannungs-komponente parallel zu ihrer Ausrihtung aufnehmen. Der Anisotropiewert bezieht sih imWesentlihen auf die Stei�gkeit der Fasern und hat damit einen direkten Ein�uss auf derenTragfähigkeit und Spannungsverteilung im gesamten Laminat. Die Radialspannung nimmtdagegen im Wesentlihen die Matrix auf. Aufgrund ihrer Materialeigenshaften kann diesekeine all zu hohe Werte für die Zugstei�gkeit aufweisen.Die dargestellten Ergebnisse zeigen eine geringe Auswirkung des Anisotropiewertes s auf dieSpannungsfelder des Bogenbereihs. Es ist deutlih zu erkennen, dass solhe Ein�üsse wie dieKrümmung und die Randstörung wesentlih mehr zum Spannungshaushalt beitragen.5.3 Untersuhung der Auswirkung des Krümmungsverhältnissesauf den Spannungshaushalt unter einer MomentenbelastungIn diesem Abshnitt soll die Auswirkung des Krümmungsverhältnisses α auf den Spannungs-haushalt untersuht werden. Betre�end der Grundgeometrie gelten dieselben Voraussetzun-gen, wie im vorangegangenen Abshnitt. Die Beiwerte κr und κϕ weisen dieselbe De�nitionauf.Nun soll der Parameter α variiert werden. Dieser Parameter ist eine dimensionslose Gröÿe fürdas Krümmungsverhältnis und ist bei Blumer [2℄ wie folgt angegeben:
α =

t

2 rm
. (5.6)Setzt man in Gleihung (5.6) für rm die Beziehung

rm =
t

2
+ a (5.7)ein und stellt die modi�zierte Gleihung nah a um, so gilt der Zusammenhang:

a =
t

2α
(1− α) . (5.8)Blumer [2℄ gibt an, dass für α der Wertebereih

0, 1 < α < 0, 5sinnvoll ist. Es ist zu beahten, dass Blumer diesen Wertebereih für Holzbauträger angibt.Unter bestimmten Voraussetzungen kann es möglih sein, diesen Wertebereih jedoh auf denFlugzeugbau zu übertragen. Durh das Einsetzen angegebener Werte für α und konstanterBauteildike t = 2, 5mm in die Gleihung (5.8) kann der innere Radius a berehnet werden.Die berehneten Ergebnisse gibt die Tabelle 5.1 wieder.



5 Parameterstudien mit dem numerishen Modell 48Krümmungsverhältnis α Der innere Radius a [mm]

0, 1 11, 25

0, 2 5

0, 3 2, 92

0, 4 1, 88

0, 5 1, 25Tabelle 5.1: Der innere Radius a in Abhängigkeit vom Krümmungsverhältnis α

Abbildung 5.13: Der dimensionslose Beiwert κϕ an der Stelle ϕ = 0◦Die Abbildungen 5.13 und 5.14 stellen den dimensionslosen Beiwert κϕ an zwei untershiedli-hen Stellen dar. An der Stelle ϕ = 0◦ ist zu beobahten, dass das Krümmungsverhältnis imbreiten Bereih des Verlaufs nur unwesentlih zu einer Veränderung der Spannungsverteilungführt. Nahe des inneren Radius wird der Ein�uss jedoh wesentlih gröÿer. An dieser Stellebeträgt die Abweihung zum theoretishen Spannungsverlauf des geraden Balkens bei α = 0, 5etwa 30%. An der Stelle ϕ = 45◦ ist unter den gleihen Voraussetzungen ein Wert von 80%zu nennen. Allgemein gesehen fällt die Auswirkung von α an der zuletzt genannten Stelle imgesamten Verlauf gröÿer aus.Die Abbildungen 5.15 und 5.16 geben den Verlauf des Beiwertes κr bei ϕ = 0◦ und ϕ = 45◦wieder. Die Betrahtung der Funktionswerte an den Rändern liefert den Beweis der Erfüllungder dort geltenden Randbedingungen. Es ist festzustellen, dass das Krümmungsverhältnis aufdie Spannungsverteilung im gekrümmten Bereih eine niht zu vernahlässigbare Auswirkunghat. Des Weiteren ist festzuhalten, dass mit einem wahsendem Verhältnis α die Werte für κrzunehmen.
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Abbildung 5.14: Der dimensionslose Beiwert κϕ an der Stelle ϕ = 45◦

Abbildung 5.15: Der dimensionslose Beiwert κr an der Stelle ϕ = 0◦
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Abbildung 5.16: Der dimensionslose Beiwert κr an der Stelle ϕ = 45◦ShlussfolgerungBei der Verteilung der Normalspannung σϕϕ, bzw. des Beiwertes κϕ ist der Ein�uss der Krüm-mung gering. Die Verläufe nahe des inneren Randes weihen jedoh von dieser allgemeinenAussage ab. Bei der Betrahtung des Beiwertes κr sind hingegen groÿe Untershiede zwi-shen den einzelnen Verläufen für α zu beobahten. Darum hat die Krümmung eine niht zuvernahlässigbare Auswirkung auf die Verteilung der Normalspannung in Radialrihtung.5.4 Untersuhung der Auswirkung der Randstörung auf denSpannungshaushalt unter einer QuerkraftbelastungIm diesem Abshnitt werden die Spannungsverläufe, die sih aus einer Querkraftbelastungergeben, dargestellt. Damit wird der Ein�uss der vorliegenden Störung untersuht. Die Dar-stellung erfolgt in Anlehnung an Kap. 5.1. Dies betri�t die Darstellung, die Geometrieangaben,die Materialdaten und den Anisotropiewert s. Der Querkraft�uss ist gemäÿ der Abbildung3.1 de�niert und weist einen Wert von Q = 10N/mm auf.Die Abbildung 5.17 stellt die Verläufe der Normalspannung σϕϕ an untershiedlihen Stellen
t∗ dar. Aus diesen Verläufen ist eine deutlihe Auswirkung der Randstörung zu erkennen.Qualitativ gelten bei der dargestellten Normalspannung die gleihen Überlegungen wie unterder Momentbelastung, vgl. Kap. 5.1. Quantitativ sind jedoh Untershiede festzustellen, dieaber auf die Art und die Gröÿe der Belastung zurükzuführen sind. Nah dem Abklingender Randstörung bei der Normalspannung σϕϕ ist zu beobahten, dass das Spannungsniveaubei t∗ = 0 im Übergangsbereih zu Flansh 1 gröÿer als im Übergangsbereih zu Flansh 2



5 Parameterstudien mit dem numerishen Modell 51ist. Dazwishen ist ein annähernd linearer Verlauf vorzu�nden. Die gröÿeren Spannungswertesind unter anderem dadurh zu erklären, dass beim zuerst genannten Bereih ein gröÿeresShnittmoment vorliegt. Dieses entsteht wiederum durh einen gröÿeren senkrehten Abstand(Hebelarm) zu der eingreifenden Querkraft Q. Damit ist der Beweis erbraht, dass im Ge-gensatz zur Momentbelastung kein drehsymmetrisher Spannungszustand vorliegt. Dies sollbei der analytishen Herleitung der Spannungsfunktion berüksihtigt werden. Am äuÿerenRand bei t∗ = 1 ist tendenziell umgekehrter Verlauf zu beobahten. Des Weiteren ist aus denVerläufen deutlih zu erkennen, dass die Auswirkung der Randstörung sih auf die Ränderbeshränkt.

Abbildung 5.17: Verlauf der Normalspannung σϕϕ über dem gesamten BogenbereihDie Verteilung der Normalspannung σrr vgl. Abb. 5.18 bezogen auf den jeweiligen Wert für
t∗ weist qualitativ denselben Verlauf, wie unter der Momentbelastung auf. Nahe der Über-gangsbereihe ist ebenfalls eine deutlihe Reduktion des Spannungsniveaus festzustellen.
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Abbildung 5.18: Verlauf der Normalspannung σrr über dem gesamten BogenbereihAbshlieÿend wird die Shubspannung τrϕ, vgl. Abb. 5.19 dargestellt. Neben der quantitativenUntershieden, weisen die Verläufe im Gegensatz zu der Momentbelastung keine Punktsym-metrie auf

Abbildung 5.19: Verlauf der Shubspannung τrϕ über dem gesamten Bogenbereih



5 Parameterstudien mit dem numerishen Modell 53ShlussfolgerungWie es zu erwarten war, hat die Randstörung eine Auswirkung auf den Spannungshaushalt. Ei-ne ausführlihe Betrahtung erfolgte wie bereits erwähnt im Kapitel 5.1. Im weiteren Verlaufdieser Ausarbeitung wird das betrahtete Bauteil unter einer Normalkraftbelastung unter-suht. Die Ergebnisse dieser Untersuhung zeigen ebenfalls eine Auswirkung der Randstörungauf das Spannungsfeld im Übergangsbereih. Die Verläufe sind dem Anhang B zu entnehmen.5.5 Untersuhung der Auswirkung des Anisotropiewertes aufden Spannungshaushalt unter einer QuerkraftbelastungNun wird die Auswirkung des Anisotropiewertes auf den Spannungshaushalt unter einer Quer-kraftbelastung untersuht. Es gelten weiterhin dieselben Angaben bezüglih der Geometrie,der Werksto�daten und der Belastungsart, vgl. Kap. 5.4.Am freien Rand eines geraden Balkens, der mit einer Querkraft belastet wird, ist die Shub-spannung τxy wie folgt berehenbar:
τxy =

3

2

Q

A

[
1−

(
2x

t

)2
] (5.9)Die Koordinate x ist dabei der Abstand zur neutralen Faser. Diese wird wie üblih in dieMitte des Quershnitts gelegt. Demnah liegt ein parabolisher Verlauf bezüglih x vor. Diemaximale Shubspannung im geraden Balken tritt in der neutralen Faser auf, und kann wiefolgt angegeben werden:

τxy(max) =
3

2

Q

A
(5.10)Analog dem Kap. 5.2 wird zur Darstellung der Shubspannung beim gekrümmten Balken derBeiwert κrϕ eingeführt. Dieser bezieht sih auf die maximale Shubspannung und ist demnahwie folgt de�niert:

κrϕ = τrϕ
2

3

A

Q
. (5.11)Diese Art der Darstellung wurde wie bereits erwähnt Blumer [2℄ entnommen. Nun erfolgt dieErweiterung auf die Spannungskomponenten σrr und σϕϕ. Demnah gelten für die angeshrie-benen Spannungen folgende Zusammenhänge:

κϕ = σϕϕ
2

3

A

Q
, (5.12)

κr = σrr
2

3

A

Q
. (5.13)Die Abbildungen 5.20 und 5.21 geben den Verlauf des dimensionslosen Beiwertes κϕ an derStelle ϕ = 0◦ bzw. ϕ = 45◦ wieder.
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Abbildung 5.20: Der dimensionslose Beiwert κϕ an der Stelle ϕ = 0◦

Abbildung 5.21: Der dimensionslose Beiwert κϕ an der Stelle ϕ = 45◦Die Verläufe an der Stelle ϕ = 0◦ weihen für die Werte s ≤ 5 nur geringfügig vom linearenVerlauf ab. Dies lässt sih durh den angeshlossenen geraden Bereih erklären. Die Verläufe ander Stelle ϕ = 45◦ weisen hingegen eine gröÿere Krümmung auf. An beiden Stelle ist zusätzlihzu beobahten, dass die Verläufe sih untereinander nur geringfügig untersheiden. Somit ist



5 Parameterstudien mit dem numerishen Modell 55die Auswirkung des Anisotropiewertes auf den Spannungshaushalt gering. Das beshriebeneVerhalten ändert sih ab einem Wert von s = 10.Die Abbildungen 5.22 und 5.23 stellen die Verläufe des dimensionslosen Beiwertes κr dar.Dabei werden die Shnitte im gekrümmten Bereih bei ϕ = 0◦ und ϕ = 45◦ betrahtet.

Abbildung 5.22: Der dimensionslose Beiwert κr an der Stelle ϕ = 0◦

Abbildung 5.23: Der dimensionslose Beiwert κr an der Stelle ϕ = 45◦



5 Parameterstudien mit dem numerishen Modell 56Vergleiht man diese Ergebnisse mit denen, die im Kap. 5.2 erzielt waren, so sind ausshlieÿlihquantitativen Untershiede festzustellen. Dies ist auf die Art und die Gröÿe der Belastungzurükzuführen. Zudem wurde folgende Beobahtung gemaht. Die Werte an der Stelle ϕ =

45◦ sind etwa doppelt so groÿ wie an der Stelle ϕ = 0◦.Letztendlih erfolgt die Darstellung des Beiwertes κrϕ. Die Abbildung 5.24 stellt den genann-ten Beiwert an der Stelle ϕ = 0◦ dar.

Abbildung 5.24: Der dimensionslose Beiwert κrϕ an der Stelle ϕ = 0◦An der Stelle ϕ = 0◦ ist keine Querkraftbelastung vorhanden. Das resultiert sih aus der Be-rehnung der Shnittkräfte. Somit darf an der genannten Stelle rein theoretish keine Shub-spannung auftreten. Dieser allgemeinen Aussage widersprehen die Verläufe des Beiwertes κrϕin der Abbildung 5.24. Dies ist jedoh auf die vorhandene Störung zurükzuführen. Die Unter-suhung der Fläheninhalte unterhalb und oberhalb der waagerehten Ahse weist auf, dassder resultierende Fläheninhalt bzw. die resultierende Querkraft annähernd null ist. Damitist diese an das Bauteil gestellte Randbedingung erfüllt. Des Weiteren ist bei den Verläufenzu beobahten, dass die Spannungswerte an den Rändern niht vershwinden. Damit werdendie dort geltenden Randbedingungen verletzt.Die Abbildung 5.25 gibt den Verlauf des dimensionslosen Beiwertes κrϕ an de Stelle ϕ = 45◦wieder.



5 Parameterstudien mit dem numerishen Modell 57

Abbildung 5.25: Der dimensionslose Beiwert κrϕ an der Stelle ϕ = 45◦Zusätzlih beinhaltet diese Abbildung die Darstellung des theoretishen Verlaufs der Shub-spannung eines geraden Balkens, die an diesem Shnitt ausshlieÿlih durh die dort herr-shende Shnittkraft Q hervorgerufen werden kann. Zur Bestimmung des genannten Verlaufsmuss die Gleihung (5.9) mit dem Wert cos (ϕ = 45◦) multipliziert werden. Die allgemeineBetrahtung der Verläufe der Abbildung 5.25 zeigt deutlih, dass sih die Spannungswerte füruntershiedlihe Werte von s untereinander kaum untersheiden. Des Weiteren ist ein gering-fügiger Untershied bei der Betrahtung der Maximalwerte untereinander und im Vergleihzum theoretishen Maximalwert eines geraden Balkens festzustellen. Zusätzlih untersheidensih die Verläufe des geraden Balkens, der eine symmetrishe Parabel aufweist, und der nume-rish berehneten Verläufe des gekrümmten Balkens. Dies ist auf die Krümmung des Beiteilszurükzuführen.ShlussfolgerungDie Ergebnisse der in diesem Kapitel durhgeführten Untersuhung sind qualitativ den Er-gebnissen aus dem Kapitel 5.2 identish. Dies lässt sih durh die Analyse der im gekrümmtenBereih vorhandenen Belastung erklären. Ausgehend von der Geometrie des Bauteils herrshtin einem Shnitt des gekrümmten Bereihs neben der Querkraft unter anderem ein Shnitt-moment M. Dieses nimmt bedingt durh einen groÿen Abstand zum belasteten Rand relativgroÿe Werte an. Dadurh trägt diese Belastung zum Spannungshaushalt entsheidend bei.Bei der Auswirkung des Anisitropiewertes auf die Verteilung der Shubspannung sind relativgeringe Ein�üsse festzustellen.



5 Parameterstudien mit dem numerishen Modell 585.6 Untersuhung der Auswirkung des Krümmungsverhältnissesauf den Spannungshaushalt unter einer QuerkraftbelastungDie Untersuhung erfolgt in Anlehnung an das Kap. 5.3. Der einzige Untershied liegt in derArt und Gröÿe der Belastung. Nun wird das zu untersuhende Bauteil mit einem Querkraft-�uss belastet, vgl Kap. 5.4.Analog der Untersuhung des Bauteils unter einer Momentenbelastung, vgl. Kap. 5.3, ist beider vorliegenden Belastung ein geringer Ein�uss der Krümmung auf κϕ festzustellen. Vondieser allgemeinen Aussage weihen die Werte nahe der Ränder jedoh ab. An der Stelle
ϕ = 45◦ fällt die Auswirkung allgemein etwas gröÿer als an der Stelle ϕ = 0◦ aus. Ausdem dargestellten Grund werden nur die Verläufe im Shnitt bei ϕ = 45◦ dargestellt, die dieAbbildung 5.26 wiedergibt.

Abbildung 5.26: Der dimensionslose Beiwert κϕ an der Stelle ϕ = 45◦Die Abbildungen 5.27 und 5.28 stellen die Verläufe des Beiwertes κr an den Stellen ϕ =

0◦ und ϕ = 45◦ dar. Es ist deutlih zu erkennen, dass sih diese qualitativ niht von denanalogen Verläufen aus dem Kap. 5.3 untersheiden. Aus diesem Grund ist die Auswertungder Ergebnisse dem genannten Kapitel zu entnehmen.
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Abbildung 5.27: Der dimensionslose Beiwert κr an der Stelle ϕ = 0◦

Abbildung 5.28: Der dimensionslose Beiwert κr an der Stelle ϕ = 45◦Abshlieÿend werden die Verläufe der Shubspannung bzw. des dimensionslosen Beiwertes
κrϕ betrahtet. Die Abbildung 5.29 gibt den Verlauf des genannten Beiwertes im Shnitt bei
ϕ = 0◦ wieder. Aus den Verläufen ist deutlih zu erkennen, dass das Krümmungsverhältniseine Auswirkung auf den Spannungshaushalt hat. Der Verlauf der Kurve für α = 0, 1 weihtnur geringfügig vom theoretishen Verlauf der Shubspannung eines gekrümmten Balkensin diesem Shnitt ab. Betrahtete man die betragsmäÿigen Maximalwerte der Verläufe für
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α = 0, 1 und α = 0, 5, so ist eine Zunahme des Beiwertes κrϕ um einen Faktor von ungefährfünf zu nennen. Bei den Verläufen des dimensionslosen Beiwertes κrϕ an der Stelle ϕ = 45◦,vgl. Abb. 5.30, sind hingegen bei den Maximalwerten keine nennenswerte Untershiede zubeobahten. Mit einem steigenden Wert für α wandert der Sheitelpunkt in Rihtung desinneren Radius.

Abbildung 5.29: Der dimensionslose Beiwert κrϕ an der Stelle ϕ = 0◦

Abbildung 5.30: Der dimensionslose Beiwert κrϕ an der Stelle ϕ = 45◦



5 Parameterstudien mit dem numerishen Modell 61ShlussfolgerungBei der Verteilung der Normalspannung σϕϕ, bzw. des Beiwertes κϕ ist der Ein�uss der Krüm-mung gering. Bei der Auswirkung des Krümmungsverhältnisses auf den Beiwert κr sind hinge-gen gröÿere Ein�üsse zu beobahten. Somit trägt die Krümmung zur Entwiklung der Normal-spannung in Radialrihtung entsheidend bei. Dies ist jedoh möglihst zu vermeiden, da dieseSpannungskomponente zur Delamination führen kann. Bei der Betrahtung der Shubspan-nung an der Stelle ϕ = 0◦ sind im Gegensatz zur Stelle ϕ = 45◦ deutlih gröÿere Untershiedezwishen den einzelnen Verläufen zu beobahten. Diese Entwiklung könnte unter anderemauf die Randstörung zurükgeführt werden.5.7 Untersuhung des Spannungshaushaltes unter einerNormalkraftbelastungBei der Untersuhung der Spannungsfeldern ist ein Normalkraft�uss gemäÿ der Abbildung 3.1de�niert und beträgt Nf = −10N/mm. Die Beiwerte zur Darstellung der Verläufe sind wiefolgt de�niert:
κϕ = σϕϕ

A

N
, (5.14)

κr = σrr
A

N
, (5.15)

κrϕ = τrϕ
A

N
. (5.16)Die genannten Verläufe sind dem Anhang B zu entnehmen.
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6 Analytishe Herleitung der Spannungs-und Vershiebungsfunktionen fürgekrümmte orthotrope Sheiben6.1 Der allgemeine AnsatzDie Bipotentialgleihung besitzt unendlih viele Lösungen. Die gröÿte Shwierigkeit bestehtim Au�nden einer Lösung, die auh den geltenden Randbedingungen genügt. Eine allge-meine Lösung dieser Bipotentialgleihung ist niht bekannt. Für die Herleitung der Span-nungsfunktionen wurden in vorliegender Arbeit die Ansätze den folgenden Literaturquellenentnommen: [2℄, [8℄ und [7℄. In allen genannten Quellen �ndet sih der Nahweis, dass mit dengewählten Ansätzen die Bipotenzialgleihung erfüllt ist.Es wird ein lineares Strukturverhalten vorausgesetzt. Somit darf das Superpositionsprinzipangewandt werden. Demnah werden die Spannungs- und die Vershiebungskomponenten, diesih aus untershiedlihen Belastungsfällen ergeben, einzeln berehnet und aufsummiert.Die nahstehende Formel (6.1) gibt den gewählten Ansatz wieder.

F = f0 (r) + f1 (r) cos (ϕ) + f2 (r) sin (ϕ) (6.1)Die darin enthaltenen Gröÿen f0, f1 und f2 sind wie folgt de�niert:
f0 (r) = A+Br2 +Cr1+s +Dr1−s , (6.2)
f1 (r) = A1r

1+n +B1r
1−n + C1r +D1rln (r) , (6.3)

f2 (r) = A2r
1+n +B2r

1−n + C2r +D2rln (r) . (6.4)6.2 Der orthotrope gekrümmte Balken unter einerMomentbelastungBei der folgenden Berehnung wird ein orthotroper, zylindrish gekrümmter Balken betrahtet.Dieser Balken wird an einem Rand fest eingespannt und am freien Rand mit dem Biegemo-ment�uss Mf belastet. Eine shematishe Darstellung der eingeführten Parameter gibt dieAbbildung 6.1 wieder.



6 Analytishe Herleitung der Spannungs- und Vershiebungsfunktionen für gekrümmteorthotrope Sheiben 63Bei reiner Biegebelastung eines Kreisbogens herrsht ein drehsymmetrisher Spannungszu-stand. Da dieser Spannungszustand vom Winkel ϕ unabhängig ist, vershwinden bei denSpannungskomponenten die Terme mit den partiellen Ableitungen nah ϕ. Unter dieser Vor-aussetzung vereinfahen sih die Spannungskomponenten aus Gleihungen (2.60) bis (2.62)zu:
σr =

1

r

(
∂F

∂r

)
, (6.5)

σϕ =
∂2F

∂r2
, (6.6)

τrϕ = 0 . (6.7)

Abbildung 6.1: Shematishe Darstellung eines gekrümmten Balkens unter MomentbelastungAus denselben Gründen tragen die Teilfunktionen f1 (r) und f2 (r) der allgemeinen Lösung zukeinen Termen der Spannungskomponenten bei. Damit reduziert sih die allgemeine Lösung(6.1) der Bipotentialgleihung auf die Funktion, die die Gleihung (6.8) darstellt:
F = f0 (r) = A+Br2 + Cr1+s +Dr1−s . (6.8)Spannungsfeld und RandbedingungenSetzt man die Gleihung (6.8) in die Beziehungen (6.5) bis (6.7) ein, so gelten nah derDurhführung der mathematishen Operationen für die Spannungskomponenten folgende Be-ziehungen:
σrr = 2B + (1 + s)Crs−1 + (1− s)Dr−s−1 , (6.9)
σϕϕ = 2B + s (1 + s)Crs−1 − s (1− s)Dr−s−1 , (6.10)
τrϕ = 0 . (6.11)



6 Analytishe Herleitung der Spannungs- und Vershiebungsfunktionen für gekrümmteorthotrope Sheiben 64Nah diesem Shritt wird festgestellt, dass eine der vier zuvor eingeführten Konstanten, näm-lih A, entfällt. Analysiert man die Gleihung (6.8), so ist ersihtlih, dass die genannte Kon-stante mit keiner der Variablen in Kombination steht. Somit vershwindet diese bei der Di�e-rentiation nah jeder beliebigen Variablen. Zur Bestimmung der drei konstanten Unbekannten
B, C und D stehen folgende drei Randbedingungen zur Verfügung:

σrr (r = a) = 0 , (6.12)
σrr (r = b) = 0 , (6.13)
∫ b

a
σϕϕ · rdr =Mf . (6.14)Neben der Normalspannung in Radialrihtung muss auh die Shubspannung sowohl am äu-ÿeren Rand bei (r = b ) auh als am inneren Rand bei (r = a ) vershwinden. Da die Shub-spannung laut Gleihung (6.7) über dem gesamten Bogen niht vorhanden ist, ist diese Rand-bedingung ohne zusätzlihe Betrahtung automatish erfüllt. Daraus ist ersihtlih, dass dieAnzahl der geltenden Randbedingungen gleih der Anzahl der Unbekannten ist. Damit ist dasGleihungssystem eindeutig lösbar. Setzt man nun die drei Spannungskomponenten (6.9) und(6.10) in die Beziehungen der Randbedingungen (6.12) bis (6.14) ein, so bekommt man einGleihungssystem zum Au�ösen der drei Unbekannten:

0 = 2B + (1 + s)Cas−1 + (1− s)Da−s−1 , (6.15)
0 = 2B + (1 + s)Cbs−1 + (1− s)Db−s−1 , (6.16)
Mf =

∫ b

a
r
(
2B + s (1 + s)Crs−1 − s (1− s)Dr−s−1

)
dr . (6.17)Nah der Integration der Gleihung (6.17) sowie dem Einsetzen der Grenzen wird diese zu-sammengefasst wie folgt angegeben:

Mf = B
(
b2 − a2

)
+ sC

(
bs+1 − as+1

)
− sD

(
b−s+1 − a−s+1

)
. (6.18)Das Au�ösen des Gleihungssystems beinhaltet folgende Rehenshritte:1. die Gleihungen (6.15) und (6.16) nah 2B umstellen und anshlieÿend gleihsetzen,2. die im Punkt 1 bestimmte Gleihung nah C umstellen und usammenfassen,3. die Gleihung für C (aus Punkt 2) in eine der Beziehungen für 2B aus Punkt 1 einsetzen,4. B aus Punkt 3 und C aus Punkt 2 in die Momentengleihung (6.18) einsetzen,5. die modi�zierte Momentengleihung nah D au�ösen,6. D zur Bestimmung der unbekannten Konstanten C und B in die entsprehenden Bezie-hungen aus Punkt 2 und Punkt 3 zurük einsetzen.



6 Analytishe Herleitung der Spannungs- und Vershiebungsfunktionen für gekrümmteorthotrope Sheiben 65Nah der Durhführung der aufgelisteten Shritte können die Konstanten wie folgt angegebenwerden:
B =

(s− 1)Mfa
s−1

2Nk

[(
a−s−1 − b−s−1

)

(bs−1 − as−1)
+ a−2s

]
, (6.19)

C =
(1− s)Mf

(1 + s)Nk

[(
a−s−1 − b−s−1

)

(bs−1 − as−1)

]
, (6.20)

D =
Mf

Nk
. (6.21)Die Konstanten B, C und D beinhalten einen gemeinsamen Term, der als Nk

Nk =
Nm

Nl
(6.22)abgekürzt wurde, worin die Terme Nm und Nl wie folgt de�niert sind:

Nm =

(
s− 1

2

)(
ms+1 +m−s−1 −ms−1 −m−s+1

)
+

(
s− s2

s+ 1

)(
ms+1 − 2 +m−s−1

)

− s
(
2−ms−1 −m−s+1

)
, (6.23)

Nl = bs−1 − as−1 . (6.24)Die Funktion Nm vgl. Gl. (6.23) beinhaltet eine weitere Abkürzungm, die auh bei der Angabeder Spannungskomponenten benutzt wird. Die Abkürzung m ist wie folgt de�niert:
m =

b

a
. (6.25)Durh das Einsetzen der Konstanten B, C und D ergeben sih für die Spannungskomponentenfolgende Termen:

σrr =
(s− 1)Mf

Nm

[
1

a2
[
ms−1 −m−s−1

]
− rs−1

(
a−s−1 − b−s−1

)
− r−s−1

(
bs−1 − as−1

) ]
,(6.26)

σϕϕ =
(s− 1)Mf

Nm

[
1

a2
[
ms−1 −m−s−1

]
− s · rs−1

(
a−s−1 − b−s−1

)

+ sr−s−1
(
bs−1 − as−1

) ]
, (6.27)

τrϕ = 0 . (6.28)VershiebungsfeldDie Vershiebung u wird bestimmt, indem die kinematishen und die konstitutiven Gleihun-gen herangezogen werden. Setzt man die Beziehungen (2.15) und (2.47) gleih, ergibt sihfolgender Zusammenhang:
εrr =

∂u

∂r
=

1

Eϕ

(
s2σrr − νϕrσϕϕ

)
. (6.29)



6 Analytishe Herleitung der Spannungs- und Vershiebungsfunktionen für gekrümmteorthotrope Sheiben 66Mit den Beziehungen für die Spannungskomponenten (6.26) und (6.27) ergibt sih die Glei-hung (6.29) zu:
∂u

∂r
=

(s− 1)Mf

EϕNm

[ (
s2 − νϕr

) 1

a2
(
ms−1 −m−s−1

)
− rs−1

(
s2 − sνϕr

) (
a−s−1 − b−s−1

)

− r−s−1
(
s2 + sνϕr

) (
bs−1 − as−1

) ]
. (6.30)Stellt man die Gleihung (6.30) allgemein um

∂u =
(s− 1)Mf

EϕNm
(. . .) ∂r (6.31)und integriert sie anshlieÿend, so kann diese wie folgt angegeben werden:

u (r, ϕ) =
(s− 1)Mf

EϕNm

[
r
(
s2 − νϕr

)

a2
(
ms−1 −m−s−1

)
− rs (s− νϕr)

(
a−s−1 − b−s−1

)

+ r−s (s+ νϕr)
(
bs−1 − as−1

) ]
+ fu (ϕ) . (6.32)Nah der Durhführung einer unbestimmten Integration ist laut der Grundlagen der Inte-gralrehnung eine Integrationskonstante einzuführen. Die Funktion für die Vershiebung u istjedoh eine Funktion von zwei Variablen r und ϕ. Aus diesem Grund muss anstatt einer Kon-stanten eine sog. Integrationsfunktion eingeführt werden. Bei der durhgeführten Integrationwird diese Integrationsfunktion mit fu (ϕ) abgekürzt und ist von der Variable ϕ abhängig.Aufgrund der zuletzt genannten Besha�enheit wird bei der späteren Integration oder Di�e-rentiation dieser Funktion anstatt des partiellen Symbols ∂ das Symbol d verwendet.Zur Bestimmung der Vershiebung v werden wieder die kinematishen und konstitutiven Glei-hungen herangezogen. Durh das Gleihsetzen der Gleihungen (2.16) und (2.48) gilt dieBeziehung (6.33):

εϕϕ =
1

r

∂v

∂ϕ
+
u

r
=

1

Eϕ
(σϕϕ − νϕrσrr) . (6.33)Nah dem Einsetzen der Spannungsfunktionen σϕϕ aus (6.27) und σrr aus (6.26), sowie derVershiebung u aus (6.32) lässt sih die Beziehung (6.33) zusammengefasst in folgender Formangeben:

∂v

∂ϕ
=
r (s− 1)

(
1− s2

)
Mf

EϕNma2
(
ms−1 −m−s−1

)
− fu (ϕ) . (6.34)Nah der Integration geht die Gleihung (6.34) in folgende Gestalt über:

v (r, ϕ) =
ϕr (s− 1)

(
1− s2

)
Mf

EϕNma2
(
ms−1 −m−s−1

)
−
∫
fu (ϕ) dϕ+ fv (r) . (6.35)Aus den gleihen Überlegungen bezüglih der Integrationsfunktion, die bei der Integration derVershiebung u angestellt wurden, wird die Funktion fv (r) eingeführt. Diese ist nur von derVariable r abhängig.Abshlieÿend betrahtet man die Shubverzerrung γrϕ. Durh das Gleihsetzen der Gleihun-gen (2.17) und (2.49) gewinnt man folgenden Zusammenhang:

γrϕ =
1

r

∂u

∂ϕ
+
∂v

∂r
−
v

r
=

k2

Eϕ
τrϕ . (6.36)



6 Analytishe Herleitung der Spannungs- und Vershiebungsfunktionen für gekrümmteorthotrope Sheiben 67Da die Shubspannung im gesamten betrahteten Bereih vershwindet, vereinfaht sih dieGleihung (6.36) zu
0 =

1

r

(
∂u

∂ϕ
− v

)
+
∂v

∂r
. (6.37)Durh das Einsetzen der Vershiebungen u und v aus den Gleihungen (6.32) und (6.35)entsprehend, geht die Beziehung (6.37) in folgende Form über:

0 =
1

r

(
dfu (ϕ)

dϕ
−
ϕr (s− 1)

(
1− s2

)
Mf

EϕNma2
(
ms−1 −m−s−1

)
+

∫
fu (ϕ) dϕ− fv (r)

)

+
ϕ (s− 1)

(
1− s2

)
Mf

EϕNma2
(
ms−1 −m−s−1

)
+
dfv (r)

dr
. (6.38)Zusammengefasst nimmt die Gleihung (6.38) dann folgende Form an:

0 =
dfu (ϕ)

dϕ
+

∫
fu (ϕ) dϕ− fv (r) + r

dfv (r)

dr
. (6.39)Die in Gleihung (6.39) angewandte Shreibweise mit dem Di�erentiationssymbol d wurde beider Bestimmung der Vershiebung u bereits erklärt.Durh das Einführen einer Konstante G1 kann man die Di�erentialgleihung (6.39) entkoppeln.Dadurh werden zwei inhomogene Di�erentialgleihungen gewonnen, die wie folgt angegebenwerden:

dfu (ϕ)

dϕ
+

∫
fu (ϕ) dϕ = G1 , (6.40)

fv (r)− r
dfv (r)

dr
= G1 . (6.41)Durh das Di�erenzieren der Gleihung (6.40) nah der Variable ϕ wird diese wie folgt ange-geben:

d2fu (ϕ)

dϕ2
+ fu (ϕ) = 0 . (6.42)Dadurh wurde eine homogene Di�erentialgleihung (DGL) 2. Ordnung mit konstanten Ko-e�zienten gewonnen. Der allgemeine Lösungsansatz weist folgende Form auf:

fu (ϕ) = eλϕ . (6.43)Die zweimalige Di�erentiation dieser Gleihung liefert den Ausdruk:
d2fu (ϕ)

dϕ2
= λ2eλϕ . (6.44)Durh das Einsetzen der Ausdrüke (6.44) und (6.43) in die Beziehung (6.42) lautet die sog.harakteristishe Gleihung zusammengefasst wie folgt:

λ2 + 1 = 0 . (6.45)



6 Analytishe Herleitung der Spannungs- und Vershiebungsfunktionen für gekrümmteorthotrope Sheiben 68Das Au�ösen dieser quadratishen Beziehung liefert die Lösung, die die folgende Gleihungangibt:
λ1/2 = ±

√
−1 = ±i . (6.46)Diese konjugiert komplexe Lösung weist ein Imaginärteil ±1 und kein Realteil auf. Mit dieserAngabe lautet die allgemeine Lösung der Di�erentialgleihung (6.42) laut Papula [13℄ wiefolgt:

fu (ϕ) = G2 sin (ϕ) +G3 cos (ϕ) (6.47)An dieser Stelle erfolgt der Nahweis der Rihtigkeit dieser Rehnung. Dafür wird zuerstdie Gleihung (6.47) nah der Variable ϕ zweimal di�erenziert, womit folgender Ausdrukgewonnen wird:
d2fu (ϕ)

dϕ2
= −G2 sin (ϕ)−G3 cos (ϕ) . (6.48)Anshlieÿend wird Gleihung (6.48) und die Beziehung für die allgemeine partikulare Lösung(6.47) in die Beziehung (6.42) eingesetzt. Nah der Durhführung der genannten Rehenshrit-te stellt man fest, dass die angegebene allgemeine Lösung (6.47) tatsählih die Lösung derDi�erentialgleihung (6.42) ist.Abshlieÿend wird die Di�erentialgleihung (6.41) aufgelöst. Die allgemeine Lösung einer in-homogenen DGL 1. Ordnung der Form

dy

dx
+ f (x) y = g (x) (6.49)ist bei Papula [13℄ wie folgt angegeben:

y (x) = e−
∫
f(x)dx

(∫
g (x) · e

∫
f(x)dxdx+C

)
. (6.50)Worin die Funktion g (x) als die sog. Störfunktion bezeihnet wird. Zusätzlih muss gemäÿder Integralrehnung eine weitere Integrationskonstante C eingeführt werden. Bringt man dieBeziehung (6.41) in die Form

dfv (r)

dr
−
fv (r)

r
=

−G1

r
, (6.51)so lässt sih durh Vergleih mit den Komponenten der Gleihung (6.49) folgendes feststellen:

f (x) = −
1

r
, (6.52)

g (x) = −
G1

r
. (6.53)Durh das Einsetzen dieser Komponente in die Gleihung (6.50) lässt sih die Integrations-funktion fv (r) wie folgt angeben:

fv (r) = e
∫

1

r
dr

(∫
−G1

r
· e−

∫
1

r
drdr +G4

)
. (6.54)



6 Analytishe Herleitung der Spannungs- und Vershiebungsfunktionen für gekrümmteorthotrope Sheiben 69Nah der Durhführung der Integration der Teilintegrale geht die Gleihung (6.54) in folgendeGestalt über:
fv (r) = eln(r)

(∫
−G1

r
· e− ln(r)dr +G4

)
. (6.55)Worin sih einige Terme vereinfahen lassen:

eln(r) = r , (6.56)
e− ln(r) = r−1 . (6.57)Zusammengefasst lautet die Gleihung (6.55) wie folgt:
fv (r) = r

(∫
−G1

r2
dr +G4

)
. (6.58)Integriert und zusammengefasst nimmt die Funktion fv (r) folgende Form an:

fv (r) = G1 +G4r . (6.59)Damit sind die Integrationsfunktionen fv (r) (vgl. Gl. (6.59)) und fu (ϕ) (vgl. Gl. (6.47))bestimmt. An dieser Stelle ist es zu erwähnen, dass für die Konstante G1 eine triviale Lösung,nämlih G1 = 0, gewählt werden kann. Es lässt sih leiht zeigen, dass diese Vereinfahungauf die mathematishe Lösung keine Auswirkung hat. Es muss nur bei der Indizierung dereingeführten Konstanten Gi mitberüksihtigt werden. Das Einsetzen der genanten Terme indie Gleihungen (6.32) und (6.35) liefert für die Vershiebung u folgenden Zusammenhang:
u (r, ϕ) =

(s− 1)Mf

EϕNm

[r
(
s2 − νϕr

)

a2
(
ms−1 −m−s−1

)
− rs (s− νϕr)

(
a−s−1 − b−s−1

)

+ r−s (s+ νϕr)
(
bs−1 − as−1

) ]
+G2 sin (ϕ) +G3 cos (ϕ) (6.60)und für die Vershiebung v die Beziehung (6.61):

v (r, ϕ) =
ϕr (s− 1)

(
1− s2

)
Mf

EϕNma2
(
ms−1 −m−s−1

)
−
∫

(G2 sin (ϕ) +G3 cos (ϕ)) dϕ+G1

+G4r . (6.61)Nah dem Au�ösen des Integrals in der Gleihung (6.61) nimmt diese folgende Form an:
v (r, ϕ) =

ϕr (s− 1)
(
1− s2

)
Mf

EϕNma2
(
ms−1 −m−s−1

)
+G2 cos (ϕ)−G3 sin (ϕ) +G4r +G1

+G5 . (6.62)Zusätzlih wurde gemäÿ der Integralrehnung die Konstante G5 eingeführt. Die unbekanntenKonstanten G1 und G5 tauhen nur in der Gleihung zur Bestimmung der Vershiebung vauf. Aus diesem Grund lassen sie sih zu einer gemeinsamen Konstante G6 zusammenfassen.Zur Bestimmung der unbekannten Konstanten G2, G3, G4 und G6 werden vier Randbedin-gungen benötigt. Gemäÿ Abbildung 6.1 sind die Vershiebungen u und v an der Stelle ϕ = ψ(Festeinspannung) gleih null:
u (ϕ = ψ) = 0 , (6.63)
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v (ϕ = ψ) = 0 . (6.64)Es ist zu beahten, dass die Vershiebungsfunktionen u und v diesen Randbedingungen nur aneiner bestimmten Stelle in Radialrihtung genügen können. Einfahheitshalber wird dafür dieLage der neutralen Faser herangezogen, die mir einer guten Näherung bei r = rm liegt. Dieeingeführte Gröÿe rm ist der mittlere Radius, dessen De�nition die Gleihung (6.65) angibt:
rm =

1

2
(a+ b) = a+

h

2
. (6.65)Des Weiteren gelten an der angenommenen Stelle die Randbedingungen:

∂u

∂ϕ

∣∣∣∣
ϕ=ψ

= 0 , (6.66)
∂v

∂r

∣∣∣∣
ϕ=ψ

= 0 . (6.67)Die angeshriebenen Randbedingungen ergeben sih durh das Einsetzen der relevanten Termezu:
0 =

(s− 1)Mf

EϕNm

[rm
(
s2 − νϕr

)

a2
(
ms−1 −m−s−1

)
− rsm (s− νϕr)

(
a−s−1 − b−s−1

)

+ r−sm (s+ νϕr)
(
bs−1 − as−1

) ]
+G2 sin (ψ) +G3 cos (ψ) , (6.68)

0 =
ψrm (s− 1)

(
1− s2

)
Mf

EϕNma2
(
ms−1 −m−s−1

)
+G2 cos (ψ)−G3 sin (ψ) +G4rm +G6 ,(6.69)

0 = G2 cos (ψ)−G3 sin (ψ) (6.70)und
0 =

ψ (s− 1)
(
1− s2

)
Mf

EϕNma2
(
ms−1 −m−s−1

)
+G4 . (6.71)Aus der Gleihung (6.71) lässt sih die unbekannte Konstante G4 direkt bestimmen:

G4 = −
ψ (s− 1)

(
1− s2

)
Mf

EϕNma2
(
ms−1 −m−s−1

)
. (6.72)Durh Einsetzen der Gleihung (6.70) in die Beziehung (6.69) vereinfaht sih diese zunähstzu:

0 =
ψrm (s− 1)

(
1− s2

)
Mf

EϕNma2
(
ms−1 −m−s−1

)
+G4rm +G6 . (6.73)Zieht man zusätzlih die Beziehung (6.72) heran, geht die Gleihung (6.73) in die Form über:

0 =
ψrm (s− 1)

(
1− s2

)
Mf

EϕNma2
(
ms−1 −m−s−1

)

−
ψrm (s− 1)

(
1− s2

)
Mf

EϕNma2
(
ms−1 −m−s−1

)
+G6 , (6.74)
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G6 = 0 . (6.75)Die Gleihung (6.70) umgestellt nah G2 liefert:
G2 = G3

sin (ψ)

cos (ψ)
. (6.76)Wird die Konstante G2 aus (6.76) in die Gleihung (6.68) eingesetzt und anshlieÿend mitdem Ausdruk cos (ψ) multipliziert, kann man die Beziehung (6.68) in modi�zierter Form wiefolgt anshreiben:

0 = cos (ψ)
(s− 1)Mf

EϕNm

[rm
(
s2 − νϕr

)

a2
(
ms−1 −m−s−1

)
− rsm (s− νϕr)

(
a−s−1 − b−s−1

)

+ r−sm (s+ νϕr)
(
bs−1 − as−1

) ]
+G3 sin

2 (ψ) +G3 cos
2 (ψ) . (6.77)Zwishen den Quadrattermen der trigonometrishen Funktionen Sinus und Kosinus bestehtder Zusammenhang:

sin2 (ψ) + cos2 (ψ) = 1 . (6.78)An dieser Stelle ist es zu erwähnen, dass diese Beziehung für beliebige (gleihe) Winkelangabengilt. Mit dieser Angabe kann die Konstante G3 als
G3 = − cos (ψ)

(s− 1)Mf

EϕNm

[rm
(
s2 − νϕr

)

a2
(
ms−1 −m−s−1

)

− rsm (s− νϕr)
(
a−s−1 − b−s−1

)
+ r−sm (s+ νϕr)

(
bs−1 − as−1

) ] (6.79)angegeben werden. Zieht man nun die Gleihungen (6.79) und (6.76) heran, ergibt sih dieKonstante G2 zu:
G2 = − sin (ψ)

(s− 1)Mf

EϕNm

[
rm
(
s2 − νϕr

)

a2
(
ms−1 −m−s−1

)

− rsm (s− νϕr)
(
a−s−1 − b−s−1

)
+ r−sm (s+ νϕr)

(
bs−1 − as−1

) ]
. (6.80)Damit sind die Konstanten zur Bestimmung der Vershiebungen festgelegt.Zur Bestimmung der Vershiebung u greift man auf die Gleihung (6.60) zurük. Mit denberehneten Konstanten G2 aus Gl. (6.80) und G3 (6.79), sowie unter Betrahtung der trigo-nometrishen Beziehung:

sin (ϕ) sin (ψ) + cos (ϕ) cos (ψ) = cos (ϕ− ψ) , (6.81)lässt sih die Vershiebung u wie folgt angeben:
u (r, ϕ) =

(s− 1)Mf

EϕNm

[
r
(
s2 − νϕr

)

a2
(
ms−1 −m−s−1

)
− rs (s− νϕr)

(
a−s−1 − b−s−1

)

+ r−s (s+ νϕr)
(
bs−1 − as−1

) ]
−

(s− 1)Mf

EϕNm

[
rm
(
s2 − νϕr

)

a2
(
ms−1 −m−s−1

)

− rsm (s− νϕr)
(
a−s−1 − b−s−1

)
+ r−sm (s+ νϕr)

(
bs−1 − as−1

) ]
cos (ϕ− ψ) .(6.82)



6 Analytishe Herleitung der Spannungs- und Vershiebungsfunktionen für gekrümmteorthotrope Sheiben 72Die Vershiebung v wird bestimmt, indem die Gleihung (6.62) sowie die relevanten Konstan-ten herangezogen werden. Beahtet man eine weitere Additionstheorem für die Sinus- undKosinusfunktion, die nahstehende Gleihung wiedergibt:
sin (ψ) cos (ϕ)− cos (ψ) sin (ϕ) = sin (ψ − ϕ) , (6.83)so lässt sih die Vershiebung v zusammengefasst durh folgende Gleihung (6.84) angeben:
v (r, ϕ) = (ϕ− ψ)

r (s− 1)
(
1− s2

)
Mf

EϕNma2
(
ms−1 −m−s−1

)

+
(s− 1)Mf

EϕNm

[
rm
(
s2 − νϕr

)

a2
(
ms−1 −m−s−1

)
− rsm (s− νϕr)

(
a−s−1 − b−s−1

)

+ r−sm (s+ νϕr)
(
bs−1 − as−1

) ]
(sin (ϕ− ψ)) . (6.84)Mit der Angabe der Vershiebungsfunktionen ist ein orthotroper gekrümmter Balken vollstän-dig berehenbar.6.3 Der orthotrope gekrümmte Balken unter einer RandlastDie nahfolgende Bestimmung des Spannungshaushaltes und der Vershiebungsfunktionenerfolgt an einem orthotropen gekrümmten Balken. Dieser ist an einem Rand fest eingespanntund wird am freien Rand durh einen Kraft�uss Pf belastet. Die Abbildung 6.2 gibt eineshematishe Darstellung des genannten Belastungsfalls wieder.

Abbildung 6.2: Shematishe Darstellung eines gekrümmten Balkens unter KraftbelastungLekhnitskii [7℄ gibt für das betrahtete Problem die Ayrishe Spannungsfunktion der Form
F =

(
A1r

1+n +B1r
1−n + C1r +D1rln (r)

)
cos (ϕ)

+
(
A2r

1+n +B2r
1−n + C2r +D2rln (r)

)
sin (ϕ) (6.85)



6 Analytishe Herleitung der Spannungs- und Vershiebungsfunktionen für gekrümmteorthotrope Sheiben 73an. Mittelstedt [8℄ leitet dieselbe Funktion mithilfe der Bipotentialgleihung her und führtdamit den Nahweis durh, dass diese Spannungsfunktion die Bipotentialgleihung erfüllt.Spannungsfeld und RandbedingungenFührt man relevante Rehenshritte durh, können die Spannungskomponenten wie folgt an-gegeben werden:
σrr = cos (ϕ)

[
nA1r

n−1 − nB1r
−n−1 +

D1

r

]
+ sin (ϕ)

[
nA2r

n−1 − nB2r
−n−1 +

D2

r

]
,(6.86)

σϕϕ = +cos (ϕ)

[
n (1 + n)A1r

n−1 − n (1− n)B1r
−n−1 +

D1

r

]

+ sin (ϕ)

[
n (1 + n)A2r

n−1 − n (1− n)B2r
−n−1 +

D2

r

]
, (6.87)

τrϕ = sin (ϕ)

[
nA1r

n−1 − nB1r
−n−1 +

D1

r

]
− cos (ϕ)

[
nA2r

n−1 − nB2r
−n−1 +

D2

r

]
.(6.88)Zur Bestimmung der sehs Unbekannten stehen folgende sehs Randbedingungen zur Verfü-gung:

σrr (r = a) = 0 , (6.89)
σrr (r = b) = 0 , (6.90)
τrϕ (r = a) = 0 , (6.91)
τrϕ (r = b) = 0 , (6.92)
∫ b

a
τrϕ (ϕ) dr = Qf , (6.93)

∫ b

a
σϕϕ (ϕ) dr = Nf , (6.94)Worin die KräfteQf undNf als Komponente der Gesamtkraft Pf eingeführt wurden. Zwishenden genannten Kräften gelten die Zusammenhänge:

Nf = Pf sin (ω) , (6.95)
Qf = Pf cos (ω) . (6.96)Mit den angegebenen Randbedingungen ist das Gleihungssystem zur Bestimmung von sehsKonstanten der Spannungskomponenten eindeutig lösbar.



6 Analytishe Herleitung der Spannungs- und Vershiebungsfunktionen für gekrümmteorthotrope Sheiben 74Durh das Einsetzen der ersten vier Randbedingungen (6.89) bis (6.92) in die Gleihungenzur Bestimmung der Spannungskomponenten (6.86) bis (6.88) ergeben sih folgende Terme:
0 = cos (ϕ)

[
nA1a

n−1 − nB1a
−n−1 +

D1

a

]
+ sin (ϕ)

[
nA2a

n−1 − nB2a
−n−1 +

D2

a

]
,(6.97)

0 = cos (ϕ)

[
nA1b

n−1 − nB1b
−n−1 +

D1

b

]
+ sin (ϕ)

[
nA2b

n−1 − nB2b
−n−1 +

D2

b

]
,(6.98)

0 = sin (ϕ)

[
nA1a

n−1 − nB1a
−n−1 +

D1

a

]
− cos (ϕ)

[
nA2a

n−1 − nB2a
−n−1 +

D2

a

]
,(6.99)

0 = sin (ϕ)

[
nA1b

n−1 − nB1b
−n−1 +

D1

b

]
− cos (ϕ)

[
nA2b

n−1 − nB2b
−n−1 +

D2

b

]
,(6.100)Betrahtet man die Gleihungen (6.97) und (6.99) so stellt man fest, dass diese gewisse Ähn-lihkeiten aufweisen. Die Terme der jeweiligen Klammerausdrüke sind absolut identish. Dereinzige Untershied liegt nur in den trigonometrishen Funktionen. Man kann die Gleihung(6.97) abgekürzt als:

cos (ϕ) [(. . .)1] + sin (ϕ) [(. . .)2] = 0 (6.101)und die Gleihung (6.99) ebenfalls abgekürzt als
sin (ϕ) [(. . .)1]− cos (ϕ) [(. . .)2] = 0 (6.102)shreiben. Die Indies 1 ind 2 sollen darauf hinweisen, dass es sih um die Klammerausdrükemit den Unbekannten A1, B1 und D1 bzw. A2, B2 und D2 handelt. Multipliziert man an-shlieÿend die Beziehung (6.101) mit dem Ausdruk
cos (ϕ) [(. . .)1] + sin (ϕ) [(. . .)2] = 0

∣∣∣∣ ·
sin (ϕ)

cos (ϕ)
, (6.103)so lautet die modi�zierte Gleihung wie folgt:

sin (ϕ) [(. . .)1] +
sin2 (ϕ)

cos (ϕ)
[(. . .)2] = 0 . (6.104)Durh das Einsetzen dieser modi�zierten Gleihung in die Beziehung (6.102) und elementarerUmformung ergibt sih folgender Ausdruk:

sin2 (ϕ) [(. . .)2] + cos2 (ϕ) [(. . .)2] = 0 . (6.105)Zwishen den Quadrattermen von trigonometrishen Funktionen Sinus und Kosinus bestehtder Zusammenhang (6.78), womit sih die Gleihung (6.105) zu
[(. . .)2] = 0 (6.106)



6 Analytishe Herleitung der Spannungs- und Vershiebungsfunktionen für gekrümmteorthotrope Sheiben 75vereinfahen lässt. Durh die analoge Vorgehensweise lässt sih zeigen, dass die Gleihungen(6.97) bis (6.100) sih wie folgt vereinfahen lassen:
0 = nA1a

n−1 − nB1a
−n−1 +

D1

a
, (6.107)

0 = nA1b
n−1 − nB1b

−n−1 +
D1

b
, (6.108)

0 = nA2a
n−1 − nB2a

−n−1 +
D2

a
, (6.109)

0 = nA2b
n−1 − nB2b

−n−1 +
D2

b
. (6.110)Abshlieÿend werden zwei restlihe Randbedingungen betrahtet. Nah der Durhführung derrelevanten mathematishen Operationen ergeben sih die Randbedingungen (6.93) und (6.94)zu folgenden Ausdrüken:

Qf = sin (ϕ)

[
A1 (b

n − an) +B1

(
b−n − a−n

)
+D1 ln

(
b

a

)]

− cos (ϕ)

[
A2 (b

n − an) +B2

(
b−n − a−n

)
+D2 ln

(
b

a

)]
, (6.111)

Nf = cos (ϕ)

[
A1 (1 + n) (bn − an) +B1 (1− n)

(
b−n − a−n

)
+D1 ln

(
b

a

)]

+ sin (ϕ)

[
A2 (1 + n) (bn − an) +B2 (1− n)

(
b−n − a−n

)
+D2 ln

(
b

a

)]
. (6.112)Aus der Abbildung 6.2 geht hervor, dass die resultierenden Shnittkräfte bei ϕ = 0◦ eingreifen.Damit vereinfahen sih die Termen für die trigonometrishen Funktionen zu:

sin (ϕ = 0◦) = 0 (6.113)bzw. zu
cos (ϕ = 0◦) = 1 (6.114)In der vereinfahten Form lauten die Gleihungen (6.111) und (6.112) wie folgt:
−Qf = A2 (b

n − an) +B2

(
b−n − a−n

)
+D2 ln

(
b

a

)
, (6.115)

Nf = +A1 (1 + n) (bn − an) +B1 (1− n)
(
b−n − a−n

)
+D1 ln

(
b

a

)
. (6.116)Mit den durhgeführten mathematishen Operationen lassen sih zum einen die trigonome-trishen Funktionen eliminieren und zum Anderen das lineare Gleihungssystem mit sehsUnbekannten in zwei lineare voneinander unabhängige Gleihungssysteme mit jeweils drei Un-bekannten spalten. Das erste Gleihungssystem bilden die Gleihungen (6.107), (6.108) und



6 Analytishe Herleitung der Spannungs- und Vershiebungsfunktionen für gekrümmteorthotrope Sheiben 76(6.116) mit den drei Unbekannten A1, B1 und D1. Das zweite Gleihungssystem wird von denGleihungen (6.109), (6.110) und (6.115) mit drei Unbekannten A2, B2 und D2 gebildet.Nah dem Au�ösen und der elementaren Umformung (das Au�ösen der beiden Gleihungs-systeme beinhaltet dieselbe Vorgehensweise wie im vorangegangenen Abshnitt 6.2) werdendie unbekannten Konstanten wie folgt angegeben:
A1 =

Nf

ξ

(
b−n − a−n

)
, (6.117)

B1 =
Nf

ξ
(bn − an) , (6.118)

D1 =
nNf

ξ

(
mn −m−n

)
, (6.119)

A2 =
Qf
ξ

(
b−n − a−n

)
, (6.120)

B2 =
Qf
ξ

(bn − an) , (6.121)
D2 =

nQf
ξ

(
mn −m−n

)
. (6.122)Für die neu eingeführte Funktion ξ gilt der Zusammenhang (6.123):

ξ = 4−m−n (2 + n ln (m))−mn (2− n ln (m)) . (6.123)Durh das Einsetzen der berehneten Konstanten aus (6.117) bis (6.122) wird die Spannungs-komponente σrr zusammengefasst in folgender Form angegeben:
σrr =

n

rξ
(Nf cos (ϕ) +Qf sin (ϕ))

[
rn
(
b−n − a−n

)
− r−n (bn − an) +

(
mn −m−n

)]
.(6.124)Setzt man die Beziehungen (6.95) und (6.96) in die Gleihung (6.124), kann die Spannungs-komponente σrr unter der Betrahtung der trigonometrishen Additionstheorien

cos (ϕ) sin (ω) + sin (ϕ) cos (ω) = sin (ϕ+ ω) (6.125)wie folgt angegeben werden:
σrr =

nPf sin (ϕ+ ω)

rξ

[
rn
(
b−n − a−n

)
− r−n (bn − an) +

(
mn −m−n

)]
. (6.126)Die Spannungskomponente σϕϕ lässt sih ebenfalls unter Betrahtung des Zusammenhanges(6.125) und der eingeführten Funktion ξ wie folgt angeben:

σϕϕ =
nPf sin (ϕ+ ω)

rξ

[
(1 + n) rn

(
b−n − a−n

)
− (1− n) r−n (bn − an) +

(
mn −m−n

)]
.(6.127)



6 Analytishe Herleitung der Spannungs- und Vershiebungsfunktionen für gekrümmteorthotrope Sheiben 77Nah dem Einsetzen der Konstanten und Zusammenfassen wird die Spannungskomponente
τrϕ in der Form

τrϕ =
n

rξ
(Pf sin (ϕ) sin (ω)− Pf cos (ϕ) cos (ω))

[
rn
(
b−n − a−n

)
− r−n (bn − an)

+
(
mn −m−n

) ] (6.128)angegeben. Mit der trigonometrishen Beziehung (6.129)
cos (ϕ) cos (ω)− sin (ϕ) sin (ω) = cos (ϕ+ ω) , (6.129)vereinfaht sih die Gleihung (6.128) zu:
τrϕ = −

nPf cos (ϕ+ ω)

rξ

[
rn
(
b−n − a−n

)
− r−n (bn − an) +

(
mn −m−n

)]
. (6.130)Damit sind alle drei Spannungskomponenten σrr, σϕϕ und τrϕ bestimmt.VershiebungsfeldZur Herleitung der Vershiebungsfunktionen werden die kinematishen und die konstitutivenGleihungen herangezogen. Die genannten Zusammenhänge wurden bereits im vorangegange-nen Abshnitt hergeleitet. Die Gleihung (6.29) gibt die Beziehung zur Herleitung der Ver-shiebung u wieder. Durh das Einsetzen der Spannungskomponenten und der Integrationnah der Variable r gilt für die genannte Vershiebung der Zusammenhang:

u (r, ϕ) =
Pf sin (ϕ+ ω)

Eϕξ

[
rnK1

(
s2 − νϕr − nνϕr

)
− r−nK2

(
−s2 + νϕr − nνϕr

)

+K3n ln (r)
(
s2 − νϕr

) ]
+ fu (ϕ) . (6.131)Als Abkürzungen wurden hierin folgende Terme festgelegt:

K1 = b−n − a−n , (6.132)
K2 = bn − an , (6.133)
K3 = mn −m−n . (6.134)Zur Herleitung der Vershiebung v wird die Gleihung (6.33) herangezogen. Nah der Durh-führung relevanter Shritte wird die Vershiebungsfunktion wie folgt angegeben:
v (r, ϕ) =

−Pf cos (ϕ+ ω)

Eϕξ

[
rnK1

(
n+ n2 − s2 + νϕr

)
+ r−nK2

(
−s2 + νϕr − n+ n2

)

+K3n
(
(1− νϕr)− ln (r)

(
s2 − νϕr

)) ]
−
∫
fu (ϕ) dϕ+ fv (r) . (6.135)Durh die Betrahtung der Shubverzerrung (vgl. Gl. (6.36)) lässt sih eine weitere Beziehungherleiten. Diese wird nah dem Einsetzen der Vershiebungen u und v bzw. deren Ableitungen,sowie der Shubspannung τrϕ in folgender Form angegeben:

0 =
dfu (ϕ)

dϕ
+

∫
fu (ϕ) dϕ− fv (r) + r

dfv (r)

dr
+K3

Pfn
3 cos (ϕ+ ω)

Eϕξ
. (6.136)



6 Analytishe Herleitung der Spannungs- und Vershiebungsfunktionen für gekrümmteorthotrope Sheiben 78Die Gleihung (6.136) wird zur Bestimmung der Integrationsfunktionen fu und fv aufgespal-ten. Aufgrund seiner Abhängigkeit von der Variable ϕ wird der Term mit dem Kosinusaus-druk der Funktion fu zugewiesen. Das Entkoppeln liefert folgende Beziehungen:
dfu (ϕ)

dϕ
+

∫
fu (ϕ) dϕ = G1 −K3

Pfn
3 cos (ϕ+ ω)

Eϕξ
, (6.137)

fv (r)− r
dfv (r)

dr
= G1 . (6.138)Die Di�erentialgleihung (6.138) wurde im vorangegangenen Abshnitt bereits aufgelöst. De-ren Lösung gibt die Gleihung (6.59) wieder.Durh die einmalige Di�erentiation der Gleihung (6.137) nah der Variable ϕ wird eineinhomogene DGL 2. Ordnung der Form

d2fu (ϕ)

dϕ2
+ fu (ϕ) = K3

Pfn
3 sin (ϕ+ ω)

Eϕξ
(6.139)gewonnen. Die allgemeine Lösung einer inhomogenen DGL ist als Summe zweier Teillösungendarstellbar. Die erste Teillösung ist die allgemeine Lösung der zugehörigen homogenen Di�e-rentialgleihung fuh. Bei der zweiten Teillösung wird eine (beliebige) partikulare Lösung fupder inhomogenen DGL aufgesuht. Der homogene Anteil der Di�erentialgleihung lautet wiefolgt:

d2fuh (ϕ)

dϕ2
+ fuh (ϕ) = 0 . (6.140)Im vorangegangenen Abshnitt wurde gezeigt, dass die Lösung dieser Di�erentialgleihung(vgl. die Gl. (6.47) ) wie folgt aussieht:

fuh (ϕ) = G2 sin (ϕ) +G3 cos (ϕ) . (6.141)Die Bestimmung der partikularen Lösung erfolgt mithilfe eines geeigneten Lösungsansatzes,der im wesentlihen vom Typ der Störfunktion abhängt. Im vorliegenden Fall weist die Stör-funktion die Sinusfunktion auf. Daher ist es möglih als Lösungsansatz die Linearkombinationder Sinus- und Kosinusfunktion zu verwenden. Diese ist aber bereits die Lösung der harakte-ristishen Gleihung und damit die Lösung des homogenen Anteils. Aufgrund dieser Beshaf-fenheit wird die genannte Linearkombination mit der Variable ϕ multipliziert [13℄. Dadurhweist die gewonnene Gleihung folgende Gestalt auf:
fup (ϕ) = ϕ [G6 sin (ϕ+ ω) +G5 cos (ϕ+ ω)] . (6.142)Die zweimalige Di�erentiation ergibt zusammengefasst den Zusammenhang:
d2fup (ϕ)

dϕ2
= −2G5 sin (ϕ+ ω) + 2G6 cos (ϕ+ ω) +ϕ [−G5 cos (ϕ+ ω)−G6 sin (ϕ+ ω)] .(6.143)Durh das Einsetzen dieser Gleihung sowie der Beziehung (6.142) in die Di�erentialgleihung(6.139) geht diese in folgende Gestalt über:

−2G5 sin (ϕ+ ω) + 2G6 cos (ϕ+ ω) =
K3Pfn

3 sin (ϕ+ ω)

Eϕξ
. (6.144)



6 Analytishe Herleitung der Spannungs- und Vershiebungsfunktionen für gekrümmteorthotrope Sheiben 79Unter der Betrahtung dieser Gleihung ist es möglih mithilfe des Koe�zientenvergleihsdie unbekannten Konstanten G5 und G6 zu bestimmen. Dadurh können für die genanntenKonstanten folgende Terme angegeben werden:
G6 = 0 , (6.145)
G5 = −

K3Pfn
3

2Eϕξ
. (6.146)Anshlieÿend ergibt sih durh das Einsetzen dieser Konstanten die partikulare Lösung wiefolgt:

fup (ϕ) = −ϕ cos (ϕ+ ω)
K3Pfn

3

2Eϕξ
. (6.147)Wie bereits erwähnt ist die Gesamtlösung der Di�erentialgleihung die Summe der partikula-ren und der homogenen Lösungen. Damit lautet die Lösung der Di�erentialgleihung (6.139)wie folgt:

fu (ϕ) = G2 sin (ϕ) +G3 cos (ϕ)− ϕ cos (ϕ+ ω)
K3Pfn

3

2Eϕξ
. (6.148)Zur Bestimmung der Vershiebung v ist der Integral der Funktion fu erforderlih. Nah derIntegration der letztgenannten Funktion gilt der Zusammenhang:

∫
fu (ϕ) dϕ = −G2 cos (ϕ)+G3 sin (ϕ)−

K3Pfn
3

2Eϕξ
[cos (ϕ+ ω) + ϕ sin (ϕ+ ω)]+G7 . (6.149)Damit lassen sih die Vershiebungen u und v wie folgt angeben:

u (r, ϕ) =
Pf sin (ϕ+ ω)

Eϕξ

[
rnK1

(
s2 − νϕr − nνϕr

)
− r−nK2

(
−s2 + νϕr − nνϕr

)

+K3n ln (r)
(
s2 − νϕr

) ]
+G2 sin (ϕ) +G3 cos (ϕ)− ϕ cos (ϕ+ ω)

K3Pfn
3

2Eϕξ
,(6.150)

v (r, ϕ) =
−Pf cos (ϕ+ ω)

Eϕξ

[
rnK1

(
n+ n2 − s2 + νϕr

)
+ r−nK2

(
−s2 + νϕr − n+ n2

)

+K3n
(
(1− νϕr)− ln (r)

(
s2 − νϕr

)) ]
+G2 cos (ϕ)−G3 sin (ϕ)

+
K3Pfn

3

2Eϕξ
[cos (ϕ+ ω) + ϕ sin (ϕ+ ω)]−G7 +G1 +G4r . (6.151)Die Konstanten G7 und G1 lassen sih wieder zu einer gemeinsamen Konstanten +G8 zusam-menfassen.Zur Bestimmung der unbekannten Konstanten G2, G3, G4 und G8 sind vier Randbedingungenzu de�nieren. Gemäÿ Abbildung 6.2 sind die Vershiebungen u und v an der Stelle ϕ = ψ(Festeinspannung) gleih null:

u (ϕ = ψ) = 0 , (6.152)
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v (ϕ = ψ) = 0 . (6.153)Zusätzlih können an der Festeinspannung folgende Randbedingungen de�niert werden:
∂u

∂ϕ

∣∣∣∣
ϕ=ψ

= 0 , (6.154)
∂v

∂r

∣∣∣∣
ϕ=ψ

= 0 . (6.155)Analog dem vorangegangenen Abshnitt sind diese Randbedingungen bei r = rm mit guterNäherung erfüllt. Betrahtet man die genannten Randbedingungen, führen diese nah derDurhführung relevanter Rehenshritte zu folgenden Termen:
0 =

Pf sin (ψ + ω)

Eϕξ

[
rnmK1

(
s2 − νϕr − nνϕr

)
− r−nm K2

(
−s2 + νϕr − nνϕr

)

+K3n ln (rm)
(
s2 − νϕr

) ]
+G2 sin (ψ) +G3 cos (ψ)− ψ cos (ψ + ω)

K3Pfn
3

2Eϕξ
, (6.156)

0 =
−Pf cos (ψ + ω)

Eϕξ

[
rnmK1

(
n+ n2 − s2 + νϕr

)
+ r−nm K2

(
−s2 + νϕr − n+ n2

)

+K3n
(
(1− νϕr)− ln (rm)

(
s2 − νϕr

)) ]
+G2 cos (ψ)−G3 sin (ψ)

+
K3Pfn

3

2Eϕξ

[
cos (ψ + ω) + ψ sin (ψ + ω)

]
+G8 +G4rm , (6.157)

0 =
Pf cos (ψ + ω)

Eϕξ

[
rnmK1

(
s2 − νϕr − nνϕr

)
− r−nm K2

(
−s2 + νϕr − nνϕr

)

+K3n ln (rm)
(
s2 − νrϕ

) ]
+
K3Pfn

3

2Eϕξ

[
ψ sin (ψ + ω)− cos (ψ + ω)

]
+G2 cos (ψ)

−G3 sin (ψ) , (6.158)
0 =

−Pf cos (ψ + ω)

Eϕξ

[
nrn−1

m K1

(
n+ n2 − s2 + νϕr

)
− nr−n−1

m K2

(
−s2 + νϕr − n+ n2

)

−K3n
(
s2 − νϕr

) 1

rm

]
+G4 . (6.159)Aus der Gleihung (6.159) lässt sih die Unbekannte G4 direkt bestimmen.

G4 =
nPf cos (ψ + ω)

rmEϕξ

[
rnmK1

(
n+ n2 − s2 + νϕr

)
− r−nm K2

(
−s2 + νϕr − n+ n2

)

−K3

(
s2 − νϕr

) ]
. (6.160)Durh das Au�ösen des Gleihungssystems ergeben sih die gesuhten Konstanten zu:

G8 = −
Pf cos (ψ + ω)

Eϕξ

[
rnmK1nk

2 − r−nm K2nk
2 +K3nk

2
]
, (6.161)
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G3 = −

Pf sin (ω)

Eϕξ

[
rnmK1

(
s2 − νϕr − nνϕr

)
− r−nm K2

(
−s2 + νϕr − nνϕr

)

+K3n ln (rm)
(
s2 − νϕr

) ]
−
K3Pfn

3

2Eϕξ

[
cos (ψ + ω) sin (ψ)− ψ cos (ω)

]
, (6.162)

G2 = −
Pf cos (ω)

Eϕξ

[
rnmK1

(
s2 − νϕr − nνϕr

)
− r−nm K2

(
−s2 + νϕr − nνϕr

)

+K3n ln (rm)
(
s2 − νϕr

) ]
+
K3Pfn

3

2Eϕξ

[
cos (ψ + ω) cos (ψ)− ψ sin (ω)

]
. (6.163)Abshlieÿend erfolgt die Angabe der Vershiebungsfunktionen u und v. Unter der Betrah-tung der relevanten Additionstheoremen der trigonometrishen Funktionen Sinus und Kosinuslassen sih die Vershiebungsfunktionen in der zusammengefassten Form wie folgt angeben:

u (r, ϕ) =
Pf sin (ϕ+ ω)

Eϕξ

[
(rn − rnm)

(
b−n − a−n

) (
s2 − νϕr − nνϕr

)

−
(
r−n − r−nm

)
(bn − an)

(
−s2 + νϕr − nνϕr

)

+ n (ln (r)− ln (rm))
(
mn −m−n

) (
s2 − νϕr

) ]

+
(mn −m−n)Pfn

3

2Eϕξ

[
cos (ψ + ω) sin (ϕ− ψ) + cos (ϕ+ ω) (ψ − ϕ)

]
, (6.164)

v (r, ϕ) =
−Pf cos (ϕ+ ω)

Eϕξ

[
rnK1

(
n+ n2 − s2 + νϕr

)
+ r−nK2

(
−s2 + νϕr − n+ n2

)

+K3n
(
(1− νϕr)− ln (r)

(
s2 − νϕr

)) ]
−
Pf cos (ϕ+ ω)

Eϕξ

[
rnmK1

(
s2 − νϕr − nνϕr

)

− r−nm K2

(
−s2 + νϕr − nνϕr

)
+K3n ln (rm)

(
s2 − νϕr

) ]

+
K3Pfn

3

2Eϕξ

[
cos (ψ + ω) cos (ψ − ϕ)− sin (ω + ϕ) (ψ − ϕ) + cos (ϕ+ ω)

]

+
nrPf cos (ψ + ω)

rmEϕξ

[
rnmK1

(
n+ n2 − s2 + νϕr

)
− r−nm K2

(
−s2 + νϕr − n+ n2

)

−K3

(
s2 − νϕr

) ]
−
Pf cos (ψ + ω)

Eϕξ

[
rnmK1nk

2 − r−nm K2nk
2 +K3nk

2

]
. (6.165)

6.4 Der orthotrope geshihtete gekrümmte Balken unter einerMomentbelastungIm Abshnitt 6.2 wurde ein orthotroper Balken behandelt. An dieser Stelle erfolgt nun dieErweiterung. Es wird ein Laminat bestehend aus einer bestimmten Anzahl n orthotroperUD-Shihten betrahtet. Zur Beshreibung der jeweiligen Einzelshiht wird ein Inkrement jeingeführt.



6 Analytishe Herleitung der Spannungs- und Vershiebungsfunktionen für gekrümmteorthotrope Sheiben 82Spannungsfeld und RandbedingungenUnter Verwendung des eingeführten Inkrementes lässt sih der im Kapitel 6.2 angeshriebeneAnsatz wie folgt angeben:
F,j = f0,j (r) = A,j +B,jr

2 + C,jr
1+s,j +D,jr

1−s,j . (6.166)Daraus ergeben sih die Spannungskomponenten zu:
σrr,j = 2B,j + (1 + s,j)C,jr

s,j−1 + (1− s,j)D,jr
−s,j−1 , (6.167)

σϕϕ,j = 2B,j + s,j (1 + s,j)C,jr
s,j−1 − s,j (1− s,j)D,jr

−s,j−1 , (6.168)
τrϕ,j = 0 . (6.169)

Abbildung 6.3: Shematishe Darstellung eines gekrümmten Balkens unter MomentbelastungZur Bestimmung der Vershiebung u,j leitet man aus den kinematishen und konstitutivenBeziehungen für jede Einzelshiht den Zusammenhang:
∂u,j
∂r

=
1

Eϕ,j

(
s2,jσrr,j − νϕr,jσϕϕ,j

)
. (6.170)Nah dem Einsetzen der Spannungskomponenten σrr,j und σϕϕ,j in Gleihung (6.170), sowieder Integration der genannten Beziehung nah r gilt folgender Zusammenhang:

u,j (r, ϕ) =
1

Eϕj

[
r2B,j

(
s2,j − νϕr,j

)
+ (s,j − νϕr,j) (1 + s,j)C,jr

s,j

− (s,j + νϕr,j) (1− s,j)D,jr
−s,j
]
+ fu,j . (6.171)Die Vershiebung v,j lässt sih analog herleiten. Es gilt damit folgende Beziehung:

v,j (r, ϕ) =
ϕ2B,jr

(
1− s2,j

)

Eϕ,j
−
∫
fu,jdϕ+ fv,j . (6.172)



6 Analytishe Herleitung der Spannungs- und Vershiebungsfunktionen für gekrümmteorthotrope Sheiben 83Die Ergebnisse der Gleihung (6.39) lassen sih ohne weiteres auf das betrahtete Problemübertragen. Nah der Erweiterung dieser Gleihung auf eine Einzelshiht, lässt sih der ge-nannte Zusammenhang wie folgt anshreiben:
0 =

dfu,j (ϕ)

dϕ
+

∫
fu,j (ϕ) dϕ− fv,j (r) + r

dfv,j (r)

dr
. (6.173)Des Weiteren sind die Ergebnisse der Di�erenzialgleihungen übertragbar. Verallgemeinertweisen die Integrationsfunktionen folgende Form auf:

fu,j (ϕ) = G2,j sin (ϕ) +G3,j cos (ϕ) , (6.174)
fv,j (r) = G1,j +G4,jr . (6.175)Damit lassen sih nun die Vershiebungsfunktionen in folgender Gestalt anshreiben:
u,j (r, ϕ) =

1

Eϕ,j

[
r2B,j

(
s2,j − νϕr,j

)
+ (s,j − νϕr,j) (1 + s,j)C,jr

s,j

− (s,j + νϕr,j) (1− s,j)D,jr
−s,j
]
+G2,j sin (ϕ) +G3,j cos (ϕ) , (6.176)

v,j (r, ϕ) =
ϕ2B,jr

(
1− s2,j

)

Eϕ,j
+G2,j cos (ϕ)−G3,j sin (ϕ) +G6,j +G4,jr . (6.177)Zur vollständigen Berehnung der Spannungs- und Vershiebungsfunktionen sind sieben un-bekannte Gröÿen pro Lage zu bestimmen. Im Abshnitt 6.2 wurde gezeigt, dass die Gröÿe G6vershwindet. Damit reduziert sih die Anzahl der Unbekannten auf sehs. Somit sind für einLaminat bestehend aus n Einzelshihten 6n Randbedingungen zu de�nieren.Pro Lage können drei Randbedingungen an der Festeinspannung de�niert sein. Diese sind:

u,j (ϕ = ψ) = 0 , (6.178)
v,j (ϕ = ψ) = 0 , (6.179)
∂v,j
∂r

∣∣∣∣
ϕ=ψ

= 0 . (6.180)Diese Randbedingungen sind am mittleren Radius jeder Einzelshiht rmj zu de�nieren. Dafürgilt die Beziehung:
rm,j =

1

2
(a,j + b,j) . (6.181)Des Weiteren sind an den Shihtgrenzen sowohl die Radialspannungen als auh die beidenVershiebungen der benahbarten Shihten gleih groÿ. Somit gelten folgende Randbedin-gungen:

σrr,j (r = r,j) = σrr,j+1 (r = r,j) , (6.182)
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u,j (r = r,j) = u,j+1 (r = r,j) , (6.183)
v,j (r = r,j) = v,j+1 (r = r,j) . (6.184)Zusammengefasst gibt es bei einem Laminat 3 (n− 1) Randbedingungen. Abshlieÿend stehenan den Rändern folgende Randbedingungen zur Verfügung:
σrr,n (r = r,n) = 0 , (6.185)
σrr,1 (r = r,0) = 0 , (6.186)Des Weiteren ist das resultierende Moment am freien Rand wie folgt de�niert:
Mf =

n∑

j=1

[∫ r,j

r,j−1

σϕϕ,jrdr

]
. (6.187)Mit diesen Angaben ist das Gleihungssystem eindeutig lösbar.
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7 Veri�kation der ErgebnisseDie nahfolgende Veri�kation der analytishen Ergebnisse bezieht sih auf einen Vergleihmit der FEM-Berehnung. Eine absolute Angabe der Genauigkeit ist hiermit niht möglih.Um eine Absiherung dieser Ergebnisse zu erhalten, werden diese im Allgemeinen mit denexperimentell ermittelten Ergebnissen verglihen. Zur Veri�zierung der Ergebnisse wurdendie numerishen Modelle ohne die Flanshe simuliert. Damit lässt sih auf die Anwendung desSuperpositionsprinzips verzihten, womit eine genaue Analyse jedes einzelnen Belastungsfallsmöglih ist.7.1 Umrehnung der MaterialkonstantenIn diesem Abshnitt erfolgt die Umrehnung der Materialkonstanten aus dem ESZ in denEVZ. Die Vorgehensweise rihtete sih nah Kap. 2.1.4.Zur Bestimmung des Elastizitätsmoduls Er(EV Z) wird es angenommen, dass der Term R11der Nahgiebigkeitsmatrix analog dem Term S11 den genannten Elastizitätsmodul abbildet.Nah Gleihung (2.38) besteht der folgende Zusammenhang:

R11=̂

(
1

Er

)

(EV Z)

= S11 −
S13S13
S33

. (7.1)Das Einsetzen der relevanten Terme liefert:
Er(EV Z) =

Er
(1− νzrνrz)

. (7.2)Analog lässt sih der Elastizitätsmodul Eϕ(EV Z) bestimmen:
R22=̂

(
1

Eϕ

)

(EV Z)

= S22 −
S23S23
S33

, (7.3)
Eϕ(EV Z) =

Eϕ
(1− νzϕνϕz)

. (7.4)Bei einem isotropen Materialverhalten wird z.B. die Gleihung (7.4) in die Form übergehen,die die Gleihung (2.39) wiedergibt.Zur Bestimmung der Querkontraktionszahlen wird die Gleihung (2.40) herangezogen. DasUmformen ergibt:
ν(EV Z) =

ν

(1 + ν)
(7.5)Damit lassen sih mit den in der Tabelle 3.1 angegebenen Materialdaten die Materialkon-stanten im EVZ berehnen. Das Resultat dieser Berehnung gibt die Tabelle 7.1 wieder. Mitdiesen Angaben lassen sih die Anisotropiewerte berehnen. Diese gibt die Tabelle 7.2 wieder.



7 Veri�kation der Ergebnisse 86Materialparameter Wert
Eϕ 135733 [MPa]

Er 10786 [MPa]

Ez 10000 [MPa]

Grϕ = Gϕz 5000 [MPa]

Grz 4000 [MPa]

νϕr 0, 2126Tabelle 7.1: Materialdaten einer UD-Shiht im EVZAnisotropiewerte Wert
s 3, 5474

k 5, 2102

n 6, 3486Tabelle 7.2: Anisotropiewerte im EVZ7.2 Veri�kation der Ergebnisse bei der MomentenbelastungAus den im Kap. 6.2 hergeleiteten Beziehungen werden die Verläufe der Spannungskompo-nenten über der Bauteildike ermittelt. Die genannten Verläufe zusammen mit den numerishermittelten Ergebnissen stellt die Abbildung 7.1 dar. Dabei wird die Normalspannung σϕϕ ander Stelle ϕ = 45◦ für untershiedlihe Werte von s wiedergegeben.

Abbildung 7.1: Vergleih numerisher und analytisher Verläufe der Spannung σϕϕDie Abbildung 7.2 gibt unter derselben Voraussetzung die Verläufe der Normalspannung σrr
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Abbildung 7.2: Vergleih numerisher und analytisher Verläufe der Spannung σrrAus diesen Abbildungen ist deutlih zu erkennen, dass die Verläufe der numerishen und deranalytishen Berehnung miteinander korrelieren. Bei den Verläufen bei s = 9, 83 sind jedohniht zu vernahlässigbare Abweihungen zu beobahten.Des Weiteren werden die numerishen Ergebnisse an den Stellen ϕ = 45◦ und ϕ = 0◦ mit denanalytishen Ergebnissen verglihen. Diese Darstellungsweise soll die im Kap. 5.1 festgestellteAuswirkung der Randstörung auf das Spannungsfeld im Bezug auf die analytishen Ergebnisseverdeutlihen. Die Abbildung 7.3 gibt dabei neben dem analytishen Verlauf der Normalspan-nung σϕϕ die Verläufe derselben Spannungskomponente an den zuvor genannten Stellen bei
s = 3, 55 wieder. Die Abbildung 7.4 stellt unter derselben Voraussetzung die Verläufe derNormalspannung σrr dar.Diese Ergebnisse waren in Anlehnung an Kap. 5.1 zu erwarten. Des Weiteren sei an dieserStelle noh einmal erwähnt, dass die analytishe Herleitung bei diesem Belastungsfall voneinem drehsymetrishen Spannungszustand ausgegangen ist. Dieser setzt über dem gesamtenBauteil vom Winkel unabhängige Verteilung der Spannungskomponenten.
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Abbildung 7.3: Vergleih numerisher und analytisher Verläufe der Spannung σϕϕ bei s=3,67

Abbildung 7.4: Vergleih numerisher und analytisher Verläufe der Spannung σrr bei s=3,67Die Abbildungen 7.5 und 7.6 geben die Verläufe der beiden Vershiebungen u und v wieder.Bezüglih der Vershiebungskomponenten ist festzuhalten, dass die Ergebnisse im Rahmender getro�enen Annahmen zufriedenstellend sind. Das bezieht sih in erster Linie auf denVerlauf der Vershiebung u an der Stelle ϕ = 0◦. An der genannten Stelle wurde die An-nahme getro�en, dass die Vershiebungskomponenten im mittleren Radius rm die getro�enen
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Abbildung 7.5: Vergleih numerisher und analytisher Verläufe der Vershiebung u bei ϕ = 0◦und ϕ = 45◦

Abbildung 7.6: Vergleih numerisher und analytisher Verläufe der Vershiebung v bei ϕ = 0◦und ϕ = 45◦



7 Veri�kation der Ergebnisse 90ShlussfolgerungIm Rahmen der getro�enen Annahmen sind die analytish hergeleiteten Ergebnisse zufrie-denstellend. Erst ab einem Anisotropiewert von s = 4, 84 werden die Abweihungen gröÿer.Eine vollständige Auswertung der Veri�kation für weitere Werte s ist der beigefügten CD zuentnehmen.7.3 Veri�kation der Ergebnisse bei der QuerkraftbelastungDie Abbildungen 7.7 bis 7.9 stellen die Verläufe analytisher und numerisher Berehnungender relevanten Spannungskomponenten an zwei untershiedlihen Stellen des gekrümmtenBereihs dar. Dabei handelt es sih um die Stellen bei ϕ = 0◦ und bei ϕ = 45◦. In einem breitenBereih der Verläufe der Normalspannung σϕϕ sind keine signi�kanten Untershiede zwishenden numerishen und den analytishen Ergebnissen an beiden zuvor genannten Stellen zubeobahten. Nahe den Rändern sind an der Stelle ϕ = 0◦ Unstimmigkeiten in numerishenVerläufen zu beobahten. Das lässt sih durh die Auswirkung der Festeinspannung erklären.Bei den Spannungskomponenten σrr und τrϕ weisen nur die Ergebnisse an der Stelle ϕ = 45◦annähernd gleihen Verlauf auf.

Abbildung 7.7: Vergleih numerisher und analytisher Verläufe der Spannung σϕϕ an denStellen ϕ = 0◦ und ϕ = 45◦ bei einer Querkraftbelastung
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Abbildung 7.8: Vergleih numerisher und analytisher Verläufe der Spannung σrr an denStellen ϕ = 0◦ und ϕ = 45◦ bei einer Querkraftbelastung

Abbildung 7.9: Vergleih numerisher und analytisher Verläufe der Shubspannung τrϕ anden Stellen ϕ = 0◦ und ϕ = 45◦ bei einer QuerkraftbelastungBei den Verläufen der Vershiebungen sind Untershiede in den Verläufen zu beobahten. Diesefallen insbesondere am inneren Rand signi�kant aus. Im Vergleih zu den Abweihungen beiden Spannungsverläufen ist eine Steigerung festzuhalten. Das lässt sih durh die gewählte



7 Veri�kation der Ergebnisse 92Vorgehensweise zur analytishen Herleitung der Spannungs- und der Vershiebungsfunktionenerklären.

Abbildung 7.10: Vergleih numerisher und analytisher Verläufe der Vershiebung in die Ra-dialrihtung u bei ϕ = 0◦ und ϕ = 45◦

Abbildung 7.11: Vergleih numerisher und analytisher Verläufe der Vershiebung in die Um-fangsrihtung v bei ϕ = 0◦ und ϕ = 45◦



7 Veri�kation der Ergebnisse 937.4 Veri�kation der Ergebnisse bei der NormalkraftbelastungDie analytishe Lösung liefert für ϕ = 0◦ keine Normalspannungskomponenten, vgl Abb. 7.12und Abb. 7.13. Die numerishe Lösung liefert hingegen für die erwähnten Spannungskompo-nenten die Werte ungleih Null. Analyse der genannten Spannungsverläufe liefert, dass dieResultierenden annähernd Null sind. Somit ist diese an das Bauteil gestellte Randbedingungerfüllt. Des Weiteren ist zu beobahten, dass auh an der Stelle ϕ = 45◦ relativ groÿe Unter-shiede in den Verläufen der beiden Berehnungsmethoden vorliegen. Das war in Anlehnungan die Ergebnisse aus dem Kap. 7.2 und Kap. 7.3 niht zu erwarten. Die Verläufe der Shub-spannung τrϕ,vgl. Abb. 7.14 sind hingegen bei ϕ = 45◦ identish. An der Stelle ϕ = 0◦ sindjedoh niht zu vernahlässigbare Abweihungen vorhanden.

Abbildung 7.12: Vergleih numerisher und analytisher Verläufe der Spannung σϕϕ an denStellen ϕ = 0◦ und ϕ = 45◦ bei einer NormalkraftbelastungAnalog zu den Erkenntnissen aus der Untersuhung der Spannungsverläufe ist bei den Ver-shiebungskomponenten keine Korrelation der Ergebnisse beider Berehnungsmethoden vor-handen. Die vorliegende Untersuhung weist einen extrem kleinen Krümmungsradius bei einerrelativ groÿer Bauteildike auf. Das Verhältnis aus dem Krümmungsadius und dem innerenRadius beträgt 1. Zusätzlih wurde eine numerishe Untersuhung mit einem Verhältnis von5 durhgeführt. Durh die Auswertung dieser Ergebnisse wurden keine signi�kanten Verbesse-rung bezüglih der Ergebnisse sowohl der Spannungskomponenten als auh der Vershiebungenfestgestellt.
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Abbildung 7.13: Vergleih numerisher und analytisher Verläufe der Spannung σrr an denStellen ϕ = 0◦ und ϕ = 45◦ bei einer Normalkraftbelastung

Abbildung 7.14: Vergleih numerisher und analytisher Verläufe der Shubspannung τrϕ anden Stellen ϕ = 0◦ und ϕ = 45◦ bei einer Normalkraftbelastung
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Abbildung 7.15: Vergleih numerisher und analytisher Verläufe der Vershiebung in die Ra-dialrihtung u bei ϕ = 0◦ und ϕ = 45◦

Abbildung 7.16: Vergleih numerisher und analytisher Verläufe der Vershiebung in die Um-fangsrihtung v bei ϕ = 0◦ und ϕ = 45◦



7 Veri�kation der Ergebnisse 967.5 Veri�kation der Ergebnisse bei der Momentenbelastungeines LaminatsZur Veri�zierung der im Kap. 6.4 hergeleiteten Beziehungen zur Bestimmung der Spannungs-und der Vershiebungskomponenten wird ein Laminat untersuht, welhes aus zwei UD-Shihten untershiedliher Orientierung besteht. Die erste Shiht (j = 1) weist dabei einenFaserorientierungswinkel von θ = 0◦ auf. Das entspriht der Faserorientierung in die Umfangs-rihtung. Bei der zweiten Shiht (j = 2) beträgt der Faserorientierungswinkel θ = 90◦. DieFaserausrihtung zeigt dabei in die Rihtung der z-Ahse. Somit beträgt bei der zweiten UD-Shiht der Anisotropiewert s = 1, da die Elastizitätsmoduln der quer dazu liegenden Ahsengleih sind. Im Rahmen dieser Ausarbeitung wurde das isotrope Materialverhalten niht be-trahtet. Aus diesem Grund wird in die xy-Ebene der zweiten UD-Shiht eine künstliheAnisotropie eingeführt. Dafür wurde der Elastizitätsmodul mit Eϕ = 9000MPa angenom-men. Der Elastizitätsmodul in die Radialrihtung beträgt weiterhin Er = 10000MPa. Mitdieser Annahme ist es gewährleistet, dass in die Radialrihtung dieselben Stei�gkeitswertewirken.Aufstellen des GleihungssystemsNah den Gleihungen (6.178) und (6.179) vershwinden an der Festeinspannung die Vershie-bungskomponenten u und v. Diese Randbedingungen sind für jede Einzelshiht im mittlerenRadius zu de�nieren. Eingesetzt liefern die genannten Randbedingungen folgende Beziehun-gen:
u,1 (rm,1, ψ) = 0 =

1

Eϕ,1

[
rm,12B,1

(
s2,1 − νϕr,1

)
+ (s,1 − νϕr,1) (1 + s,1)C,1r

s,1
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]
+G2,1 sin (ψ) +G3,1 cos (ψ) , (7.6)

u,2 (rm,2, ψ) = 0 =
1

Eϕ,2

[
rm,22B,2

(
s2,2 − νϕr,2

)
+ (s,2 − νϕr,2) (1 + s,2)C,2r
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v,1 (rm,1, ψ) = 0 =
ψ2B,1rm,1

(
1− s2,1

)

Eϕ,1
+G2,1 cos (ψ)−G3,1 sin (ψ) +G6,1 +G4,1rm,1 ,(7.8)

v,2 (rm,2, ψ) = 0 =
ψ2B,2rm,2

(
1− s2,2

)

Eϕ,2
+G2,2 cos (ψ)−G3,2 sin (ψ) +G6,2 +G4,2rm,2 .(7.9)An dieser Stelle ist es zu erwähnen, dass im Rahmen dieser Betrahtung die Konstanten G6,jniht vernahlässigt werden. Dafür müssen zwei weitere Randbedingungen de�niert werden.Analog der Betrahtung des orthotropen Balkens unter der Momentenbelastung, vgl. Kap.6.2, kann es gefordert werden folgende Bedingung zu erfüllen:

∂u,j
∂ϕ

∣∣∣∣
ϕ=ψ

= 0 . (7.10)



7 Veri�kation der Ergebnisse 97Zusammen mit der Randbedingung aus der Gleihung (6.180) können folgende Beziehungenangeshrieben werden:
∂u,1
∂ϕ

∣∣∣∣
ϕ=ψ

= 0 = G2,1 cos (ψ)−G3,1 sin (ψ) , (7.11)
∂u,2
∂ϕ

∣∣∣∣
ϕ=ψ

= 0 = G2,2 cos (ψ)−G3,2 sin (ψ) , (7.12)
∂v,1
∂r

∣∣∣∣
ϕ=ψ

= 0 =
ψ2B,1

(
1− s2,1

)

Eϕ,1
+G4,1 , (7.13)

∂v,2
∂r

∣∣∣∣
ϕ=ψ

= 0 =
ψ2B,2

(
1− s2,2

)

Eϕ,2
+G4,2 . (7.14)Des Weiteren können an den Shihtgrenzen Übergangsbedingungen de�niert werden. In An-lehnung an die Ergebnisse numerisher Untersuhung wird dafür die Stelle ϕ = 45◦ ausge-wählt. Die genannen Übergangsbedingungen geben die Gleihungen (6.182) bis (6.184) wieder.Durh das Einsetzen der relevanten Komponenten gehen diese Gleihungen in folgende Formüber:
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2
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−G3,2 sin

(
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2

)
+G6,2 +G4,2r1 . (7.17)Abshlieÿend müssen aus den Gleihgewihtsgründen die Gleihungen (6.185) bis (6.187) er-füllt werden. Eingesetzt lauten diese wie folgt:

0 = 2B,2 + (1 + s,2)C,2r
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2 , (7.18)
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−s,1−1
0 , (7.19)
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−Mf = B,1
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0
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)
. (7.20)Au�ösen des GleihungssystemsAnalog der Betrahtung des orthotropen Balkens unter einer Momentenbelastung lässt sihshnell zeigen, dass die Integrationskonstanten G6,j zu Null werden. Dafür Analysiert manzuerst die Gleihungen (7.11) und (7.12). Danah vershwinden die Konstanten G3,j . Voraus-setzung dafür ist die Annahme ψ = 90◦. Die Konstante G6,1 lässt sih wie folgt eliminieren:1. die Gleihung (7.13) nah G4,1 umstellen,2. G4,1 in die Gleihung (7.8) einsetzen und vereinfahen.Bei der Konstante G6,2 ist der analoge Weg zu beshreiten. Durh das Eliminieren von vierKonstanten reduziert sih das Gleihungssystem auf zehn Gleihungen mit zehn Unbekannten.Im Rahmen dieser Arbeit wird darauf verzihtet, das Gleihungssystem symbolish aufzulö-sen. Anstelle dessen werden dafür die Geometrie- und Materialwerte eingesetzt. Diese gibt dieTabelle 7.3 wieder. Zum Einsetzen der Daten wird das Berehnungsprogramm Mathad einge-setzt. Dadurh gewonnenes numerishes Gleihungssystem wird in das BerehnungsprogrammMaple importiert. Abshlieÿend erfolgt mit dem zuletzt genannten Programm das Au�ösendes Gleihungssystems. Somit sind die unbekannten Konstanten bestimmt. Die beiden Pro-grammierungen sind der beigefügten CD zu entnehmen.Berehnungsparameter Wert

s,1 3,5474

s,2 0,9484

r0 10mm

r1 11,25mm

r2 12,5mm

Eϕ,1 135733MPa

Eϕ,2 9043MPa

νϕr,1 0,2126

νϕr,2 0,2126

ψ 90◦Tabelle 7.3: Eingabedaten zum Au�ösen des GleihungssystemsDurh das Einsetzen der berehneten Konstanten lassen sih die Spannungs- und die Vershie-bungskomponenten berehnen. Die Abbildungen 7.17 und 7.18 geben die analytishen und dienumerishen Verläufe der beiden Spannungskomponenten wieder. Die Analyse der genanntenVerläufe zeigt eine deutlihe Übereinstimmung der Ergebnisse.
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Abbildung 7.17: Vergleih numerisher und analytisher Verläufe der Normalspannung σϕϕbei ϕ = 45◦

Abbildung 7.18: Vergleih numerisher und analytisher Verläufe der Normalspannung σrr bei
ϕ = 45◦Die Abbildungen 7.19 und 7.20 stellen die analytishen und die numerishen Verläufe der Ver-shiebungen u und v dar. Analog den Verläufen der Spannungskomponenten ist eine deutlihe



7 Veri�kation der Ergebnisse 100Korrelation der Ergebnisse festzustellen.

Abbildung 7.19: Vergleih numerisher und analytisher Verläufe der Vershiebung in die Ra-dialrihtung u bei ϕ = 45◦

Abbildung 7.20: Vergleih numerisher und analytisher Verläufe der Vershiebung in die Um-fangsrihtung v ϕ = 45◦
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8 Zusammenfassung und Ausblik8.1 ZusammenfassungZiel dieser Arbeit war numerishe und analytishe Untersuhung der Spannungsfelder in ge-krümmten Composite-Laminat-Strukturen.Die numerishe Untersuhung diente zum einen dem Aufbau des grundlegenden Verständnissesder Mehanik gekrümmter Strukturen. Zum anderen wurden diese Ergebnisse zur Veri�zie-rung der analytishen Ergebnisse herangezogen. Bevor das erfolgen konnte, musste der zuuntersuhende Shubwinkel sinnvoll mit dem Berehnungsprogramm ANSYS 11.0 modelliertwerden. Im Anshluss an die Modellierung erfolgte die Konvergenzstudie. Diese stellte einesinnvolle Relation zwishen dem Rehenaufwand und der Genauigkeit her. Die Auswertungder Konvergenzstudie ergab eine Modellierung mit zwei Elementen pro Lage. Im darau�olgen-den Kapitel 5 wurden dann untershiedlihe Parameterstudien mit dem numerishen Modelldurhgeführt. Dabei wurde nah Antworten auf die Fragestellung gesuht, welhe Auswirkungdiese Parameter auf den Spannungshaushalt im gekrümmten Bereih haben. Die anshlieÿendeAuswertung der numerishen Berehnungsergebnisse hat gezeigt, dass vor allem die Krüm-mung zu signi�kanten Ein�üssen auf die Spannungsverteilung führt. Bei der Betrahtung desAnisotropiewertes fällt die Auswirkung deutlih kleiner aus. Des Weiteren wurde gezeigt, dassin den Übergangsbereihen (Übergang von den Flanshen zum Bogensegment) der Ein�ussder Randstörung auf die Spannungsverteilung niht vernahlässigbar ist.Der zweite Hauptteil dieser Ausarbeitung befasste sih mit der Herleitung der Spannungs- undVershiebungsfunktionen in gekrümmten Strukturen. Dafür wurde die Airyshe Spannungs-funktion herangezogen. Als erstes wurden die gekrümmten orthotropen Strukturen untersuht.Aus den Gründen der Linearität des Strukturverhaltens, wonah das Superpositionsprinzipangewandt werden darf, konnten für die relevanten Belastungsfälle (Momentenbalstung, Rand-kraft) die gesuhten Komponenten für die Spannungen und die Vershiebungen einzeln herge-leitet werden. Zum Abshluss dieses Kapitels erfolgten analoge Herleitungen der Spannungs-und Vershiebungsfunktionen von Laminaten unter Momentenbelastung. Diese Laminate be-stehen aus orthotropen UD-Shihten untershiedliher Ausrihtung. Aus diesem Grund wares möglih, auf die zuvor hergeleiteten Beziehungen für orthotrope gekrümmte Strukturenzurükzugreifen.Nahdem die analytishe Herleitung abgeshlossen war, fand der Vergleih mit den numeri-shen Ergebnissen statt. Bevor ein sinnvoller Vergleih erfolgen konnte, mussten zuerst dieMaterialparameter aus dem ebenen Spannungszustand in den ebenen Verzerrungszustandüber die Ersatzgröÿen der Nahgiebigkeitsmatrix gewonnen werden. Die anshlieÿende Aus-



8 Zusammenfassung und Ausblik 102wertung beider Berehnungsmethoden hat eine deutlihe Übereinstimmung der Ergebnisseunter der Momentenbelastung stehender Strukturen gezeigt. Das betri�t sowohl die orthotro-pen als auh die orthotropen geshihteten Strukturen. Zur Veri�zierung der Ergebnisse füreine Randkraft wurde diese in zwei Komponenten zerlegt: in eine Normalkraft N und eineQuerkraft Q. Bei der Betrahtung der Querkraft wurde eine deutlihe Korrelation der Ergeb-nisse von beiden Berehnungsmethoden festgestellt. Bei der Auswertung der Ergebnisse mitder Normalkraft sind hingegen niht zu vernahlässigbare Untershiede zu beobahten.8.2 AusblikEs sind weitere Studien denkbar, die direkt an diese Master-Arbeit anknüpfen könnten.Die Arbeit zeigt deutlih, dass insbesondere die geometrishen Ein�ussfaktoren (Krümmung,Geometrieänderung) einen maÿgeblihen Ein�uss auf den Spannungshaushalt haben. Zudemsollten folgende Punkte eingehender untersuht werden:
• der Ein�uss des Ö�nungswinkels des Bauteils,
• Untersuhung und Optimierung des Lagenaufbaus bei geshihteten Strukturen,
• Untersuhung von Lagenaufbauten, die aus Gewebeshihten bestehen,Bei der Veri�zierung der Ergebnisse der gekrümmten orthotropen Strukturen, die mit einerNormalkraft belastet sind, wurden in den Verläufen der Spannungs- und Vershiebungskom-ponenten niht zu vernahlässigbare Abweihungen festgestellt. Diese Ergebnisse waren inAnlehnung an die durhgeführte Veri�zierung für orthotrope gekrümmte unter der Querkraft-belastung stehender Laminate niht zu erwarten.Die hergeleiteten Funktionen zur Berehnung von Spannungen und Vershiebungen müssen fürgeshihtete Laminate, die mit einer Randkraft belastet sind, erweitert werden. Abshlieÿendsind diese Ergebnisse zu veri�zieren oder auh nah Möglihkeit zu validieren. Das Letzterebetri�t die in dieser Arbeiten erzielten Ergebnisse. Die vorliegende Arbeit untersuhte aus-shlieÿlih gekrümmte Strukturen. Aus diesem Grund ist eine vollständige Beshreibung desSpannungshaushaltes im gesamten Shubwinkel niht möglih. Somit müssen für die geradenBereihe (Flanshe) die Spannungs- und die Vershiebungsfunktionen in kartesishen Koor-dinaten hergeleitet und veri�ziert werden. Abshlieÿend sind die beiden Lösungsmethodenmiteinander zu koppeln. Dafür sind in den Übergangsbereihen die Übergangsbedingungenaufzustellen. Diese Randbedingungen müssen dabei so formuliert werden, dass die Randstö-rung mitberüksihtigt wird. Alternativ können zusätzlih Abklingfunktionen in den Über-gangsbereihen de�niert und bestimmt werden. Die Untersuhung der Randstörung ergab,dass deren Auswirkung sehr shnell abklingt. Um das mathematish berüksihtigen zu kön-nen, werden streng monoton fallende Funktionen benötigt. Die genannte Eigenshaft könnendabei unter anderem folgende Funktionen aufweisen:
• Exponentialfunktion,
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• Potenzfunktionen mit negativem Exponenten,
• Logarithmusfunktionen.Bei den genannten Funktionen kann durh die entsprehende De�nition der Parameter dasAbklingen in einem kleinen Bereih erreiht werden.
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A APDL-Skript zur Modellierung einesL-Winkels mit ANSYS 11.0Anmerkung: die Zeilen, die mit einem Ausrufezeihen beginnen werden von ANSYS als Kom-mentar angesehen.A.1 Modellierung! 0. Start der Modellierung!∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗
FINISH

/CLEAR,NOSTART

V ARIANT = ′plane_82_02′
/filename,L−ANGLE_1_DB_%V ARIANT%, 1! 1. PRE-PROCESSING!∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗
/prep7

csys, 0! 1.1 De�nition der Parameter! 1.1.1 Die Geometrieparameter
pi = acos (−1)

! Bestimmung der Kreiszahl

Ri = 2.5

! Der innere Radius in [mm]

R = Ri

l_1 = 25

! Die Länge des 1. F lansches in [mm]

l_2 = 25

! Die Länge des 2. F lansches in [mm]

t = 2.5

! Die Bauteildicke in [mm]

b = 30

! Die Bauteillänge in [mm]

phi = 90
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! Der Öffnungswinkel in [◦]

n_ply = 20

! Anzahl der Lagen

t_ply = 0.125

! Die Lagendicke in [mm]! 1.1.2 Die Zusatzparameter
phirad = phi ∗ pi/180
phibog = (90 − phi) ∗ pi/180
n_el = 2

! Anzahl der Elemente pro Lage

n_pl = n_ply ∗ n_el
t_pl = t_ply/n_el
nn = n_ply ∗ n_el
d = t_ply/n_el
! Die Elementgröÿe in [mm]

d = size

gamma = size/ (R+ t_pl/2)
! Die Elementgröÿe in der Mitte des gekrümmten Bereiches in [mm]

sizea = gamma ∗R
! Die Elementgröÿe am inneren Rand des gekrümmten Bereiches in [mm]

sizea = gamma ∗ (R+ t_pl)
! Die Elementgröÿe am äuÿeren Rand des gekrümmten Bereiches in [mm]

s = 3.67

! Steifigkeitsparameter! 1.1.3 De�nition des Lagenaufbaus
orient1 = 1000

orient2 = 1000

orient3 = 1000

orient4 = 1000

orient5 = 1000

orient6 = 1000

orient7 = 1000

orient8 = 1000

orient9 = 1000

orient10 = 1000

orient11 = 1090

orient12 = 1090

orient13 = 1090

orient14 = 1090

orient15 = 1090
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orient16 = 1090

orient17 = 1090

orient18 = 1090

orient19 = 1090

orient20 = 1090! 1.1.4 De�nition der lokalen Koordinatensysteme
local, 11, 0, 0, 0, 0,−90

local, 12, 0, l_1+(R ∗ cos (phibog))+l_2∗sin (phibog) , R∗(1− sin (phibog))+l_2∗cos (phibog) ,
local, 13, 0, l_1 + (R ∗ cos (phibog)) , R ∗ (1− sin (phibog)) , 0, (phi− 90)

local, 14, 1, l_1, R, 0,−90! 1.1.5 De�nition der Lasten
F = 10

M = 400! 1.1.6 De�nition der Materialparameter! 1.1.6.1 De�nition der Materialparameter von Aluminium
Ea = 70000

! Der Elastizitätsmodul in [MPa]

PRa = 0.3

! Die Querkontraktionszahl! 1.1.6.2 De�nition der Materialparameter für Balkenelemente
Eb = 10e8

! Der Elastizitätsmodul in [MPa]! 1.2 Erstellen der Geometrie! 1.2.1 Generieren der Keypoints
csys, 11

∗ do, i, 1, n_pl + 1, 1

k, , (i− 1)) ∗ t_pl, 0, 0
k_%100 + (i− 1)% = _return
∗ enddo

csys, 11

∗ do, i, 1, n_pl + 1, 1

k, , (i− 1)) ∗ t_pl, l_1, 0

k_%200 + (i− 1)% = _return
∗ enddo

csys, 13
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∗ do, i, 1, n_pl + 1, 1

k, , (i− 1) ∗ t_pl, 0, 0
k_%300 + (i− 1)% = _return
∗ enddo

csys, 12

∗ do, i, 1, n_pl + 1, 1

k, , (i− 1) ∗ t_pl, 0, 0
k_%400 + (i− 1)% = _return
∗ enddo! 1.2.2 Generieren der Linien
∗do, i, 1, n_pl + 1, 1

lstr, k_100 + (i− 1) , k_200 + (i− 1)

l_%100 + (i−))% = _return
∗ enddo

∗do, i, 1, n_pl, 1
lstr, k_100 + (i− 1) , k_100 + (i)

l_%400 + (i− 1))% = _return
∗ enddo

∗do, i, 1, n_pl, 1
lstr, k_200 + (i− 1) , k_200 + (i)

l_%500 + (i− 1)% = _return
∗ enddo

∗do, i, 1, n_pl + 1, 1

lstr, k_300 + (i− 1) , k_400 + (i−))

l_%300 + (i− 1))% = _return
∗ enddo

∗do, i, 1, n_pl, 1
lstr, k_300 + (i− 1 , k_300 + (i)

l_%600 + (i− 1)% = _return
∗ enddo

∗do, i, 1, n_pl, 1
lstr, k_400 + (i− 1) , k_400 + (i)

l_%700 + (i− 1)% = _return
∗ enddo
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csys, 14

k, , 0, 0, 0

cs = _return
∗do, i, 1, n_pl + 1, 1

larc, k_200 + (i− 1) , k_300 + (i− 1) , cs,R + (i− 1) ∗ t_pl
l_%200 + (i− 1)% = _return
∗ enddo! 1.2.3 Generieren der Flähen
∗do, i, 1, n_pl, 1
al, l_100 + (i− 1) , l_500 + (i− 1) , l_100 + (i) , l_400 + (i− 1)

a_%100 + i% = _return
∗ enddo

∗do, i, 1, n_pl, 1
al, l_300 + (i− 1) , l_700 + (i− 1) , l_300 + (i) , l_600 + (i− 1)

a_%300 + i% = _return
∗ enddo

∗do, i, 1, n_pl, 1
al, l_200 + (i− 1) , l_600 + (i− 1) , l_200 + (i) , l_500 + (i− 1)

a_%300 + i% = _return
∗ enddo

asel, all! 1.3 Vernetzung! 1.3.1 Zuweisung der Materialeigenshaften
mp, ex, 1, Ea

mp, prxy, 1, PRa

mp, ex, 2, Eb

mp, prxy, 2, PRa

mp, ex, 1000, 10000

mp, ey, 1000, 135000

mp, ez, 1000, 10000

mp, prxy, 1000, 0.02

mp, pryz, 1000, 0.27

mp, prxz, 1000, 0.27

mp, gxy, 1000, 5000
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mp, gyz, 1000, 5000

mp, gxz, 1000, 4000

mp, ex, 1090, 10000

mp, ey, 1090, 9000

mp, ez, 1090, 135000

mp, prxy, 1090, 0.27

mp, pryz, 1090, 0.018

mp, prxz, 1090, 0.02

mp, gxy, 1090, 4000

mp, gyz, 1090, 5000

mp, gxz, 1090, 5000! 1.3.2 Elemente
et, 2, beam3

keyopt, 2, 6, 0

keyopt, 2, 9, 0

keyopt, 2, 10, 0

r, 2, 0.01, 8.3e − 6, 0.1

et, 3, plane82

keyopt, 3, 3, 2! 1.3.3 Aufteilen der Linien
∗do, i, 1, n_pl + 1, 1

lesize, l_100 + (i− 1) , size

∗ enddo

∗do, i, 1, n_pl + 1, 1

lesize, l_100 + (i− 1) , size

∗ enddo

sizearc = d/ (R+ (t_pl ∗ n_pl/2))
∗do, i, 1, n_pl + 1, 1

lesize, l_200 + (i− 1) , sizearc ∗ (R+ (i− 1) ∗ t_pl)
∗ enddo

∗do, i, 1, n_pl + 1, 1

lesize, l_300 + (i− 1) , size

∗ enddo
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∗do, i, 1, n_pl, 1
lesize, l_400 + (i− 1) , size

∗ enddo

∗do, i, 1, n_pl, 1
lesize, l_500 + (i− 1) , size

∗ enddo

∗do, i, 1, n_pl, 1
lesize, l_600 + (i− 1) , size

∗ enddo

∗do, i, 1, n_pl, 1
lesize, l_700 + (i− 1) , size

∗ enddo! 1.3.4 Vernetzen der Flähen
type, 3

mat, 1

esys, 0

csys, 0

asel, all

∗do, i, 1, n_pl, 1
amesh, a_%100+i%
amesh, a_%200+i%
amesh, a_%300+i%
∗ enddo

esel, all

allsel, below, elem! 1.4 Modi�kation der Elemente! 1.4.1 Selektieren der Elemente zu einer Shiht
∗do, i, 1, n_pl, 1
nsel, all

csys, 0

nsel, r, loc, x,−0.1, l_1

nsel, r, loc, y,− (i− 1) ∗ t_ply,−i ∗ t_ply
esln, , 1

esel, r, type, , 3

cm, ply_e_%100 + i%, elem
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∗ enddo

∗do, i, 1, n_pl, 1
nsel, all

csys, 14

nsel, s, loc, y, 0, phi

nsel, r, loc, x, ((i− 1) ∗ t_ply) +R, (i ∗ t_ply) +R

esln, , 1

esel, r, type, , 3

cm, ply_e_%200 + i%, elem

∗ enddo

∗do, i, 1, n_pl, 1
nsel, all

csys, 13

nsel, s, loc, y, 0, l_2

nsel, r, loc, x, (i− 1) ∗ t_ply, i ∗ t_ply
esln, , 1

esel, r, type, , 3

cm, ply_e_%300 + i%, elem

∗ enddo

∗do, i, 1, n_pl, 1
esel, s, elem, , ply_e_%100 + i%

esel, a, elem, , ply_e_%200 + i%

esel, a, elem, , ply_e_%300 + i%

cm, ply_%i%, elem! 1.4.2 Transformieren der Koordinatensysteme der Elemente
esel, , type, , 3

allsel, below, elem

csys, 0

nsel, s, loc, x,−0.1, l_1 + 0.001

esln, s, 1

emodif, all, esys, 11

esel, , type, , 3

allsel, below, elem

csys, 14

nsel, s, loc, y,−0.01, phi + 0.01

esln, s, 1

emodif, all, esys, 14
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esel, , type, , 3

allsel, below, elem

csys, 13

nsel, s, loc, y,−0.1, l_2 + 0.001

esln, s, 1

emodif, all, esys, 13

esel, , type, , 3

allsel, below, elem! 1.4.3 Modi�zieren der Materialeigenshaften der Elemente
∗do, i, 1, n_pl/2, 1
cmsel, , ply_%i%
allsel, below, elem

emodif, all,mat, orient%i%

∗ enddo! 1.5 De�nieren der Randbedingungen und der Lasten! 1.5.1 De�nieren der Randbedingungen
nsel, all

csys, 0

nsel, , loc, x, (t_pl/ (n_el ∗ 3)) ,−0.1

d, all, ux, 0

d, all, uy, 0! 1.5.2 Aufbringen der Lasten
alls

allsel, below, elem

nsel, all

csys, 12

∗ get, nodenumber, node, num, count
n, nodenumber + 1, t_pl ∗ n_pl/2, 0.01, ,
nrotat, nodenumber + 1

type, 2

mat, 2

real, 2

secnum, 2

esys,
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∗do, i, 1, 2 ∗ nn+ 1, 1

nsel, s, loc, y,+0.001,−0.001

nsel, r, loc, x, (d) ∗ (2 ∗ i− 3) /4, (d) ∗ (2 ∗ i− 1) /4

∗ get, nodenumber_%i%, node, , num,max

nsel, a, node, , nodenumber + 1

nodenumber_i = nodenumber_%i%
e, nodenumber + 1, nodenumber_i
∗ enddo

f, nodenumber + 1, fx, F

f, nodenumber + 1,mz,M

f, nodenumber + 1, fy,−F! 1.6 Speihern der Modellierung
esel, all

esel, , type, , 3

esel, a, type, , 2

allsel, below, elem

save, L−ANGLE_1_DB_%V ARIANT%, db, ,
save, L−ANGLE_1_SOL_%V ARIANT%, db, ,
f inishA.2 Berehnung
finish

/CLEAR,NOSTART

V ARIANT = ′plane_82_02′
resume,L−ANGLE_1_SOL_%V ARIANT%, db
/filename,L_ANGLE_2_SOL_%V ARIANT%, 1
/solu

antype, static

solve

finishA.3 Auswertung
alls

esel, all

esel, r, type, , 3

allsel, below, elem
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nsle, r, corner

csys, 14

nsel, r, loc, y, 44, 45

nplot

rsys, 14

dsys, 14

nlist, all, coord, node

prnsol, s

prnsol, u
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B Parameterstudien mit dem numerishenModell unter einer NormalkraftbelastungB.1 Untersuhung der Auswirkung der Randstörung auf denSpannungshaushalt unter einer NormalkraftbelastungDie nahstehenden Abbildungen zeigen die Auswirkung der Randstörung auf den Spannungs-haushalt unter einer Normalkraftbelastung. Es werden die Spannungsverläufe über dem ge-samten Bogenbereih dargestellt.

Abbildung B.1: Verlauf der Normalspannung σϕϕ über dem gesamten Bogenbereih
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Abbildung B.2: Verlauf der Normalspannung σrr über dem gesamten Bogenbereih

Abbildung B.3: Verlauf der Normalspannung σzz über dem gesamten Bogenbereih
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Abbildung B.4: Verlauf der Shubspannung τrϕ über dem gesamten BogenbereihB.2 Untersuhung der Auswirkung des Anisotropiewertes aufden Spannungshaushalt unter einer Normalkraftbelastung

Abbildung B.5: Der dimensionslose Beiwert κϕ an der Stelle ϕ = 0◦
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Abbildung B.6: Der dimensionslose Beiwert κϕ an der Stelle ϕ = 45◦

Abbildung B.7: Der dimensionslose Beiwert κr an der Stelle ϕ = 0◦
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Abbildung B.8: Der dimensionslose Beiwert κr an der Stelle ϕ = 45◦

Abbildung B.9: Der dimensionslose Beiwert κrϕ an der Stelle ϕ = 0◦
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Abbildung B.10: Der dimensionslose Beiwert κrϕ an der Stelle ϕ = 45◦B.3 Untersuhung der Auswirkung desKrümmungsverhältnisses auf den Spannungshaushalt untereiner Normalkraftbelastung

Abbildung B.11: Der dimensionslose Beiwert κϕ an der Stelle ϕ = 45◦
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Abbildung B.12: Der dimensionslose Beiwert κϕ an der Stelle ϕ = 0◦

Abbildung B.13: Der dimensionslose Beiwert κr an der Stelle ϕ = 0◦
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Abbildung B.14: Der dimensionslose Beiwert κr an der Stelle ϕ = 45◦

Abbildung B.15: Der dimensionslose Beiwert κrϕ an der Stelle ϕ = 0◦
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Abbildung B.16: Der dimensionslose Beiwert κrϕ an der Stelle ϕ = 45◦
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