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Einleitung

1. Einleitung

1.1. Allgemeines

Faserverbundwerkstoffe finden aufgrund ihres hohen Leichtbaupotentials immer mehr Anwen-
dung im modernen Flugzeugbau. So bestehen die modernsten Flugzeuge wie die sich noch in der
Entwicklung befindende Airbus A350 XWB oder die Boeing 787 (s. Abb. 1.1) zu mehr als 50
Prozent ihres Gewichts aus faserverstirkten Kunststoffen. Die Eigenschaften dieser Werkstof-
fe konnen optimal ausgenutzt werden, sodass Material und Gewicht eingespart werden kénnen.
Nicht nur die hohen Werte der spezifischen Steifigkeit und Festigkeit der Faserverbunde, sondern
auch die Moglichkeit der gezielten Einstellung der Werkstoffeigenschaften und somit des Werk-
stoffverhaltens unter Last macht diese Werkstoffe so attraktiv fiir den Einsatz im Flugzeugbau.
Auflerdem konnen weitere Vorteile mit der Funktionsintegration, wie z.B. der Schall- und der

Waéirmeschutz oder auch die Dampfung, erreicht werden.

Abbildung 1.1: Passagierflugzeug Boeing 787 , Dreamliner” (Quelle: http://boeing.com)

Faserverbundwerkstoffe bestehen mindestens aus zwei Komponenten, wobei die eine Kompo-
nente in Faserform vorliegt. Sie ist in die zweite Komponente eingebettet, die auch als Matrix
bezeichnet wird. Die Fasern bestimmen sehr wesentlich die mechanischen Eigenschaften des
Werkstoffs. Sie werden durch die Matrix in der definierten geometrischen Anordnung fixiert.
Die Matrix hat auch weitere Funktionen. Sie tibertréigt die Kréfte auf die Fasern und schiitzt sie
sowohl vor den umgebenden Medien als auch vor der Schiadigung durch den Kontakt untereinan-
der. Auflerdem verleiht sie dem Werkstoff Stabilitéit bei einer Druckbelastung und sorgt fiir eine
dem Anwendungsfall angepasste Verformbarkeit sowie fiir die Energieaufnahme bei Schlagbean-
spruchung. Die Oberflichengiite, die Alterungs- und Chemikalienbestéindigkeit des Werkstoffs
werden ebenfalls von der Matrix gewahrleistet.

Die Kombination der Fasern und der Matrix kann in unterschiedlichen Formen vorliegen. Die
Matrix kann aus verschiedenen Werkstoffen bestehen, wobei im Flugzeugbau der Einsatz von
Kunststoffen (hochwertige Duro- und Thermoplaste) den Hauptanteil bildet. Als Verstirkungs-
phase werden vor allem Kohlenstoff-, Glas-, und Aramidfasern verwendet. Diese konnen als
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Kurz-, Lang oder als Endlosfasern vorliegen. Die ersten beiden sind jedoch fiir die mechanisch
hoch belastete Bauteile der Primérstruktur eines Flugzeugs weniger geeignet. Die typische An-
ordnung der Fasern ist parallel zu einander, sodass zusammen mit der Matrix eine so genannte
unidirektionale (UD-) Schicht gebildet wird. Solche UD-Schichten kénnen unter verschiedenen
Winkeln der Faserorientierung zu Mehrschichtverbunden — den Laminaten zusammengesetzt
werden (s. Abb 1.2). Neben der UD-Schicht gibt es noch weitere Flichengebilde aus Fasern,
wie z.B Gewebe, Geflechte und Gestricke, auf die hier jedoch nicht weiter eingegangen wird.
Ausfiihrliche Informationen zu textilen Flichen- und Halbzeugen sind in [8], [13] und [16] zu
finden. In der Primérstruktur der Flugzeuge werden Faserverbunde aus hochfesten und hoch-
steifen Verstirkungsfasern und mechanisch, chemisch und thermisch hoch belastbaren Matrices

eingesetzt.

Schicht 5
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[T
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Schicht 4

Schicht 3

Abbildung 1.2: Schematische Darstellung eines Laminats (Quelle: [12])

Neben den Vorteilen bergen diese Werkstoffe jedoch auch einige materialtypische Probleme.
Aufgrund der geschichteten Struktur der Laminate kann eine Trennung der Einzelschichten, die
sogenannte Delamination, auftreten. Die geringe Impact-Toleranz der Faserverbundwerkstoffe
und die teilweise schwierige (mit hohem Aufwand verbundene) Aufdeckung der Schiden sind
ebenfalls typisch fiir Faserverbundwerkstoffe. Die genannten Schiadigungen sind mit einer grofien
Abnahme der mechanischen Eigenschaften des Werkstoff verbunden und fithren im schlimmsten
Fall zum Strukturversagen.

Die Herstellung der Strukturkomponenten eines Flugzeugs kann in verschiedenen Bauweisen
erfolgen. Hauptséchlich werden dabei die Integral-, die integrierende und die Differentialbauweise
unterschieden. In der Integralbauweise werden die Flugzeugkomponenten aus einem ,,Material-
block® erstellt. In dieser Bauweise lésst sich eine gewichtspotimierte Struktur realisieren, da das
zusétzliche Gewicht der Verbindungselemente entfillt. Fiir die Herstellung groflichiger Bauteile
in Integralbauweise eignen sich die Faserverbundwerkstoffe sehr gut. Dies ist auf die Besonder-
heit der Faserverbunde, dass der endgiiltige Werkstoff erst bei der Bauteilherstellung entsteht,
zuriickzufithren. So kénnen mit dem Einsatz entsprechender Herstellungsverfahren (z.B. Lege-
und Wickeltechnicken) auch grofie Bauteile im Ganzen gefertigt werden, ohne dass dabei hohe

Abfallmengen anfallen. Neben den Gewichtsvorteilen sowie den Vorteilen fiir die Montage der
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Komponenten besitzt die Integralbauweise auch Nachteile. Als Beispiele koénnen der ungehinder-
te Risswachstum und die Moglichkeit der groBflichigen Delaminationen genannt werden.

Den Gegenteil zur Intregralbauweise stellt die Differentialbauweise dar. In der Differential-
bauweise ist die Struktur des Flugzeugs aus kleineren Komponenten, die mit Hilfe verschiedener
Verbindungselemente gefiigt werden, aufgebaut. So besteht die Schale eines Flugzeugrumpfes,
der in der Differentialbauweise gefertigt wurde, im Wesentlichen aus den Strukturelementen
Stringer, Spante und Rumpfhaut, die in separaten Fertigungsschritten hergestellt worden sind.
Die Stringer und die Rumpfthaut werden anschliefend mittels Vernietung, Klebung oder Schwei-
Bung zusammengefiigt. Die Verbindung der Spante mit der Haut erfolgt mit den sogenannten

Schubwinkeln bzw. Clips (s. Abb. 1.3). Zu der geometrischen Komplexitéit dieser Verbindungs-

Abbildung 1.3: Schubwinkel (Clip) aus CFK (Quelle: www.reinforcedplastics.com)

elemente kommt im modernen Flugzeugbau die Komplexitéit des geschichteten Faserverbund-
werkstoffs hinzu. Dies muss bereits bei der Vordimensionierung der Verbindungselemente in der
Konstruktionsphase bertiicksichtigt werden. Die Vorauslegung und die Analyse des mdoglichen
Versagens dieser Bauteile setzen eine genaue Spannungsberechnung voraus. Diese kann mithilfe
der Finite Elemente Methode erbracht werden. Die FE-Rechnung ist jedoch mit sehr hohem
Aufwand fiir die hinreichend genaue Modellierung des Bauteils und die benétigte Rechenzeit
verbunden. Fiir viele Anwendungen ist die Entwicklung von analytischen Methoden zur Berech-
nung von Spannungs- und Verschiebungsfeldern im Bauteil, die sich durch ihre Schnelligkeit
auszeichnen, sinnvoll.

In der Fachliteratur wie z.B [9], [11] und [17] sind Herleitungen der Gleichungen zur analyti-
schen Bestimmung der Spannungs- und Verschiebungsfelder in verschiedenen Grundgeometrien
mit isotropen, orthotropen und anisotropen Materialmodellen zu finden. Fiir die Berechnung
der Verschiebungs- und der Spannungsfunktionen in Strukturen, deren Geometrie als eine Zu-
sammensetzung verschiedener Grundformen betrachtet werden kann, hat die Herleitung einer

analytischen Methode jedoch bislang noch nicht stattgefunden.
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1.2. Themenstellung der Arbeit

Im Rahmen dieser Masterarbeit soll eine geschlossen-analytische Losung fiir ein in mehrere Berei-
che unterteiltes Profil (s. Abb. 1.4) eines Schubwinkels aus orthotropen und orthotrop geschichte-
ten Werkstoffen entwickelt werden. In der Losung sollen die bereits ermittelten Spannungs- und
Verschiebungsfelder des gekriimmten Bereichs mit denen der geraden Bereiche gekoppelt werden.
Die Losung wird auf eine ebene Problemstellung eingegrenzt. Bei der Betrachtung der orthotrop

geschichteten Profile erfolgt eine Einschrankung auf symmetrische Kreuzverbund-Laminate.

//

Abbildung 1.4: Schematische Darstellung eines Schubwinkelprofils

.

Im Wesentlichen ldsst sich diese Arbeit in drei Abschnitte aufteilen. Im ersten Abschnitt
werden die Beziehungen fiir die Spannungs- und die Verschiebungsfelder der geraden balkenar-
tigen Scheiben nach den Ansétzen der linearen Elastizitétstheorie hergeleitet. Diese Herleitung
erfolgt sowohl fiir Scheiben mit orthotropem als auch mit isotropem Werkstoffverhalten so-
wie fiir orthotrop geschichtete Laminate fiir die elementaren Belastungsfiille Normalkraft (Zug),
Querkraft (einzelne Randlast) und Biegemoment (Randmoment). Anschlieend findet eine Ve-
rifikation der hergeleiteten Beziehungen anhand eines Vergleichs mit den Ergebnissen einer FE-
Rechnung statt. Hierfiir werden stellvertretend fiir die verschiedenen Geometrievarianten der
Scheibe drei FE-Modelle mit variierenden Langen-Hohen-Verhéltnissen im Preprocessor MSC
Patran erstellt. Die eigentliche FE-Rechnung wird mit dem Solver MSC Nastran durchgefiihrt.
In einer anschliefenden Parameterstudie werden die Auswirkungen der Geometrieparameter und
der Werkstoffparameter auf die analytisch bestimmten Spannungs- und Verschiebungsfelder der
geraden balkenartigen Schiebe und des Laminats untersucht.

Im zweiten Abschnitt der Arbeit wird die Kopplung der analytischen Lésungen des geraden
und des gekriimmten Bereichs eines orthotropen und orthotrop geschichteten Profils durchge-
fithrt. Hierfiir werden Ubergangsbedingungen fiir die Verschiebungsfelder an der Schnittstelle
der Profilsegmente formuliert. Die analytisch bestimmten Spannungs- und Verschiebungskom-
ponenten des gesamten Profils werden ebenfalls anhand einer FE-Losung verifiziert.

Im dritten Abschnitt wird ein Versuch unternommen, einen verbesserten Ansatz fiir die ana-
lytische Losung der Spannungs- und Verschiebungsfelder innerhalb des Schubwinkelprofils bei
Verwendung eines Energie- und Variationsprinzips herzuleiten. Die Herleitung beschrénkt sich

auf ein orthotropes Profil. Mit abschlielender Zusammenfassung der Ergebnisse und einem Aus-
blick schliefit die Arbeit.
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2. Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die fiir diese Arbeit relevanten theoretischen Grundlagen der linearen
Elastizititstheorie erlautert. Aulerdem wird es auf die fiir diese Arbeit relevanten Energie- und

Variationsprinzipien sowie die Grundlagen der Methode der finiten Elemente eingegangen.

2.1. Formeln und Grundlagen der linearen Elastizitdtstheorie

Die Griindung der linearen Elastizitdtstheorie lésst sich auf die Wissenschaftler Galileo Galilei
(1564 - 1642) und Robert Hooke (1635 - 1703) zuriickfithren. Galileo Galilei hat in seinem Werk
,Discorsi* als erster den Bruchvorgang sproder Korper systematisch untersucht und den Einfluss
der Gestalt eines Korpers auf seine Festigkeit dargelegt. Hooke hat das ,,Fundamentalgesetz“ der
linearen Elastizitétstheorie: ,Dehnung und Spannung sind proportional® formuliert. Mit Hilfe
dieses Materialgesetzes wurde von weiteren Wissenschaftlern wie z.B. Mariotte (1620-1684),
Leibniz (1646-1716), Bernoulli (1655-1705) und Euler (1707-1783) zunéchst die Balkenbiegung
behandelt.

Seitdem ist die Theorie von weiteren Wissenschaftlern ergéinzt und erweitert worden. Als
Beispiel kann man die Erweiterung auf Platten und Schalen durch Kirchhoff, Gauss, Mohr usw.
nennen. Alle diese Arbeiten weisen die gleiche Einschrinkung, die bereits in der Bezeichnung
der Theorie enthalten ist, auf. Sie beschrinken sich auf das linear elastische Stoffgesetz sowie
auf kleine (infinitesimale) Verzerrungen.

Weitere Annahmen der linearen Elastizitétstheorie sind:
e Bei Wegnahme der Belastung verschwinden die Verzerrungen vollstindig
¢ Die gespeicherte Energie wird bei Entlastung vollstéindig zuriickgewonnen
e Das Materialverhalten wird von der Belastungsgeschwindigkeit nicht beeinflusst

e Alle Spannungen bleiben unter der Proportionalitdtsgrenze

2.1.1. Eingrenzung auf ebene Problemstellungen

In dieser Arbeit wird darauf verzichtet die lineare Elastizitdtstheorie vollstindig und auf alle
Problemstellungen anwendbar abzubilden. Es werden lediglich die Gundgleichungen der Theorie
im allgemeinen, rdumlichen Zustand aufgestellt und anschlieBend auf die fiir diese Arbeit rele-
vanten ebenen Zustinde angewandt. Weitere Informationen kénnen der Fachliteratur, wie z.B.
[4], [71,[9], [11] und [17] entnommen werden.

Die ebenen Zusténde sind als Sonderfille des allgemeinen raumlichen Zustandes definiert. Da-

bei unterscheidet man zwischen dem ebenen Spannungszustand und ebenen Verzerrungszustand.

Ebener Spannungszustand

Im Fall des ebenen Spannungszustandes (ESZ) wird ein Flichentragwerk (z. B. eine Scheibe)
betrachtet, das tangetial zur Flidche belastet wird. Fiir den ebenen Spannungszustand in einer

Scheibe gelten folgende Annahmen:

o die Dicke der Scheibe ist klein gegeniiber den anderen Dimensionen
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e die Scheibe wird nur in ihrer Ebene belastet
e die Ober- und Unterseite der Scheibe sind unbelastet

Da es im ebenen Spannungszustand keine Belastung auflerhalb der Scheibenebene gibt, kann
man mit hinreichender Genauigkeit annehmen, dass die Spannungen in dieser Richtung ebenfalls
nicht existieren [6].

Fiir die weitere Betrachtung wird das der Scheibe angehorige, kartesische Koordinatensystem
so definiert, dass die Achsen z und y die Mittelebene der Scheibe aufspannen (s. Abb. 2.1). Die
Normalspannung in z-Richtung o.. sowie die Schubspannungen 7., und 7. sind in diesem Fall

gleich null.

Ozz = Tz = Tyz = 0 (21)

Aufgrund der geringen Scheibendicke wird aulerdem eine konstante Verteilung der Spannun-

gen in der zy-Ebene {iber die Dicke angenommen.

o+ aO;yd
% y y/ (5 %‘dy

o
&%

Abbildung 2.1: Ebener Spannungszustand

Die Verzerrung in z-Richtung €., kann, wie es aus dem Materialgesetz (s. 2.1.4) folgt, durchaus

auftreten. Die Schubverzerrungen v,. und ,. miissen jedoch verschwinden.

Somit wirken im ebenen Spannungszustand die Normalspannungen o, und o, sowie die Schub-
spannungen 7., und 7,,. Wobei aus dem Momentengleichgewicht (s. 2.1.2) um eine zur z-Achse
parallelen Achse, die durch den Mittelpunkt der Scheibe verlduft folgt:

Toy = Tyz (2.3)

Ebener Verzerrungszusatnd

Im ebenen Verzerrungszustand (EVZ) treten Verschiebungen und Verformungen nur in einer
Ebene auf. Wenn diese Ebene ebenfalls durch die z- und y-Achse aufgespannt wird, sind die
Verschiebungen u und v sowie die Verzerrungen €,;, €yy, Yoy Und 7y, nur von den Koordinaten

r und y abhéngig. Die Verschiebung w sowie die Verzerrungen ¢.., ;. und -,. verschwinden:
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w = 07 €2z = Yoz = Vyz = 0 (24)

Aus dem Werkstoffgesetz (s. Abschnitt 2.1.4) geht hervor, dass die Normalspannung o, im
ebenen Verzerrungszustand auftreten kann, jedoch die Schubspannungen 7., und 7,. verschwin-

den.
Tyz = Ty, = 0 (2.5)

2.1.2. Gleichgewichtsbedingungen

Fiir die Berechnung des gesamten Spannungsfeldes werden Gleichgewichtsbedingungen an einem
infinitesimalen Volumenelement, das aus dem Korper freigeschnitten wird, aufgestellt (s. Abb.
2.2). In der linearen Elastizitéitstheorie werden sehr kleine Verformungen vorausgesetzt, somit

kann das Gleichgewicht am unverformten System aufgestellt werden (Theorie 1. Ordnung).

Abbildung 2.2: Kréfte am infinitesimalen Volumenelement [12]

Aus dem Kriftegleichgewicht am freigeschnittenen Volumenelement kénnen unter der Bertick-
sichtigung der Volumenkrifte f; die Gleichgewichtsbedingungen in Indexschreibweise wie folgt

formuliert werden:

+ fz = (ia Jj=,, Z) (26)

Dabei ist die Schreibweise fiir die Schubspannungen o;; = 7;;
Fiir die in dieser Arbeit betrachteten ebenen Probleme im kartesischen Koordinatensystem,

sowie mit der Annahme, dass keine Volumenkréfte wirken, gelten folgende Beziehungen:

0o or,
F,=0: il yr _ 2.
D Fa=0: FE+FE=0 (27)
0Ty Odo
F,=0: v W 2.
> Fy=0 e oy 0 (2.8)
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> M. =0: (raydydz)dz = (ryedadz)dy (2.9)

Aus dem Momentengleichgewicht um die z-Achse (s. (2.9)) folgt:

Try = Tyx (210)

Aus den Momentengleichgewicht um die anderen Achsen erhélt man:

Tyz = Tzx, Tyz = Tzy (2.11)

Dies bedeutet, dass der Tensor S, der den Spannungszustand in einem Punkt des Kérpers angibt,
symmetrisch ist. Die Gleichung (2.12) gibt den Spannungstensor fiir den allgemeinen dreidimen-

sionalen Spannungszustand an.

Ozx Taxy Tzxz

Ji9p
I
J19p
|

I

Oy Ty (2.12)

sym. Oz

Fiir die ebenen Zusténde werden die entsprechenden Elemente des Spannungstensors (s. Ab-
schnitt 2.1.1) zu null.

2.1.3. Kinematische Beziehungen

Mit den kinematischen Beziehungen werden die Verschiebungen mit den Verzerrungen verkniipft.
Bei den Verzerrungen unterscheidet man zwischen den Dehnungen ¢;; und Schubverzerrungen
Vig-

Bei der Betrachtung der Verformung von einem dreidimensionalen, infinitesimalen Element
stehen die Dehnungen senkrecht auf seinen Schnittflichen. Sie beschreiben die Verformung des
Elements entlang seiner parallel zu einander verlaufender Kanten. Das Auftreten von Dehnungen
fithrt zur Verdnderung der Elementabmessungen und somit zur Verdnderung des Elementvolu-
mens, wobei sich die Winkel zwischen den Elementkanten nicht &ndern. Bei gleicher Dehnung
des Elements in alle Koordinatenrichtungen bleibt die Gestalt des Elements unveréndert.

Die Gleitungen bewirken die Anderung der Winkel zwischen den Elementkanten und fithren

somit bei gleich bleibendem Volumen des Elements zur Anderung seiner Gestalt (s. Abb. 2.3).

e u+du=u+!:y-d
¥ ¥ oy ¥
A i
) 2
v+dv=v+?vdy o i
T Lk
d - L— | dy=yv+Ldx
V % ox
dx dx
% X T $ X
—_ U |a— | - a | U L,
ut+du=u+S2dx

Ox

Abbildung 2.3: Definition der infinitesimalen Dehnungen und Gleitungen [12]
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Mit der Einschrdnkung der linearen Elastizitétstheorie auf infinitesimal kleine Verzerrungen
lassen sie sich wie nachfolgend beschrieben bestimmen.
Es sei ein beliebiger Verschiebungsvektor u, der im Raum die Komponenten «, v und w hat,

gegeben.

Im kartesischen Koordinatensystem héngen diese von den Koordinaten z, y und z ab. Somit
lassen sich im allgemeinen dreidimensionalen Zustand die Dehnungen wie in (2.14) und die
Gleitungen in (2.15) dargestellt, bestimmen.

ou ov ow

Exx = %, Cyy = 073/’ €2z = & (214)

Low o _ow ow v w
Tay = oy Oz’ Yoz = 0z Oz’ Tyz = 0z Oy

In der Indexschreibweise kann der Zusammenhang zwischen den Verschiebungskomponenten und

(2.15)

den Verzerrungen wie folgt angeschrieben werden:

€ij = % (%Q;Z + %?) (i, ==, y, 2) (2.16)
Die Verschiebungskomponenten entsprechen in dieser Schreibweise je nach der indizierten Ko-
ordinate den Verschiebungskomponenten u, v und w in der gewihlten Notation.

Die in (2.14) und (2.15) angegebenen Verzerrungen konnen in Form einer Matrix, dem infini-

tesimalen Verzerrungstensor (vgl. (2.17)) zusammengefasst werden.

Exz  3Vay 3Vae
Eyy 3y (2.17)
sym. €2z

Aus drei Komponenten des Verschiebungsvektors sind somit sechs Komponenten des Verzer-
rungstensors durch die Differentiation eindeutig bestimmbar. Im umgekehrten Fall, wenn aus
dem gegebenen Verzerrungszustand die Verschiebungen ermittelt werden sollen, ist die Losung
nicht mehr eindeutig, da zur Berechnung von drei Unbekannten sechs Gleichungen zur Verfii-
gung stehen. Fiir eine eindeutige Losung miissen die Verzerrungen voneinander abhingig sein.
Der Zusammenhang zwischen den Verzerrungen wird gebildet, indem man nach der zweimaligen
Differentiation der Gleichung (2.16) nach den jeweiligen Koordinaten die Verschiebungen durch
die Verzerrungen nach den kinematischen Beziehungen (2.14) ersetzt. Diese Beziehungen werden
als Kompatibilitits- bzw. Vertriglichkeitsbedingungen bezeichnet. Die Gleichung (2.18) gibt die

Kompatibilitdtsbedingungen im allgemeinen rdumlichen Zustand in Indexschreibweise wieder.

O%eij | 0% 0%y ey
- - =0 g, k, 1= 2.1
okl Gia; ~ ajol ook ° b kl=wy.2) (2.18)
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Wobei fiir die Gleitungen die Schreibweise €;; = %%j verwendet wird. Mit der Beriicksichtigung
der Symmetrie des Verzerrungstensors erhélt man somit insgesamt sechs Kompatibilitatsbedin-
gungen, von denen jeweils drei voneinander unabhingig sind. In der Gleichung (2.19) ist die
Kompatibilitdtsbedingung zwischen ., €,y und 7y, die fiir die Losung ebener Probleme in

dieser Arbeit relevant ist, angegeben.

Py 0Pcan | O%eyy

— 2.1
ozoy 0y | 0a? (2.19)

2.1.4. Materialgesetz des linear-elastischen Korpers

Das Materialgesetz verkniipft die Spannungen mit den Verzerrungen und beschreibt somit das
mechanische Verhalten des Werkstoffs. In der klassischen Elastizitdtstheorie werden iiblicher-
weise Korper mit linear-elastischem Materialverhalten behandelt. Dieses Verhalten ist durch die
Reversibilitit der Verformungen gekennzeichnet, d.h. es treten nach der Entlastung des Korpers
keine bleibenden Dehnungen auf. Des weiteren ist der Zusammenhang zwischen den Spannungen
und den Verzerrungen zeitunabhéngig — die Dauer einer bestimmten Belastung hat keine Auswir-
kung auf die Verformung des Korpers. Die Annahme des linear-elastischen Werkstoffverhaltens
ist fiir die Betrachtung einer Vielzahl technischer Probleme zuléssig.
Im allgemeinen Fall kann der lineare Zusammenhang zwischen den Komponenten der Spannungs-

und Verzerrungstensoren mit (2.20) angefiithrt werden.

oij = Cijien (i, j, k, 1 =, y, z) (2.20)

Dabei ist Cjjx; der sogenannte Elastizititstensor 4. Stufe mit insgesamt 3% = 81 Komponenten,
der zur Kopplung von zwei Tensoren 2. Stufe mit jeweils 3% = 9 Komponenten, dem Spannungs-
und dem Verzerrungstensor, benttigt wird. Der Elastizitétstensor enthélt Materialparameter, die
nur experimentell ermittelt werden kénnen. Aufgrund von Symmetrie von o;; und ¢;; konnen

die Indizes des Elastizitatstensor ebenfalls vertauscht werden.
Cijkt = Cjitt = Cijik = Cliak (2.21)

Somit enthélt er nur 36 von einander unabhéngige Werkstoffparameter.

Es ist iiblich das Materialgesetz in Matrixform anzugeben.

g:

1

£ (2.22)

Dabei ist die sog. Steifigkeitsmatrix C' eine 6 x 6 Matrix, die bei anisotropem Werkstoffverhalten
voll belegt ist, wobei aufgrund der Symmetrie von €' nur 21 Werkstoffparameter voneinander
unabhéngig sind.

In dieser Arbeit werden orthotrope Werkstoffe betrachtet. Sie weisen drei Vorzugsrichtungen
der Materialeigenschaften auf. Diese liegen normal zu den drei Symmetrieebenen, die ortho-
gonal zueinander stehen. Somit sind nur 12 Komponenten der Steifigkeitsmatrix belegt, 9 von
denen sind aufgrund der Symmetrie der Steifigkeitsmatrix voneinander unabhéngig. Aufgrund
der Symmetrien sind die Normalspannungen und Gleitungen sowie die Schubspannungen und

Dehnungen vollstédndig voneinander entkoppelt. Demnach sieht das Materialgesetz fiir orthotro-

10
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pe Werkstoffe wie folgt aus:

Oz Cn Ci2 Ci3 0 0 0] |eam
Oyy Cyp Co3 0 0 0 Eyy
Ozz| _ C3z 0 0 0 Ezz (2.23)
Tyz Cy O 0 Vyz
Tuz Css 0 | |7Vaz
| Tay | [Sym. Co6 | |7y ]

Mit den fiir einen ebenen Zustand definierten Annahmen (s. 2.1.1) reduziert sich die Anzahl

der Terme in der Steifigkeitsmatrix C' und das Materialgesetz vereinfacht sich zu:

Oz Q11 Q2 0 Exx
Oyy | — Q22 0 Eyy (2'24)
Ty Sym. Qo6 Vxy

Die reduzierte Steifigkeitsmatrix in der Gleichung (2.24) wird in der Fachliteratur auch mit
dem Buchstaben @) bezeichnet. Sie findet Eingang in die Berechnung von Spannungsfeldern in
den unidirektionalen Laminateinzelschichten bei gegebenen Verzerrungszustéinden. In der Glei-

chung (2.25) ist das Materialgesetz mit der ausgeschriebenen, reduzierten Steifigkeitsmatrix @

angegeben.
Ey Vyx Ey
Ozx 1—vayvya  1—Vaylya Cax
_ Uiy By Ey
Oyy T—Veylye 1—Vayigs 0 Eyy (2.25)
Try 0 0 Gay| | Vay

Bei einem gegebenen Spannungszustand ist es sinnvoll das Werkstoffgesetz in invertierter Form

zu verwenden. Die Gleichung (2.26) gibt das in symbolischer Schreibweise wieder.

e=So (2.26)

Jiea)

In der invertierten Form des Materialgesetzes ist die Matrix S die sogenannte Nachgiebigkeits-
matrix (S = g_l). In der Matrix-Schreibweise ist das Materialgesetz fiir ebene Zustédnde in der

Gleichung (2.27) angeschrieben.

Exa Si1 Sz 0 Oxa
Eyy | — §Q = Sy 0 Tyy (2.27)
Yxy Sy1m. 566 Txy

Hierin ist § die reduzierte Nachgiebigkeitsmatrix. Ausgeschrieben, d.h. mit den eingesetzten

Materialparametern und unter der Beriicksichtigung der Symmetriebeziehung (2.29) erhilt man:

11
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Exx B ~E, 0 Oxx

Eyy | = —Ig—j E%, 0 Oyy (2.28)
Yoy 0 0 Glzy Tay

Pa B =y i # ) (2.29)

E;, E;
Eine wichtige Kenngrofle fiir die Analyse der orthotropen Werkstoffe ist der dimensionslose
Orthotropiegrad s — das Verhéltnis der E-Moduln entlang und quer zur Faserverrichtung (s. Gl.

(2.30)). Ein weiterer Parameter & wird aus dem Verhéltnis des E-Moduls entlang der Fasern und
des Schubmoduls gebildet (vgl. (2.31)).

E,
S 2.
s E, (2.30)
E,
k= 2.31
Gy ( )

Mit den beiden Orthotropieparametern und der Symmetriebeziehung (2.29) kann das ver-
allgemeinerte Hookesche Gesetz (vgl. Gleichung (2.27)) im kartesischen Koordinatensystem in

folgenden Beziehungen angeschrieben werden.

1
Exx = E(UII — VpyOyy) (2.32)
L
Cyy = E(S Oyy = VayOuz) (2.33)
€T
k‘2
Vzy = ETwy (2.34)

Zusammenhang zwischen dem ebenen Spannungs- und dem ebenen Verzerrungszustand

Die einschrankenden Annahmen der beiden ebenen Zustinde, wie sie in 2.1.1 definiert worden
sind, haben zur Folge, dass die in der Scheibe auftretenden Verschiebungen, Verzerrungen und
Spannungen von der Koordinate z unabhéngig sind. Mit den Grundgleichungen der Elastizitéits-
theorie wird in [11] folgender Zusammenhang zwischen den Termen R;; und S;; der reduzierten
Nachgiebigkeitsmatrices im EVZ und ESZ hergestellt.

Siszz
SZZ
Der einzige Unterschied zwischen den Grundgleichungen im EVZ und ESZ besteht in den

Ri; = S;j — , (G j=xy) (2.35)

Materialkonstanten. Somit kann man aus der Losung eines Problems im ESZ die Losung des
entsprechenden Problems im EVZ erhalten, indem man die Materialkonstanten gegeneinander
austauscht.

Fiir die isotropen Werkstoffe, die lediglich zwei unabhéngige Werkstoffparameter aufweisen,

gilt zwischen den Materialkonstanten im EVZ und ESZ laut [7] folgender Zusammenhang:

12
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B , v
= — UV =
1—v2’ 1—v

Die mit dem Apostroph versehenen Gréfien gehoren dabei zum EVZ . Zusétzlich ist im EVZ zu

El

(2.36)

beachten, dass die Normalspannung o, in Dickenrichtung der Scheibe auftritt. Sie ergibt sich
jedoch aus den Verzerrungen in der Scheibenebene. Fiir das isotrope Materialverhalten kann o,
mit der Gleichung (2.37) berechnet werden.

vE
(I+v)(1-2v)

Beim orthotropen Werkstoffverhalten kann die Beziehung (2.38) zur Bestimmung von o, ver-

(€zz + €yy) (2.37)

Ozz =

wendet werden.

Vyz

Vgz
W L
1 — Veylya

02z = L (Eva + Vyatyy) (Veyera + Eyy) (2.38)

1 — veylya
2.1.5. Losungsansatz der linearen Elastizitdtstheorie

Zur Losung ebener Probleme wird in der linearen Elastizitétslehre die Scheibengleichung heran-
gezogen. Die Herleitung dieser erfolgt iiber die Kompatibilitdtsbedingung (2.19), indem man die
Verzerrungen in ihr durch die Spannungen gemifl dem Materialgesetz (s. Gln. (2.32) bis (2.34))

ersetzt. Somit erhélt man folgende Gleichung:

00?0y _ 0?04 . D%y, L2 Doy, . 0?01
0x0y 0y? oy 0x? o2

(2.39)

Zusammen mit den Gleichgewichtsbedingungen (2.7) und (2.8) bildet die Gleichung (2.39) ein
Gleichungssystem fiir die drei Spannungen 0.z, 0y, und 7.
Durch das Einfithren einer Funktion F(z, y) reduziert sich die Anzahl der Gleichungen auf

eine einzige homogene Differentialgleichung 4. Ordnung.

0— 64F+ 284F+ O*'F (
- oyt i Ox20y>

Mit der Funktion F'(z, y) ergeben sich die Spannungen zu:

k? — 2u4y) (2.40)

O*F O*F O*F
Oaz = oy?’ oW T G2 Tay = 0zdy

Die Funktion F'(z, y) wird nach dem englischen Mathematiker G. B. Airy als Airysche Span-

(2.41)

nungsfunktion bezeichnet. Sie muss der Scheibenbedingung (2.42) geniigen. Diese Bedingung
kann mit dem Laplace’schen Operator A (s. Gl. (2.43)) bei Isotropie wie folgt angeschrieben

werden:

AAF =0 (2.42)
0?2 0?
AN=—+ — 2.4
0x2 + Oy? (2.43)

Die Gleichung (2.42) wird auch als Bipotenzialgleichung bezeichnet.

13



Theoretische Grundlagen

Spannungen, die mit der Airyschen Spannungsfunktion nach (2.41) ermittelt werden, erfiillen
die Gleichgewichtsbedingungen (2.7) und (2.8) sowie die Kompatibilitdtsbedingung (2.39). Fiir
die Bipotenzialgleichung existieren jedoch unendlich viele Losungen. In der Fachliteratur (z.B.
[4] und [7]) findet man die Herleitung einiger spezieller Losungen, die von den geltenden Rand-
bedingungen abhingig sind. In dieser Arbeit wird nur der Ansatz mit Potenzreihen zur Losung

der Bipotenzialgleichung angewendet.

Losungsansatz der Elastizitatstheorie fiir geschichtete Laminate

Es ist moglich, die Spannungsverteilung in einer aus beliebig vielen anisotropen Einzelschichten
bestehenden geraden balkenartigen Scheibe mithilfe eines polynomen Losungsansatzes zu be-
stimmen. Die einzelnen Schichten bestehen zwar aus gleichem Werkstoff und haben die gleiche
Dicke (was fiir einen Grofiteil der technischen Anwendungen zutrifft), weisen jedoch aufgrund
ihrer unterschiedlichen Orientierung im globalen Laminat-Koordinatensystem unterschiedliche
elastische Eigenschaften auf.

Fiir die Bestimmung der Spannungs- und Verschiebungsfelder in Kapitel 3 ist die Betrach-
tung einer einseitig eingespannten Scheibe, die am freien Rand mit den elementaren Lasten
(Normalkraft N, Querkraft Q und Biegemoment M) belastet wird, relevant. Aulerdem wird in
dieser Arbeit das orthotrope Werkstoffverhalten der Einzelschichten betrachtet. Mit dem oben
beschriebenen Ansatz sind die Spannungen in jeder Schicht sowie die Verschiebungsfunktion zu
bestimmen.

Abbildung 2.4 zeigt den schematischen Laminataufbau mit dem Ursprung des globalen Ko-
ordinatensystems an der Einspannstelle. Die vertikale Anordnung des Koordinatenursprungs
entspricht der Scheibenmitte, sodass die xz-Achse mit der Mittelebene der Scheibe im unver-
formten Zustand zusammenfillt. Die Nummerierung der Laminatschichten beginnt am oberen
Scheibenrand (also bei y = —%) und es gelten folgende Bezeichnungen: n ist die Anzahl der
Schichten, [ ist die Scheibenlénge, h ist die Scheibenhéhe und ¢ ist die Scheibendicke fiir alle
Schichten. Die Komponenten des Spannungs- und des Verschiebungsfeldes einer Einzelschicht j
sind Jgg), JZ(,‘Z,), T,g,) und uj, vj. Die Werkstoffkonstanten einer Einzelschicht j sind Eg(cj ), Eéj ),
Véé), Vgc) und G%) . Der Abstand der Rander einer Einzelschicht j von der z-Achse wird mit y;_;

fiir den oberen Rand und y; fiir den unteren Rand der Schicht angegeben.

Schicht 1 1
! Schicht 2
o — chic %
Y2
\
»
1Yi—1 i T
Schicht / ! h
2
Schicht n ‘
t

yv <7 »
Abbildung 2.4: Schematischer Laminataufbau
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Die Spannungskomponenten jeder Einzelschicht ergeben sich nach (2.41) zu

2 2 2
_O°F; 0 _ 9L G) _ O F;

U) =273 il
sz oy’ i T T2 oy = 0zdy

(2.44)

Die Airysche Spannungsfunktion F); geniigt der Scheibenbedingung der Einzelschicht (2.45).
_ O'F; e O'F; N O'F;
oy* 7ozt 022042

Die Komponenten des Verschiebungsvektors u; und v; werden mithilfe kinematischer Bezie-

0

) .
(k2 —20)) (2.45)
hungen (2.46) und konstitutiver Beziehungen (2.32) bis (2.34), die fiir eine orthotrope Einzel-

schicht 7 in (2.47) bis (2.49) angegeben sind, bestimmt.

y_ O 9y Gy _ 0y 9y

(J - - =—J 47 24
6$$ 833' ’ yy ay /YLEy ay + 833 ( 6)
el) = ) (o) — y:%)a%)) (2.47)
©) ; ()
J) — _J (U
W =5 (2.49)

Die Gleichungen (2.47) bis (2.49) sind im globalen Laminat-Koordinatensystem definiert, meis-
tens ist jedoch das Materialgesetz fiir die Einzelschicht eines Laminats gegeben. Es ldsst sich
aus den lokalen Koordinaten der Einzelschicht in die globalen Laminat-Koordinaten mit einer
sogenannten Transformationsmatrix T {iberfiihren. Fiir eine bessere Ubersicht werden die Kom-
ponenten des Werkstoffgesetzes im lokalen Koordinatensystem einer Einzelschicht mit einem

Apostroph versehen. Somit lautet das Werkstoffgesetz fiir das Laminat:

b

c=TQTI"==Q¢ (2.50)
ror

/

1

(0]

Die Matrix@ ist im lokalen Koordinatensystem einer Einzelschicht und die Matrix Q =TaQ zT
im globalen Koordinatensystem des Laminats definiert. (Die Matrix @ ist in der Beziehung

(2.25) ausgeschrieben). Die Transformationsmatrix T ist in der Gleichung (2.51) angegeben:

cos? (i) sin?(yp) -2 cos () sin(yp)
T = sin?(y) cos? (i) 2 cos(¢p) sin(p) (2.51)

cos() sin(p) -cos(g)sin(p) cos?(p) — sin?(y)

Der Winkel ¢ in der Transformationsmatrix ist der Winkel, um den das lokale Koordinaten-
system der Einzelschicht gegeniiber dem globalen Laminat-Koordinatensystem beziiglich der
y-Achse gedreht ist.

In der invertierten Form des Werkstoffgesetzes wird anstelle der reduzierten Steifigkeitsmatrix

Q die reduzierte Nachgiebigkeitsmatrix § verwendet. Das Materialgesetz sieht dann wie folgt
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aus:

(0]
~

}

QZIT -1

[T
!
IQ

Il

([l

IQ

(2.52)

{\

g/

Hierin ist E = ;Tg g'ldie reduzierte Nachgiebigkeitsmatrix fiir jede Einzelschicht im globalen
Koordinatensystem des Laminats. Mithilfe der Inversen der Transformationsmatrix konnen die
Spannungen und Verzerrungen zuriick in das lokale Koordinatensystem der jeweiligen Schicht

umgerechnet werden.

2.2. Energieprinzipien
2.2.1. Aligemeiner Arbeitssatz

Der Zusammenhang zwischen einer beliebigen Gleichgewichtsgruppe von Spannungen und Kréf-
ten auf einer Seite und einem beliebigen kinematisch zuléssigen Feld von Verzerrungen und
Verschiebungen auf der anderen Seite kann mit dem allgemeinen Arbeitssatz hergestellt werden
(s. auch [12]). Dieser wird aus den Gleichgewichtsbedingungen hergeleitet und bildet die Grund-
lage fiir verschiedene analytische Naherungsverfahren und numerische Methoden. In diesem Ab-
schnitt findet die Herleitung des allgemeinen Arbeitssatzes statt. Diese erfolgt mit der Beziehung
(2.6), die in Indexschreibweise die Gleichgewichtsbedingungen an einem Koérper wiedergibt. Die
Unterscheidung in der Schreibweise fiir die Normalspannungen ¢ und die Schubspannungen 7
wird dabei anhand der verwendeten Indices vorgenommen. Aus der Multiplikation der Glei-
chung (2.6) mit den Verschiebungen u; und der anschlieenden Integration iiber das Volumen

des Korpers erhélt man:

0oij
97

u;dV —i—/fiuidV =0, (i, j ==z, 9, 2) (2.53)
v

Mit der Produktregel der Differentialrechnung und der anschliefenden Anwendung der kinema-

tischen Beziehungen ldsst sich der erste Integrand zu

Ooij, 0 (poy Ouwi O o 10u - 10u;
9 u; = 9 (oijus) 9 oy = 3 (oiju4) 5] 0 5 5 Oji (2.54)

umformen. Mit der Beriicksichtigung der Symmetrie des Spannungstensors kann die Gleichung

(2.54) wie folgt vereinfacht werden:

8Ui' 0 1 Buz ou; 0
8;'] =5 (o3jus) = 5 ( 9t 85) i = 5; (0ijui) — 0ijei (2.55)
Somit ergibt sich folgende Gleichung;:
0
87‘ (O'Z'jui) dVv — O‘ijEijdV + fzuldv = 0, (2.56)
% 1% 1%
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in der mit Hilfe des Gauflschen Integralsatzes das erste Teilintegral aus einem Volumenintegral

iiber V in ein Flichenintegral beziiglich des Korperrandes 9V iiberfiihrt wird.

/Uij“z‘”jdA—/Uz'j&‘jdVJr/fz‘uz‘dV=0 (2.57)
av v v

Hierin ist n; die Komponente des Normalvektors n in Koordinatenrichtung j. Aus der Beziehung

t=an, (2.58)

IS]

die den Spannungszustand in einem Punkt an einem Schnitt eines Korpers beschreibt, kann fiir
die i-te Komponente des Spannungsvektors ¢ mit der Anwendung der Einsteinschen Summen-

konvention folgender Zusammenhang angeschrieben werden:
ti = O45M5. (259)

Wird dieser in die Gleichung (2.57) eingesetzt ergibt sich folgende Beziehung:

/tiuidA—/O'Z’jEijdV—i-/fiuidV—O (2.60)
14

ov \%

Nach der anschlieBenden Aufteilung der Oberfliche 0V des Korpers in den Teil 9V;, auf dem die
Spannungen t;y vorliegen, und den Teil 0V,,, auf dem die Verschiebungen w;q vorgegeben sind,

erhilt man einen Zusammenhang, der auch als allgemeiner Arbeitssatz bezeichnet wird.

/Uij€ijdV= /tiUUidA+ /tiuiOdA+/fiUidV (2.61)
\%4

-~

Wi Wa

Auf der linken Seite des Arbeitssatzes steht die Arbeit der inneren Krifte bzw. Spannungen
entlang der ihnen zugeordneten Verzerrungen. Diese ist der Summe der Arbeiten, die von Ober-
flichenbelastungen (die ersten beiden Integrale auf der rechten Seite der Gleichung) und den
Volumenkriften geleistet werden, gleich. Aus der Herleitung des Arbeitssatzes ist ersichtlich,
dass er unabhéngig vom Stoffgesetz ist. Die Terme zu beiden Seiten des Gleichheitszeichens in
der Beziehung (2.61) geben formelméfBig die Aussage: ,Arbeit ist das Produkt aus der Kraft und

dem zuriickgelegten Weg* wieder.

2.2.2. Prinzip der virtuellen Verriickungen

Das Prinzip der virtuellen Verriickungen beruht auf dem Einfiihren virtueller (gedachter) Ver-
schiebungen. Diese werden zusétzlich zu den aktuellen, tatséchlichen Verschiebungen in einem
System im Gleichgewichtszustand definiert. Die virtuellen Verriickungen werden mit dem Symbol

,0“ gekennzeichnet und miissen folgende Anforderungen erfiillen:

e gedachte (,virtuelle*) WeggroBen
e infinitesimal klein

e im Einklang mit den geometrischen Randbedingungen

17
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e ansonsten beliebig

Aus den virtuellen Verschiebungen werden die virtuellen Verzerrungen mit den kinematischen

Beziehungen, die in Indexschreibweise die Beziehung (2.62) wiedergibt, bestimmt.

Seij = % <8(§;i) + a(;;@) (2.62)

Die virtuellen Weggréflen werden in den allgemeinen Arbeitssatz eingesetzt. Man erhilt somit

die virtuellen innere und duere Arbeit (6W; und dW,,). Diese sind dann wie folgt definiert:

oW; = /Uij(sé‘ijdv (263)
\%4
oW, = /tio5uidA+ / t¢5ui0df4+/fi5uidv (2.64)
oV, oVy 4

Das PvV besagt, dass ,,eine deformierbare Struktur im Gleichgewicht ist, wenn bei einer beliebi-
gen zuldssigen virtuellen Verriickung du aus einer Gleichgewichtslage heraus die virtuelle innere
Arbeit 0W; gleich der virtuellen dufleren Arbeit 6W, ist* [1].

SW; = 6W, (2.65)

2.2.3. Prinzip vom Stationdrwert des Gesamtpotentials

Aus dem Prinzip der virtuellen Verriickungen lésst sich durch das Einfiihren des Begriffs der
potentiellen Energie das Prinzip vom Stationérwert des Gesamtpotentials (PSG) herleiten. Wird
eine elastische Struktur, die sich unter den gegebenen Belastung im Gleichgewicht befindet, einer
zusétzlichen virtuellen Verriickung du; ausgesetzt, so entspricht die virtuelle innere Arbeit §W;
der aus dieser Verriickung resultierenden virtuellen Anderung der Gesamtforminderungsenergie

6U oder auch des inneren Potentials &11;:

(SVVZ = /O‘ij&?@'jdv = /5UdV = (5Hi (2.66)
v Vv

Die virtuelle &uflere Arbeit dW,, die bei einer virtuellen Verriickung von den &ufleren einge-
priagten Kréften geleistet wird, entspricht der gedachten Anderung des #uBeren Potentials I1,,

allerdings mit dem entgegengesetzten Vorzeichen:

(5Wa= /tioduidA—F /tiéuiodA—i—/fi(SuidV:—éHa (2.67)
oVy oV, \%4

Das Gesamtpotential gleicht der Summe der inneren und &ufleren Potentiale eines Systems:

I =11, +1I; (2.68)
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Somit kann das virtuelle Gesamtpotential, das sich bei einer virtuellen Verriickung aus einer

Gleichgewichtslage ergibt, wie folgt angeschrieben werden:
oIl = 611; 4 o011, (2.69)

Mit dem PSG wird gefordert, dass das virtuelle Gesamtpotential verschwindet. Dies bedeutet,
dass bei einer beliebigen zuldssigen virtuellen Verriickung die gesamte potentiellen Energie des
Systems unveréandert bleibt.

Il =0 = II = Extremum (2.70)

Bei linear-elastischem Strukturverhalten (Hooksche Korper) nimmt das Gesamtpotential des

Systems ein Minimum an.
Il =0 = II = Minimum (2.71)

Dieser Sonderfall wird auch als das Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials (PMG) oder

als das Green-Dirichletsche Minimumprinzip bezeichnet.

2.3. Grundlagen und Prinzip der Finite-Elemente-Methode

Die Finite-Elemente-Methode wird zur Losung von physikalischen Problemen in ingenieurwis-
senschaftlichen Berechnungen angewandt. Es ist ein numerisches Verfahren, das urspriinglich
fiir die Losung der strukturmechanischen Probleme entwickelt worden ist. Seitdem ist die FE-
Methode auf viele andere Bereiche des Ingenieurwesens ausgeweitet worden. So sind Strukturana-
lysen (Statik, Dynamik, ..., Tiefziehsimulation, Crashsimulation), Akustik, Stromungsmechanik
(CFD), Wirmeleitung und Optimierung von Bauteilen nur einige der Anwendungsgebiete der
Methode der finiten Elemente. In allen Anwendungen wird mit FEM die Bestimmung einer oder
mehrerer Feldgroflen angestrebt. Bei der Spannungsanalyse sind es beispielsweise das Spannungs-
und das Verschiebungsfeld. Die FE-Rechnung liefert weder eine Formel als Losung, noch 16st sie
eine Klasse von Problemen, sie liefert lediglich eine numerische Losung eines spezifischen Pro-
blems. Dabei wird ein Satz algebraischer Gleichungen aufgestellt und gelost. Die exakte Losung
wird mit FEM approximiert.

Die Finite Elemente Methode beruht prinzipiell auf dem Einteilen des Korpers bzw. des Kon-
tinuums in finite (= endliche) Elemente, die iiber Knoten mit einander verkniipft sind. Die
Verformung des Koérpers/Kontinuums wird mittels der Verschiebung der Knoten beschrieben.
Die Verschiebung in einem einzelnen Element (zwischen den Knoten) wird mit Hilfe der so-
genannten Formfunktionen (auch Ansatzfunktionen) interpoliert. Die Ansatzfunktionen gelten
nur fiir ein Element. Die Wahl eines geeigneten Ansatzes ist entscheidend, da die Genauigkeit
der Losung, aber auch der Rechenaufwand davon abhéingig sind. Der Ansatz muss ebenfalls die
geometrischen Randbedingungen erfiillen.

Die Ermittlung der Knotenverschiebungen erfolgt, indem fiir jedes Element mit dem Prinzip
der virtuellen Verriickungen (PvV) die Gleichheit der inneren und dufleren virtuellen Arbeiten (s.
Gleichung (2.65)) gefordert wird. Die virtuellen inneren und &ufleren Arbeiten an einem Element

werden in Vektorschreibweise in Gleichungen (2.72) und (2.73) wiedergegeben

Wi, _/&:Z}UeldV— /5a§BeerldV (2.72)
Vel Vet
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0Wa,, = 0y | Eo + / NT fav (2.73)

Vel

Der Vektor d1,; enthélt hierin die virtuellen Knotenverriickungen eines Elements. Im Vektor
F,; werden die Knotenlasten zusammengefasst, und f ist der Volumenkraftvektor. Die Matrix
N fasst die Ansatzfunktionen zusammen. Sie stellt somit den Zusammenhang zwischen den
Knotenverschiebungen 1., und der Verschiebung des Elements u,; her. Die Gleichung (2.74) gibt
diesen Zusammenhang am Beispiel eines Scheibenelements mit n Knoten wieder.

11

ui2

U1

Ny 0 No O

Ny O

N, ©
Ny --- 0 N,

u
o g2 (2.74)
Uel2 0

T
. A
© Unl

Un2

~—

a

el
N bis N, sind die gewéhlten Ansatzfunktionen. Der Vektor @, wird aus Elementknotenver-
schiebungen gebildet.

In der Matrix B in der Gleichung (2.72) werden die aus der Kinematik ermittelten Beziehun-
gen zwischen den Verzerrungen und Verschiebungen in einem Element zusammengefasst. Dieser

Zusammenhang ist fiir ebene Elemente in der Gleichung (2.75) im Element-Koordinatensystem

angeschrieben.

IN; ONy ONp

€11 o1 0 o1 0 o1 0

_ _ ON AN No | 4
Ea= el = | 0 FL 0 G2 0 G|y (2.75)

ON1  ONi1 ON2 09N> ONn 9Ny,

712 axz 8CE1 612 8:)31 6ac2 8:p1

BT

el
Die Komponenten des Spannungsvektors werden mit Hilfe der konstitutiven Beziehungen

Qel:C

bestimmt. Eingesetzt in die Gleichung (2.72) ergibt sich fiir die innere virtuelle Arbeit folgender

Zusammenhang:

SW;,, = i, / B,C  Bldvi,

el el —=el =

Vet

(2.77)

~~

—el

Mit der Gleichheit der virtuellen Arbeiten (s. Gleichung (2.65)) ergibt sich aus den Gleichungen
(2.73) und (2.77) ein Gleichungssystem fiir die bisher unbekannten Knotenverschiebungen eines

Elements:
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éel Qel - Eel + /NZ; idv (2.78)
Vel
Hierin ist K, die so genannte Steifigkeitsmatrix eines finiten Elements.
Durch das Assemblieren der Elementsteifigkeitsmatrices aller Elemente wird die Gesamtstei-

figkeitsmatrix K des Korpers aufgestellt. Die Beziehung (2.78) sieht dann wie folgt aus.

1=

=F+/NdeV (2.79)
|4

Hierin ist I’ der Kraftvektor und u der Knotenverschiebungsvektor des gesamten Modells. Die
Wirkung der Volumenkrifte auf den Kérper wird mit [, N T fdV beschrieben. Bei Vernach-
lassigung der Volumenkrifte entfillt der entsprechende Summand der ,rechten Seite“ und die

Gleichung (2.79) kann wie folgt angeschrieben werden.

I

u=F (2.80)

Allgemein besteht folgender Anspruch an das Naherungsverfahren: Die Naherungslésung muss
im Rahmen der Modellannahmen bei der Verfeinerung des Elementenrasters gegen die exakte

Losung konvergieren. Dies wird an die Erfiillung folgender Konvergenzkriterien gekniipft.

1. Kriterium der Koordinateninvarianz. Eine Drehung des Koordinatensystems darf keinen

Einfluss auf das Ergebnis der Rechnung haben
2. Kriterium der mindestens konstanten Verzerrungen (sonst 6W; = 0).

3. Kriterium der Starrkdrperverschiebung. Bei einer Starrkorperverschiebung diirfen keine

Elementverzerrungen auftreten

4. Kriterium der konformen Ansétze. Die Verschiebungen sowohl innerhalb als auch iiber
die Grenzen der Elemente hinweg miissen kompatibel sein. Somit wird sichergestellt,
dass im FE-Netz bei Belastung keine Liicken zwischen den Elementen klaffen. So miis-
sen mindestens C?-konforme Ansitze (stetige Verschiebung an den Elementgrenzen) ge-
nommen werden, falls in den Element-Knoten nur translatorische Freiheitsgrade definiert
sind (wie z.B. beim Dehnstab). Wenn die rotatorischen Freiheitsgrade in den Element-
Knoten ebenfalls definiert sind, wie es z.B. bei einem Biegebalken der Fall ist, muss die
Kontinuitédt der entsprechenden ersten Verschiebungsableitungen gleichwohl erfiillt werden
(C’l—konforme Anséitze).

Abschlielend ist zu erwihnen, dass heutzutage das Aufstellen der Steifigkeitsmatrizen und das
Losen des Gleichungssystems computergestiitzt mit diversen Finite-Elemente-Programmen er-
folgt. Die meisten dieser Programme bestehen aus den folgenden drei Komponenten, in denen

die einzelnen Schritte der Methode der finiten Elemente durchgefiihrt werden.

e Preprocessor:

— Erzeugen der Geometrie

— Idealisieren der FE-Struktur (Vernetzen)
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— Zuweisen der Eigenschaften
— Definition der Randbedingungen

— Aufbringen der Lasten

e Solver:

— Aufstellen der Elementsteifigkeitsmatrices
— Aufstellen der Gesamtsteifigkeitsmatrix
— Losen des Gleichungssystems
* Berechnung der Knotenverschiebungen
* Berechnung der Elementverzerrungen

* Berechnung der Elementspannungen

e Postprocessor

— Graphische Ausgabe der Ergebnisse

— Auswertung der Ergebnisse

Die ausfiihrliche Behandlung der Finite-Elemente-Methode kann aus [2] und [18] entnommen
werden.

In dieser Arbeit wird die Finite-Elemente-Methode zur Verifikation der analytisch bestimmten
Spannungs- und Verschiebungskomponenten verwendet. Zum Einsatz kommt der Solver MSC
Nastran (MSC ist die Abbreviatur von MacNeal-Schwendler Corporation). Das FE-Modell wird
mit dem Preprocessor und Postprocessor MSC Patran erstellt. Nach der erfolgten FE-Rechnung
findet die Auswertung der Ergebnisse ebenfalls in MSC Patran statt.
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3. Teil | Behandlung der geraden balkenartigen Scheiben

3.1. Analytische Herleitung der Spannungs- und Verschiebungsfelder fiir
orthotrope gerade balkenartige Scheiben

In Folgendem wird eine analytische Losung fiir eine gerade balkenartige Scheibe fiir die drei
Grundlastfille — Normalkraft N, Querkraft ) und Biegemoment My hergeleitet. Fiir alle Lastfille
wird die balkenartige Scheibe an einem Ende fest eingespannt. Die Belastung wird am freien Rand
angebracht. Die Herleitung findet im kartesischen Koordinatensystem statt. Die verwendeten
Ansatztfunktionen F' geniigen der Scheibenbedingung (2.40). Man findet sie in der Fachliteratur
z.B. bei [4], [9] und [11].

3.1.1. Beanspruchung durch die Normalkraft NV

Spannungsfeld

Betrachtet man die orthotrope, balkenartige Scheibe, die durch eine Normalkraft N belastet
wird (s. Abb 3.1), so stellt sich nach der klassischen Festigkeitslehre folgendes Spannungsfeld
ein:

' Oyy = 0, Toy = 0 (31)

Oxx =

N
ht

Y
Abbildung 3.1: Gerade balkenartige Scheibe unter Normalkraftbelastung
Mit der Airyschen Spannungsfunktion

F = Ay? (3.2)

ldss sich dieses Spannungsfeld ebenfalls leicht herleiten. Aus der Vorschrift (2.41) lassen sich die

Spannungen wie folgt anschreiben:

Ope = 24, oyy =0, Tay =0 (3.3)

Die Unbekannte A kann aus der folgenden Bedingung

%
N
_h
2
als N
- 3.5
2ht (3.5)

berechnet werden. Eingesetzt in die Beziehung (3.3) ergibt sich das aus der klassischen Festig-
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keitslehre bekannte Spannungsfeld (vgl. Gl. (3.1)).

Verschiebungsfeld

Mit dem Materialgesetz (s. Gln. (2.32) bis (2.34)) und den kinematischen Beziehungen (2.16)

konnen die Verzerrungen wie folgt angeschrieben werden:

ou N

Exax = % = S11040 = hE, (36)
ov VgyN

Eyy = 873/ = 5120'5533 = - htyl?x (37)
ou  Ov

Vzy = 87y + 87% = SGGTJ:y =0 (38)

Die Verschiebungen u und v werden nach dem allgemeinen Umformen in Gleichung (3.9) durch
die Integration der Verzerrungen bestimmt (3.10). Da die Dehnungen in den Gleichungen (3.6)
und (3.7) in diesem Lastfall nicht von mehreren Variablen abhéingig sind, kann bei weiterer
Berechnung des Verschiebungsfeldes das Symbol fiir partielle Differentiation 9 durch das Diffe-

rentiationssymbol d ersetzt werden.

N VeyN
du = de, dv =- M. dy (3.9)
N VeyIN
u(z) = E x4+ G, v(y) :—ﬁyﬁ-(}g (3.10)

Aus den Randbedingungen (3.11) ergibt sich, dass die Konstanten G und Gg gleich null sind.

u(zx =0) =0, viy=0)=0 (3.11)

u(z) = htiEJU’ v(y) = - WE Yy (3.12)

vollstdndig berechenbar.

3.1.2. Beanspruchung durch die Querkraft Q
Spannungsfeld

Fiir die Bestimmung des Spannungsfeldes in der geraden balkenartigen Scheibe unter der Quer-
kraftbelastung (s. Abb. 3.2) wird folgende Airysche Funktion F' als Losungsansatz der Differen-
zialgleichung (2.40) gewé&hlt.

F = Azy + Baxy?® (3.13)

In dieser Form ist die Airysche Spannungsfunktion in einem Koordinatensystem definiert, das
dem zZgy-Koordinatensystem in der Abbildung 3.2 entspricht. Dies muss bei der Definition der
Randbedingungen beriicksichtigt werden.
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h

Abbildung 3.2: Gerade balkenartige Scheibe unter Querkraftbelastung

Der Einfachheit halber und aufgrund von Uberpriifbarkeit bzw. Vergleichbarkeit der erzielten
Ergebnisse mit der Literatur werden zuerst die Spannungen in Abhéngigkeit von den Variablen &
und ¢ bestimmt (s. Abb. 3.2). Anschlielend werden sie mittels einer Koordinatentransformation
(s. Gl (3.22)) in das zy-Koordinatensystem iiberfithrt, um einheitliche Koordinatenorientierung
iiber das gesamte Profil des Balkens zu erzeugen. Somit lautet die Airysche Spannungsfunktion

im Zy-Koordinatensystem:

F = Aij + Bayp® (3.14)

Aus der zweifachen Differentiation der Spannungsfunktion nach & und gy gemif (2.41) folgt:

045 = 6BL7, 059 =0, Tig = - (A + 3B9?) (3.15)

Die unbekannten Koeffizienten A und B lassen sich aus dem Kréftegleichgewicht

oyl = % (3.16)

\w\:-

[Ny

und aus der Bedingung der spannungsfreien Oberflichen

h
T@y(@=i§) =0 (3.17)

bestimmen. Nach dem Losen des Gleichungssystems erhélt man:
2
A3 Q

= 5np B =73 (3.18)

Mit den beiden Koeffizienten lidsst sich leicht zeigen, dass das Momentengleichgewicht (3.19)

erfiillt wird.

oaaid = - 23 (3.19)

|
vl S~
~

Somit ergibt sich das Spannungsfeld zu:
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12Q . . Q ..
_ — 2
2 =7 7. (3.20)
Q (h*
o = -—0 [ — — 21

I, ist dabei das Flichentrigheitsmoment 2. Ordnung des Scheibenquerschnitts beziiglich einer
Rotation um die z-Achse. Aus der Festigkeitslehre ist bekannt, dass fiir Rechteckquerschnitte
I, = %t gilt.

Die Gleichungen (3.20) und (3.21) zeigen eine aus der klassischen Biegelehre bekannte Span-
nungsverteilung, die sich in einer rechteckigen Scheibe unter einer einzelnen Randlast einstellt.
Die Normalspannung o33 ist dabei linear von # und § abhéngig. Die Schubspannung 73 ist iiber
Z konstannt, weist aber eine quadratische Verteilung iiber § auf — mit dem Maximum an der
Stelle § = 0, mit 724 maz = —S’—}%. Die Normalspannung oy ist, wie es schon der Gleichung (3.15)
entnommen werden kann, gleich null.

Mit den Beziehungen der Koordinatentransformation (3.22) werden die berechneten Spannun-

gen in das zy-Koordinatensystem iiberfiihrt (3.23).

T=((—-z)und g =-y (3.22)

h2
Opw = -IQ(Z — )y, Tay = ;i <4 _ y2> (3.23)

z

Verschiebungsfeld

Die Bestimmung des Verschiebungsfeldes erfolgt durch die Integration der Verzerrungen in Ver-

bindung mit dem Materaialgesetz (s. (2.22)). Somit ergeben sich fiir die Verzerrungen folgende

Gleichungen:
Eqp = g—z = S11022 = —Eig[z (l—x)y (3.24)
ey = gz = S1004s = gjg(z —2)y (3.25)
Yoy = gz - g:: = Se6Tay = ;;3 (lf - y2> (3.26)

Der Koeffizient k in der Gleichung (3.26) ist einer der im Abschnitt 2.1.4 eingefiihrten Ortho-
tropieparameter. Es ist anzumerken, dass die Verzerrungen und somit die Verschiebungen in der
durch einzelne Randlast beanspruchten, balkenartigen, orthotropen Scheibe vom Orthotropie-
parameter s unabhingig sind. Stellt man die Gleichung (3.24) nach du und die Gleichung (3.25)

nach dv um, erhélt man:

Q

ou = “E.L (I — x)yox (3.27)
_ Va:yQ -
ov = BL (I —x)yoy (3.28)
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Die Verschiebungsfunktionen u und v bekommt man durch die anschlieflende Integration der Be-
ziehungen (3.27) und (3.28). Diese sind jeweils von zwei Variablen abhiingig. Aus diesem Grund
muss bei der unbestimmten Integration beider Gleichungen nach den Regeln der Integralrech-
nung anstelle einer Intergrationskonstanten eine Integrationsfunktion eingefiihrt werden. Diese

héngt nicht von der Integrationsvariablen, sondern von der zweiten Verénderlichen ab.

u(z, y) = S5E. L -2y + fiy) (3.29)
_ V@ 2
v(z, y) = 2, 1. (I =)y~ + fa(2) (3.30)

So enthalten die Beziehungen (3.29) und (3.30) fiir die Verschiebungen u und v jeweils eine
unbekannte noch zu bestimmende Funktion fi(y) bzw. fa(x). Setzt man die Ausdriicke (3.29)
und (3.30) in die Gleichung (3.26) ein, dann erhélt man:

2
hz — y2) (3.31)

Hierin darf das Differentiationssymbol d verwendet werden, da die Funktionen fi(y) und fa(x)

T lr + + Yo+

Q » @ QI dfl(y)_ Vay@ - df2($): k*Q
2E, I, E.I, 2E, I, dy 2E,1I, dz 2E,I,

jeweils nur von einer Variablen abhéngig sind. Durch das Einfiihren einer zusétzlichen unbekann-

ten Konstanten D; kann man die Beziehung (3.31) in zwei Differentialgleichungen aufteilen, die

jeweils nur von einer der Variablen abhéngig sind. Dabei gehen die konstanten Terme 152132}}5 und
% zu gleichen Anteilen in beide Gleichungen ein.
d k>Qh? k? 12
fl (y) _ nyQ y2 + Q . Q y2 o Q + .Dl (332)
dy 2F,1, 16E,1, 2E.I, 4F, 1,
d k2Qh? l 12

dz  16E,I, 2E,I, BT 4B,

Durch die anschlieBende Integration erhélt man die beiden Integrationsfunktionen fi(y) und

f2 (J?)

k.QQh2 Y ]{Z2Q yS B QZQ
16E,1I, 6L, 1, AE, I,

fily) = 22 yp

— D .34
GE. L y+ Diy+ Ga (3.34)

k*Qh? Q2 QL Q
fal) = 6E.L" 1B L T em, LY T GE,L

Die noch unbekannten Gréflen D;, G; und G sind konstant und lassen sich an die gegebenen

23— Dz + Gy (3.35)

Verschiebungsrandbedingungen anpassen. Die Verschiebungen u und v kénnen dann wie folgt

angeschrieben werden.

nyQ 3+ k2Qh2 kQQ 3 Ql2

_ _ Diy+Gs  (3.36
6m,.7 T16m..Y " em,Y " apnY TPt (3.36)

u(z, y) = (l—2)y+
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QR QP QL Q

VoyQ T — < —
16E,1, 4B, 1, 2E,1I, 6E,1,

2E.1I,

v(z, y) = (I —2)y®+ 2 —Diz+ Gy (3.37)

Aus der Lagerungsart der Scheibe kénnen folgende Bedingeungen fiir die Bestimmung der Kon-

stanten D1, G; und G2 abgeleitet werden:

u(z=0,y=0)=0 (3.38)

v(z=0,y=0)=0 (3.39)
Ou =0 (3.40)
8y =0, y=0

Aus (3.38) und (3.39) folgt, dass die Konstanten G; und Gy verschwinden. Die konstante Grofie
D ergibt sich aus der Randbedingung (3.40) zu:
K202 QI
Dy =- — A1
YTUI6E, L 4B, (3.41)

Fiir die gerade, balkenartige, orthotrope Scheibe, die an einem Ende fest eingespannt ist und

am freien Rand mit einer Querkraft belastet wird, kénnen somit folgende Beziehungen fiir die

Verschiebungen v und v angeschrieben werden:

sz 3 le nyQ 3

= l—x2)y — - 42
u(z, y) 2EIIZ( r)y TR 2Exlzy+6ExIZy (3.42)
V:cyQ 2 nghz Ql 2 Q 3
— ] — - 4
v(@, y) QEIIZ( Ty + SE.L oLt T GELY (3.43)

Mit der Angabe der Verschiebungsfunktionen (3.42) und (3.43) ist die orthotrope balkenartige
Scheibe vollstindig berechenbar.
Eine zweite Moglichkeit die Konstante Dy zu bestimmen liefert die Gleichung (3.44).

0
s =0 (3.44)
Ox =0, y=0
In diesem Fall ergibt sich die Konstante D; zu:
k2Qh? 12
D, © 9 (3.45)

T 16E,I, 4E,I
Eingesetzt in die Gleichungen (3.36) und (3.37) liefert diese Beziehung folgende Verschiebungs-

funktionen
Q 2 sz 3 QZZ nyQ 3 kQQh2
- - _ _ A
u(z, y) 2Exlz( 7)Y 6r..Y 2. ennLY TsmrY (3.46)
VayQ 2 Ql Q 3
- - - A
v(@, y) 2ExIZ( Ty + 2. L  6E,L" (3.47)
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E2Qh2
8E. I,
in der Beziehung fiir die Normalverschiebung u(x,y). Welche Auswirkung dies auf das Ver-

Im Unterschied zu der Losung aus der Randbedingung (3.40) befindet sich hier der Term

schiebungsfeld der geraden balkenartigen Scheibe unter der Querkraftbelastung hat, wird bei
der Verifikation der Ergebnisse im Abschnitt 3.4 untersucht sowie bei der Durchfithrung der
Parameterstudie im Abschnitt 4.1.1 aufgegriffen.

3.1.3. Beanspruchung durch das Biegemoment M
Spannungsfeld

Nun wird die gerade balkenartige Scheibe, die an einem ihrer Enden fest eingespannt ist und
an dem anderen mit einem Biegemoment um die z-Achse M beaufschlagt wird, betrachtet (s.
Abb. 3.3). Nach der klassischen Biegetheorie stellt sich folgender Spannungszustand ein:

My

Ose =-7-Y, oyy =0, Tey =0 (3.48)
z

Y

Abbildung 3.3: Gerade balkenartige Scheibe unter Momentenbelastung

Die zugehorige Airysche Spannungsfunktion F' sieht nach [4] fir den Sonderfall der reinen

Biegung der balkenartigen Scheibe durch das Biegemoment My wie folgt aus:

F = Ay? (3.49)

Aus den Beziehungen (2.41) ergeben sich somit die Spannungen:

Oze = 6Ay, oyy =0, Tay =0 (3.50)

Der Faktor A (s. Gl. (3.52)) kann aus dem Momentengleichgewicht (3.51) ermittelt werden.

[N

M
/ Ous( =0, y)ydy == (3.51)
_h
2
2My
A=-200 52
e (3.52)

Eingesetzt in die Gleichung (3.50) ergibt sich fiir 0, die der technischen Biegelehre entsprechen-
de Losung (3.48). Die Spannungen o, und 7, sind bereits in der Gleichung (3.50) der Losung
aus der Biegetheorie gleich. Die Airysche Spannungsfunktion sieht dann nach einer kleinen Um-
formung wie folgt aus:

F— 3.53
6LV (3.53)
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Verschiebungsfeld

Mithilfe der kinematischen Beziehungen und des Materialgesetzes fiir orthotropes Werkstoff-
verhalten und unter der Beriicksichtigung der ermittelten Spannungen (3.48) lassen sich die

Verzerrungen in der zy-Ebene wie folgt angeben:

8u M()
Exx = 875[7 = Sllaxx = -Exlzy (354)
ov Vs M
=y T 52102 = Eym[zoy (355)
ou Ov
o = — + — = SeeTey = 0 3.56
Yoy oy + Ey 66Ty ( )

Nach dem allgemeinen Umstellen der Beziehung (3.54) nach du

My
E,.I,

ou = - yox (3.57)

und anschlieSender Integration kann die Verschiebung u wie folgt angeschrieben werden:

My
E.I,

Analog zu du wird die Beziehung (3.55) nach dv umgestellt

u(w, y) = - zy + fi(y) (3.58)

. nyMg
ov = E.L Yy (3.59)
und integriert
_ VoMo

Somit erhilt man die Funktionsgleichungen u(x, y) und v(z, y) fiir die Verschiebung der bal-
kenartigen Scheibe in Abhéngigkeit von z und y im kartesischen Koordinatensystem. Aufgrund
der Abhéngigkeit der Verschiebungsfunktion u von zwei Variablen wird bei der unbestimmten
Integration von dieser Funktion nach den Regeln der Integrationsrechnung iiber mehrere Inter-
gralriume anstelle einer Integrationskonstanten die Integrationsfunktion f1(y) eingefiihrt (s. Gl
(3.58)). Die Integration der Gleichung (3.59) muss ebenfalls mehrdimensional erfolgen. So ent-
hilt die Beziehung (3.60) fiir die Verschiebung v nach der Integration die Integrationsfunktion
fa().

Nach dem Einsetzen der Verschiebungsfunktionen (3.58) und (3.60) in die Beziehung (3.56)
bekommt man

My  dfi(y)  dfe(z)

- =0 3.61
EmIZ:E+ dy + dx ( )

Da die Integrationsfunktionen jeweils nur von einer Variablen abhingen kann das Symbol 0
fiir die partielle Differentiation in (3.61) durch das Differentiationssymbol d ersetzt werden.
Analog zu dem Vorgehen bei der Bestimmung der Verschiebungsfunktionen unter der Quer-

kraftbelastung kann die Gleichung (3.61) durch das Einfiithren einer Unbekannten D; separiert

30



Teil I Behandlung der geraden balkenartigen Scheiben

werden zu- \ Afa(2) M
0 2(x) . 0
_Exfzx + e Dy = dfs(x) = <D1 + Ea:-[zx> dz (3.62)
d
le(/y) =Dy = dfi(y) =-Didy (3.63)

Aus der Integration dieser Beziehungen erhilt man die bisher unbekannten Integrationsfunk-
tionen f1(y) und fo(x), die eingesetzt in die Verschiebungsfunktionen folgende Beziehungen

ergeben.

My

u(@, y) = -2y — Dy + Ce (3.64)
M,
o(@,y) = 57 (v’ +2%) + D1z + O (3.65)
xrtz

Die drei unbekannten Konstanten lassen sich aus den Randbedingungen (3.66) bis (3.68) be-

stimmen.

uz=0,y=0)=0 = Cy =0 (3.66)
ve=0,y=0=0 =C; =0 (3.67)
ou
ou _ Dy — .
5| —0 = D1=0 (3.68)

Da bei der ,reinen Biegung“ der Scheibe die Verschiebungskomponenenten von der Schubspan-
nung 7, nicht beeinflusst werden, kann anstelle der Randbedingung (3.68) auch die folgende

Beziehung verwendet werden.

@
ox

=0

Somit ergeben sich fiir eine einseitig eingespannte, gerade, balkenartige Scheibe unter der Rand-
momentenbelastung folgende Verschiebungsfunktionen w(z,y) und v(z,y), mit denen sie voll-

sténdig berechenbar ist.

My

(. 9) =0y (3.70)
M,
o(@,y) = gz (e’ +27) (3.71)

3.2. Analytische Herleitung der Spannungs- und Verschiebungsfelder fiir isotrope
gerade balkenartige Scheiben

Die Betrachtung der isotropen geraden balkenartigen Scheibe, die durch die gewédhlten Grund-
lastfalle: Nomalkraft N, Querkraft () und Randmoment My beansprucht wird, liefert keine neuen
Erkenntnisse. Der Grund hierfiir ist, dass der Orthotropieparameter s bei der Betrachtung der

genannten Lastfille fiir orthotrope Scheiben herausféllt, da oy, zu null wird. Der Parameter £,
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der das Verhiltnis des E-Moduls in Fasrerrichtung zum Schubmodul angibt, kann auch fiir iso-
trope Werkstoffe definiert werden, indem man den E-Modul in Faserrichtung durch den E-Modul

des isotropen Materials ersetzt.
|E
k= 5:\/2(1+1/) (3.72)

Auch die Querkontraktionszahl v,, muss bei der Betrachtung von isotropen Werkstoffen durch
v ersetzt werden.

Somit kénnen die im Abschnitt 3.1 hergeleiteten Formeln auch bei der Berechnung der Spannungs-
und Verschiebungsfelder in geraden balkenartigen Scheiben aus isotropen Werkstoffen benutzt

werden.

3.3. Analytische Herleitung der Spannungs- und Verschiebungsfelder fiir orthotrop
geschichtete Laminate

Bisher wurden orthotrope Scheiben behandelt. Nun folgt eine Erweiterung auf ein orthotrop
geschichtetes Laminat, das aus n orthotropen UD-Schichten besteht. Es wird dabei angenommen,
dass alle Laminatschichten aus gleichem Werkstoff bestehen.

Die orthotrope geschichtete gerade balkenartige Scheiebe wird ebenfalls den drei elementaren
Belastungsarten Normalkraft N, Querkraft @ (Randlast) und Biegemoment My (Randmoment),

ausgesetzt.

3.3.1. Beanspruchung durch Normalkraft N

Bei der Bestimmung des Spannungsfeldes wird fiir jede einzelne Schicht die gleiche Spanungs-

funktion wie bei der Behandlung von Scheiben aus orthotropen Werkstoffen (s.o.), verwendet.
F; = Ajy? (3.73)

Nach den Beziechungen (2.44) ergeben sich fiir jede einzelne Laminatschicht folgende Spannungs-

komponenten:

o) =24;, oW =0, 1@ =0 (3.74)

Dem Kréftegleichgewicht in der gesamten Scheibe kann folgende Bedingung entnommen werden:

n yj

: N
> / ol7)dy = (3.75)
=1 Yi—1

Die Komponenten des Veschiebungsvektors u; konnen fiir jede Einzelschicht j aus der unbe-

stimmten Integration der Verzerrungsfunktionen 59(32 und s?sjy) nach der Anwendung des Werk-

stoffgesetzes fiir das globale Koordinatensystem (s. Gln. (2.47) bis (2.49)) des Laminats aus
(3.76) bis (3.78) ermittelt werden.

Oy 5 L 4
E—Sllgz _Wo-xw (376)

T

) -
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()

. ov; _ v .

() — 271 _ — =y (5)

Eyy = ay = 512Uxx - E;;j) Oy (377)
YL L R ) B (3.78)

T =gy T on
In den Gleichungen (3.79) und (3.80) sind die Verschiebungsfunktionen fiir eine Schicht j ange-

geben.
8u~:—2 Aj0x = u~:—2 Az + GY (3.79)
J () J ()7 1 '
Eg Ezx
() ()
2Uy 2ug j
ovj = —T?;Ajﬁy - v =- (5 Ajy + ng) (3.80)
Ez Ezx

Die Verschiebungsfunktionen u; und v; einer Schicht besitzen drei unbekannte Gréfien A;, ng )
und ng ) Dies bedeutet, dass fiir die Verschiebungen aller Schichten der Scheibe 3-n Unbekannte
zu bestimmen sind.

Mithilfe des Kriftegleichgewichts (3.75) — 1 Bedingung, der Randbedingungen an der Fe-
steinspannung (3.81) und (3.82) — n+1 Bedingungen, und der Kontinuitdtsbedingungen (3.83)
und (3.84) — 2n — 2 Bedingungen lassen sich alle Unbekannten im Gleichungssystem fiir die

gesamte Scheibe eindeutig bestimmen.

uj(z=0,y) =0 (3.81)
vi(x=0,y=0)=0 (3.82)
uj(r, y) = (e, y) (3.83)
vj(z, y) = vjt(z, y) (3.84)

3.3.2. Beanspruchung durch Querkraft Q

Die Bestimmung des Spannungs- und Verschiebungsfeldes in einer orthotrop geschichteten Schei-
be unter einer Randlast erfolgt ebenfalls separat fiir jede einzelne Laminatschicht. Dabei lautet

die Airysche Spannungsfunktion mit der Beriicksichtigung des gewéihten Koordinatensystems:

Fj=A;(l — z)y+ B;(1 — z)y° (3.85)

Aus der Vorschrift (2.44) ergeben sich fiir eine Einzelschicht j folgende Spannungen:

o) = 6B;(l — z)y, o) =0, ) = A; + 3B;y° (3.86)

Das Kréftegleichgewicht an der gesamten Scheibe liefert die Beziehungen (3.87) und (3.88) fiir
die Schicht j
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Y
Z /ng)dy =5 (3.87)
j=1 Yj—1
/ oudy| = L) (3.89)
j=1 Yj—1

Auflerdem soll am oberen und unteren Rand der Scheibe keine Schubspannung 7, vorhanden

sein. Dies bedeutet, dass

D @=y)=0 7 (y=yn) =0 (3.89)

Aus den Verzerrungen sgp), z—:?(),jy) und %(fy) und den konstitutiven Beziehungen kann man die Ver-

schiebungskomponenten u; und v; fiir jede einzelne Laminatschicht bestimmen. Somit ergeben

sich folgende Beziehungen:

65; 3B |
e (”’J’(l_x@ o = =g =y ) (5.90
Ey B¢
5 ()
= (Sl _ vy By 2 ()
dvj = ( ol (1—2) >8y = v =- 0 (1—x)y? + £, () (3.91)

Analog zu dem Vorgehen bei der Bestimmung der Verschiebungskomponenten u und v in der
orthotropen Scheibe (s.0.) werden in Beziehungen (3.90) und (3.91) noch unbekannte Integra-
tionsfunktionen fl(j )(y) bzw. f2(] )( ) eingefiihrt. Eingesetzt in (2.46) in die Beziechung fiir 7(] )

ergibt sich folgende Gleichung;:

3B; dfy) 3B 5, df @) K
-E(]?) (1—x)*+ fldy(y) i Ly? + dem( ) _ E(Jj) (4; + 3Bjy*) (3.92)

Durch das Einfiihren einer Konstanten ng ) kann die Beziehung (3.92) in zwei Differentialglei-

chungen, die entweder nur von z oder nur von y abhéingig sind, aufgeteilt werden.

8B,2 6Bjl _ 3B; , k4 df (z)

] _ pu)
250 g0 T E0T T o0 T de b 99
3B,1>  3v)B; 5 kB 5 ki +df1(])<y) __p\ (3.94)

- - —=q Y :
Aus der Integration dieser Gleichungen ergeben sich die bisher noch unbekannten Integrations-
funktionen fl(J)(y) und fQ(J)(a:) Zu:

2
Dy Bi (12 0,5 i, 3Bl () 0
A B 3B.:1 k2 A 3B.12 A A
fg(])(x) = gt T2y I+ ng)a: + ng) (3.96)

Eg(gj) Eéj) 2 Eg(jj) 9 Ea(;])
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Somit kénnen die beiden Verschiebungsfunktionen einer Einzelschicht j wie folgt angegeben

werden:

, _ 3B, 20 Bi (o \.s, KA 3B
wl ) =5 =y + 25 (=) o +

=1 + -
2B 2pY

y— DYy GY  (3.97)

(7) 2 4. 2
A _ 3uay B, o, Bj 5 3Byl ,  KkjAj  3Bjl () ()
vj(z, y) =- 50 (l—x)y*+ Eéj)x — 50 x 2E§j)x + 250 r+ D"z + G5’ (3.98)

Wie man an den Gleichungen (3.97) und (3.98) sehen kann, héngt das Verschiebungsfeld einer
Einzelschicht in der orthotrop geschichteten, geraden, balkenartigen Scheibe von 5 unbekannten
Groflen ab. Somit miissen fiir eine eindeutige Bestimmung des Spannungs- und Verschiebungs-
feldes in der gesamten Scheibe, die aus n Schichten besteht, 5 - n Bedingungen definiert werden.

Aus der Festeinspannung der Scheibe ergeben sich 2 Randbedingungen pro Lage:

Uj (x:()’y:yjzyj""l) =0 (3.99)
Ouj
T [ mg, yotitrits =0 (3.100)

An der neutralen Achse des Laminats ist die Verschiebung v; ebenfalls gleich null.

vi(x=0,y=0)=0 (3.101)

Weitere Bedingungen kénnen aus der Kontinuitét der Verschiebungen und der Schubspannung
an den Grenzen der benachbarten Laminatschichten abgeleitet werden. Die Bedingungen der
kontinuierlichen Verschiebungen kénnen dabei nur im Mittel iiber die Lénge des Laminats erfiillt

werden, da sonst kein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der Koeffizienten vorliegt.

1 !
/uj (x, y=y;)de = /ujH (z, y=y;)dx (3.102)
0 0

vj(z, y=yj)de = [ vjj1(z, y =y;)de (3.103)

o _
o _

70) = 7+ (3.104)

Die letzten beiden Randbedingungen fiir die eindeutige Losung des Gleichungssystems liefern das
Kriftegleichgewicht an der orthotrop geschichteten, geraden, balkenartigen Scheibe (s. (3.87))
und die Bedingung der schubspannungsfreien Scheibenréinder. Aufgrund der Symmetrie der

Schubspannung 7., beziiglich der y-Achse ist nur eine der Bedingungen aus (3.89) erforderlich.
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3.3.3. Beanspruchung durch das Randmoment M,

Als ein weiterer Fall wird die einseitig eingespannte orthotrop geschichtete Scheibe betrachtet,
die am anderen Ende mit einem Randmoment belastet wird. Fiir die Bestimmung des Span-
nungsfeldes jeder einzelnen Schicht j wird die gleiche Airysche Spannungsfunktion wie bei der

orthotropen Scheibe unter der Randmomentenbelastung verwendet.

F; = Ay (3.105)

Fiir jede Laminaschicht ergeben sich nach dem Einsetzen der Gleichung (3.105) in die Beziehun-
gen (2.44) folgende Spannungskomponenten:

o) =64y, U%) =0, Tm(%) =0 (3.106)

Mit den Spannungskomponenten kénnen aus den konstitutiven Beziehungen die Verzerrungen

der Einzelschicht bestimmt werden:

1 64

) — _~ - J
) = e = (3.107)

() (7)

(]) . wa o _6Vx A]
Sy = ) e g9 (3.108)
. 1 .
’Y;S;]y) = WTSE?/) =0 (3.109)
G;py

Aus der Kinematik kénnen anschliefend mit einer unbestimmten Integration der Gleichungen
(3.107) und (3.108) die Verschiebungsfunktionen wie folgt ermittelt werden.

, 6A; 6A; j
gy = 200 =24 (7)
Ouj = e)0x = a(cj)yazc = u; = a(cj):cy + 17 (y) (3.110)
() ()
; 6ray A 3vay A j
)y, — 2TV L OVzy Ly o (4)
Ovj =gy 0y = 0 Yoy — v; = 9 v + [ (x) (3.111)

Durch das Einsetzen der beiden Gleichungen in die kinematische Beziehung (2.46) fiir 'yg,) erhélt

man
64; afy) | df (@) _ 0 (3.112)
0T Tay T de |

Diese Beziehung kann durch das Einfiihren einer Konstanten ng ) in zwei nur von einer Variablen

abhingige Gleichungen zerlegt werden.

64, 4@
:gj)x + =2 =Dy (3.113)
df9(y) i)
—_D 114
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Formt man die beiden Gleichungen nach den gesuchten Funktionen um und integriert sie an-

schlieflend, dann erhélt man fiir die bisher unbekannten Integrationsfunktionen folgende Bezie-

hungen:
@) =-Dy+GY (3.115)
fQ(J)(x) _ DEJ) _ ETJ'J)/JUQ + Géﬂ) (3.116)

Nach dem Einsetzen in die Beziehungen (3.110) und (3.111) ergeben sich die Verschiebungskom-
ponenten fiir eine Einzelschicht. Diese sind von 4 Konstanten abhéngig, die aus Randbedingeun-

gen ermittelt werden kénnen.

6A;

uj(z, y) = ny ng)y + ng) (3.117)
3A. , . .
(v =55 (v9)y* + 2%) + DYz + G (3.118)

Die gesamte Scheibe, die aus n Laminatlagen besteht, erfordert somit 4 - n Randbedingungen
fiir die eindeutige Bestimmung des Spannungs- und Verschiebungsfeldes in allen Schichten. An
der Festeinspannung der Scheibe kénnen folgende Randbedingungen fiir jede Schicht definiert

werden:

_ Yi-1 +Z/j)

=0 3.119
5 (3.119)

Ou;

T =0 (3.120)

=0

Die Kontinuitétsbedingungen an den Schichtgrenzen:

l l
/uj (x,y /uj+1 =y;)de (3.121)
0 0

! l
Jesy=uyde= [v ey =y)ds (3.122)
0 0

konnen nur iiber die Laminatldnge gemittelt erfiillt werden. Die noch fehlenden zwei Randbedin-
geungen bekommt man aus dem Momentengleichgewicht (3.123) und aus der Bedingung, dass
die neutrale Achse der Scheibe an der Einspannung ebenfalls keine vertikale Verschiebungskom-
ponente v; besitzt (3.124).

- M,
> / odlydy| == (3.123)

j=1 yi1

vi(x=0,y=0)=0 (3.124)
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3.4. Verifikation der Ergebnisse

Nach der Herleitung der analytischen Losungen fiir die Spannungs- und Verschiebungsfelder in
orthotropen und orthotrop geschichteten geraden balkenartigen Scheiben folgt nun die Verifika-
tion der Ergebnisse anhand einer FE-Rechnung. Dafiir wird ein FE-Modell mit dem Preprozessor
MSC Patran estellt. AnschlieBend wird die FE-Rechnung mit dem Solver MSC Nastran durch-
gefithrt. Folgend werden die analytisch hergeleiteten Ergebnisse mit den Ergebnissen aus der
FE-Rechnung miteinander verglichen.

Die Verifikation der Ergebnisse erfolgt sowohl fiir gedrungene Scheiben (% < 5) als auch fiir
Scheiben mit hohem Léngen-Hohen-Verhéltnis (% > 10). Zusétzlich wird die Losung fiir das
fiinffache Verhéltnis der Scheibenléinge zu der Scheibenhthe betrachtet, denn ab diesem Ver-
héltnis kann bei isotropen Werkstoffen nach [6] die Schubabsenkung vernachlissigt werden. In
den betrachteten Lastfillen kann dies auch fiir die orthotropen Scheiben angenommen werden,
da der Orthotropiegrad in den hergeleiteten Gleichungen herausfillt. Fiir die Untersuchung aller
betrachteten Lastfille in orthotropen Scheiben und orthotrop geschichteten Laminaten ist die
Hohe der Scheibe h konstant. Die verschiedenen Léngen-Hohen-Verhéltnisse der Scheibe werden
durch das Variieren der Scheibenlinge eingestellt.

Die Verifikation der analytischen Ergebnisse erfolgt anhand einer statischen linearen struk-
turmechanischen Berechnung eines zweidimensionalen Schnitts durch ein dreidimensional ausge-
dehntes gerades balkenartiges Profil. So werden die Rechenzeit sowie die Rechen- und Speicherka-
pazitéiten bei gleichzeitig hoher Genauigkeit der Rechnung minimiert. Im betrachteten Schnitt
des Profils herrscht ein ebener Verzerrungszustand. Dieser kann durch die Umrechnung der
entsprechenden Terme der Nachgiebigkeitsmatrix aus dem ebenen Spannungszustand (vgl. Gl
(2.35)) hergeleitet werden [12]. Somit werden sowohl die analytische als auch die FE-Rechnung
im ebenen Spannungszustand durchgefiihrt.

Die bisherige Betrachtung der Spannungs- und Verschiebungsfelder in einer geraden balkenar-
tigen Scheibe galt allgemein fiir isotrope und orthotrope Werkstoffe sowie orthotrop geschichtete
Laminate ohne die spezifischen Materialeigenschaften zu erfordern. Fiir die Verifikation der Er-
gebnisse miissen diese jedoch angenommen werden. Im ebenen Spannungszzustand geniigt die
Kenntnis der Materialparameter in der betrachteten Ebene. Die herangezogenen Werkstoffeigen-

schaften werden in der Tabelle 3.1 zusammengefasst.

Tabelle 3.1: Materialdaten

Materialparameter‘ Wert ‘

E, [MPa] | 135000
E, [MPa] | 10000
Gy [MPa] | 5000
Vay 1 oz2r7
Vye 1 0,02
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3.4.1. Erstellung des FE-Modells

Es werden drei Modelle mit unterschiedlichen Langen-Hohen-Verhéltnissen erstellt. In diesen
Modellen werden alle Lastfille in verschiedenen ,subcases untersucht. Fiir die Untersuchung
der Spannungs- und Verschiebungsfelder in einer gedrungenen Scheibe wird das Verhéltnis von
% = 3 gewihlt. Fiir hohe Verhiltnisse der Scheibenldnge zu ihrer Hohe wird exemplarisch die

Scheibe mit % = 10 betrachtet. Das dritte Modell weist ein Verhéaltnis % = 5 auf.

| lQ M,
\ 4 y

N

Ky

Abbildung 3.4: FE-Modell der geraden balkenartigen Scheibe

Die Finite Elemente Methode liefert eine Naherungslosung fiir die Spannungs- und Verschie-
bungsfelder der Scheibe. Diese muss eine hohe Genauigkeit aufweisen, um als Referenz zur
analytischen Losung verwendet zu werden. Es gibt zwei Moglichkeiten zur Verbesserung der
FE-Losung. Die erste Moglichkeit ist die so genannte h-Methode. Bei dieser wird eine héhere
Genauigkeit der Losung durch die Verwendung von mehr Elementen bei der Vernetzung des
Modells erreicht. Die zweite Moglichkeit liegt in der Erhchung der Ansatzordnung bei der For-
mulierung der Ansatzfunktionen zur Interpolation der Verschiebungen innerhalb eines Elements.
Diese wird als p-Methode bezeichnet.

Nach der Erstellung der Geometrie der Scheibe wird diese mit finiten Elementen vernetzt.
Dafiir muss als Erstes ein geeigneter Elementtyp gewihlt werden. Die Geometrie des Modells
legt eine Vernetzung mit rechteckigen Elementen nahe. Fiir die Vernetzung des Modells werden
somit die in MSC Nastran zur Verfiigung stehenden Elemente mit linearen (CQUAD4) und
quadratischen (CQUADS8) Ansatzfunktionen betrachtet. Die Genauigkeit bzw. die Konvergenz
der FE-Rechnung gegen die exakte Losung mit der Verwendung eines Elementtyps kann mit dem
so genannten Patch-Test tiberpriift werden. Dabei wird ein Beispielproblem, fiir das die Losung
bekannt ist, mit einigen verzerrten Elementen des untersuchten Elementtyps nachgerechnet.
Stimmt das Ergebnis der Rechnung mit der Referenz-Lisung iiberein, so bestehen die Elemente
den Test. Korrekt formulierte verschiebungsbezogene Elemente in kompatiblen Netzen bestehen
laut K.-J. Bathe in [2] den Patch-Test automatisch. Dieser Test ist mit den beiden betrachteten
Elementtypen durchgefithrt worden. Der Patch-Test hat gezeigt, dass bei einer Beanspruchung
der verzerrten Elemente durch eine Normalkraft sich im aus CQUAD4-Elementen bestehenden
Netz der erwartete konstante Spannungszustand einstellt. Das Netz aus CQUADS8-Elementen
wies beim identischen Aufbau diese Spannungsverteilung nicht auf. Im dem Modell konnte kein
Fehler gefunden werden. Fiir das Abweichen der FE-L6sung vom erwarteten Zustand konnte auch
keine Erklirung gefunden werden. Somit ist fiir die Verifikation der analytischen Ergebnisse die
FE-Losung mit einem feinerem Netz aus CQUAD4-Elementen (h-Methode) verwendet worden.
Die Patch-Tests fiir die beiden Elementtypen sind auf der beigefiigten CD-ROM abgelegt.

Alle drei FE-Modelle der orthotropen Scheibe werden mit 20 CQUD4-Elementen iiber die
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Scheibenhohe vernetzt. Uber die Linge der Scheibe gleicht die Anzahl der Elemente einem dem
jeweiligen Langen-Hohen-Verhiltnis entsprechenden Vielfachen der Elemente iiber die Scheiben-
hohe. So wird das FE-Modell der Scheibe bei einer Scheibenhéhe A von 2, 5 mm aus quadratischen
Elementen mit der Elementkantenldngen von 0, 125 mm aufgebaut.

Die Festeinspannung wird im FE-Modell mittels der so gennanten Single Point Constrains
(SPCs) an einem Rand der Scheibe simuliert. Dabei werden die Knotenverschiebungen des ge-
samten Scheibenrands in z-Richtung gesperrt. Da das zweidimensionale Modell der Scheibe in
einer dreidimensionalen Umgebung erstellt ist, muss zusétzlich noch der translatorische Frei-
heitsgrad dieser Konoten in z-Richtung gesperrt werden. Am Randknoten der neutralen Achse
der Scheibe werden auflerdem die Verschiebung in y-Richtung und die Rotation um die y-Achse
blockiert. Am freien Scheibenrand werden die angreifenden Krifte und Momente angebracht. Die
Normal- und Querkraftbelastung wird auf die Randknoten verteilt angebracht. Das Randmo-
ment wird an einem auflerhalb der Scheinengeometrie liegenden Knoten angebracht und mittels
der sogenannten Multi Point Constraints (MPCs), die die Freicheitsgrade der Knoten koppeln,
in das Scheibenmodell eingeleitet. Nach der Definition der Material- und der Zuweisung der Ele-
menteigenschaften wird die FE-Rechnung durchgefiihrt. Das FE-Modell ist schematisch in der
Abbildung 3.4 dargestellt.

3.4.2. Verifikation der Ergebnisse fiir eine orthotrope gerade balkenartige Scheibe
Beanspruchung durch die Normalkraft NV

Als Erstes werden die Ergebnisse aus der analytischen Berechnung der Spannungs- und Verschie-
bungsfelder unter der Normalkraftbelastung und der FE-Losung mit einander verglichen. Dazu
wird die Scheibe exemplarisch mit einer Normalkraft N von 10 N beaufschlagt. In der Abbildung
3.5 ist der Verlauf der analytisch ermittelten Normalspannung o, iiber die Scheibenhohe A im
Vergleich zu den Losungen aus der FE-Rechnung dargestellt. Dieser ist fiir alle Verhéltnisse %
bei konstanter Scheibenhdhe vom gleichen Betrag. Der Vergleich der Ergebnisse erfolgt fiir die
Scheibenmitte (also bei x = %), damit keine storenden Einfliisse aus der Einspannung und der
Lasteinleitung Wirkung zeigen.

Der konstante Verlauf der Normalspannung o,, iiber die Scheibenhohe aus der analytischen
Rechnung stimmt mit der FE-Losung iiberein. Die Ergebnisse fiir die Normalspannung o, und
die Schubspannung 7, stimmen ebenfalls iiberein. In beiden Lésungen sind diese Spannungen
gleich Null.

Das aus den Verschiebungen u und v bestehende Verschiebungsfeld zeigt die Abbildung 3.6.
Die Verschiebung u wird ebenfalls in der Mitte der Scheibe betrachtet. In der Abbildung 3.6a
wird die Verschiebung v des oberen Scheibenrandes (y = —%) dargestellt. Diese ergibt sich
aufgrund der Querkontraktion der Scheibe und ist bei konstanter Scheibenhthe ebenfalls fiir alle
Verhéltnisse % gleich.

In der Abbildung 3.6b ist die Verschiebung u der Scheibe fiir die drei betrachteten Lingen-
Hohen-Verhiltnisse in absoluten Koordinaten dargestellt. Relativ zur jeweiligen Scheibenlédnge

betrachtet ist diese fiir alle Verhéltnisse ebenfalls gleich.
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Abbildung 3.5: Vergleich der Normalspannungsverldufe aus der analytischen und der FE-
Rechnung bei Normalkraftbelastung

Beanspruchung durch die Querkraft

Fiir die Verifikation der Spannungs- und Verschiebungskomponenten wird die orthotrope Schei-
be in allen untersuchten Langen-Ho6hen-Verhiltnissen durch eine exemplarische Querkraft: Q) =
10N beansprucht. Die Verifikation des Spannungsfeldes erfolgt dabei ebenfalls an der Stelle
x = é Dieses wird durch die Normalspannung o, und die Schubspannung 7, gebildet. In der
Abbildung 3.7 ist der analytisch bestimmte Verlauf der Normalspannung o, iiber die Schei-
benhohe im Vergleich zu den Normalspannungsverldufen aus der FE-Rechnung fiir alle drei
betrachteten Léngen-H6hen-Verhéltnisse dargestellt.

Der Verlauf der Schubspannung 7, ist bei konstanter Hohe A in der analytischen Losung fiir
alle Langen-Hohen-Verhéltnisse der Scheibe gleich. Dieser wird in der Abbildung 3.8 mit den
Schubspannungsverldufen aus der FE-Rechnung verglichen.

In der Abbildung 3.8 sieht man, dass die Abweichung der Ergebnisse mit dem steigenden
Verhéltnis der Scheibenléinge zur Scheibenhdhe abnimmt. An den Réndern der Scheibe wird
die Bedingung der spannungsfreien Rénder (7., = 0) in den FE-Losungen nicht erfiillt. Mit der
Verwendung eiener hoheren Anzahl der Elemente iiber die Scheibenhthe kénnte diese Bedingung
besser approximiert werden.

In der analytischen Losung fiir das Verschiebungsfeld der Scheibe gibts es zwei Moglichkei-
ten, die Verschiebungskomponenten v und v zu bestimmen. Diese sind im Abschnitt 3.1.2 be-
schrieben. Neben der Verifikation der Verschiebungsfunktionen anhand der Ergebnisse aus der
FE-Rechnung wird in den Abbildungen 3.9 bis 3.11 ebenfalls die Auswirkung der beiden Rand-
bidingungen (3.40) und (3.44) auf den Verlauf der Verschiebungsfunktionen untersucht. Die
Losung, die eine bessere Ubereinstimmung mit den Ergebnissen aus der FE-Rechnung aufweist,
wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit betrachtet. Die Losung mit der grofleren Abweichung

wird verworfen.
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Abbildung 3.6: Vergleich des Verschiebungsfeldes der orthotropen Scheibe unter Normalkraftbe-
lastung aus der analytischen mit dem aus der FE-Rechnung
a Verschiebung v,z am oberen Rand aufgrund der Querkontraktion der Schei-
be. b Verschiebung u in der Scheibenmitte bei allen betrachten Langen-Hohen-
Verhiltnissen der Scheibe.

Die Verschiebungsfunktionen beider analytischen Loésungen werden in den Abbildungen 3.9
bis 3.11 mit unterschiedlichen Indices gekennzeichnet. So werden die mit der Beziehung (3.40)
bestimmten Verschiebungsfunktionen mit dem Index ,,1“ versehen. Die Verschiebungsfunktionen,
fir deren Bestimmung die Bedingung (3.44) verwendet worden ist, erhalten den Index ,2“
Verschiebungskomponenten aus der FE-Rechnung werden mit ,,FE“ indiziert.

Der Verlauf der Verschiebungsfunktionen w; und v; zeigt eine deutlich hohere Ubereinstim-
mung mit den Ergebnissen aus der FE-Rechnung. Dies liegt unter Anderem an der Umsetzung
der Festeinspannung der Scheibe im FE-Modell durch die Sperrung der Knotenverschiebung am
eingespannten Scheibenrand (s. Abb. 3.4). Diese entspricht der Bedingung (3.40) im analytischen
Modell der Scheibe. Die Verformung der Scheibe unter Querkraftbelastung setzt sich aus dem
Biege- und Schubanteil zusammen. Bei der Betrachtung der Verldufe der Verschiebungsfunk-
tionen aus der analytischen Rechnung erkennt man auch ohne den direkten Vergleich mit den
FE-Ergebnissen, dass die Verschiebungskomponenten mit dem Index ,,1“ dieser Verformung bes-
ser entsprechen. Somit werden in den nachfolgenden Teilen dieser Arbeit bei der Betrachtung des
Lastfalls mit der Querkraft die Verschiebungsfunktionen (3.42) und (3.43) herangezogen. Die Be-
ziehungen (3.46) und (3.47) werden jedoch nochmal wihrend der Untersuchung der Auswirkung
vom Geometrieparameter A auf das Verschiebungsfeld der Scheibe aufgegriffen.

In den Abbildungen 3.9b und 3.10b ist ein deutlicher Knick im Verlauf der Verschiebung vpg
zu erkennen. Dieser ist auch beim hohen Léngen-Hohen-Verhéltnis der Scheibe in der Abbildung
3.11 vorhanden, ist jedoch aufgrund der im Vergleich zur maximalen Auslenkung der Scheibe ge-
ringen Dimension nicht mehr auffilig. Dieser Knick ist mit der Stérung zu erkldren, die von dem
seingespannten® Randknoten der neutralen Achse verursacht wird. An diesem Knoten werden
alle Freiheitsgrade der Translation und ein Freiheitsgrad der Rotation gesperrt.

In den Abbildungen 3.9 bis 3.11 ist die Anndherung der Verschiebungsverldufe aus der analy-
tischen und der FE-Losung mit dem steigenden Léngen-Hohen-Verhéltnis der Scheibe deutlich

zu erkennen. Das Verhalten der Scheibe mit wachsenden Verhéltnis der Scheibenlédnge zur Schei-
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Abbildung 3.7: Vergleich der Normalspannungsverldufe aus der analytischen und der FE-
Rechnung bei Querkraftbelastung

benhohe wird im Abschnitt 4.1.1 untersucht.

Beanspruchung durch das Randmoment M,

Nun werden die Ergebnisse fiir die mit einem Randmoment (M = 250 Nmm) belastete Scheibe
betrachtet. Die Verifikation des Spannungsfeldes erfolgt ebenfalls, wie auch in den vorangegan-
genen Abschnitten, in der Mitte der Scheibe. Aus der Gleichung (3.48) geht hervor, dass in
der analytischen Losung der Verlauf der Normalspannung o, bei einer konstanten Scheibenho-
he fiir alle Langen-Hohen-Verhéltnisse gleich bleibt. Die Abbildung 3.12 zeigt den Verlauf der
analytisch bestimmten Normalspannung o, iiber die Scheibenhéhe im Vergleich zu den Span-
nungsverldufen aus den FE-Losungen fiir die drei untersuchten Langen-Hohen-Verhiltnisse.

Es ist eine sehr gute Ubereinstimmung der Spannungsverliufe aus den analytischen und FE-
Losungen festzustellen. Das gleiche gilt auch fiir das Verschiebungsfeld der Scheibe, das in der
Abbildung 3.13 dargestellt ist.

In abschlieBender Betrachtung kann man eine sehr gute Ubereinstimmung in den Spannungs-
verldufen der analytischen und der FE-Losung fiir alle untersuchten Lastfille feststellen. Dies
gilt fiir alle betrachteten Langen-Hohen-Verhéltnisse der Scheibe. Beim Vergleich der Verschie-
bungsfelder wurden grofiere Abweichungen in den Ergebnissen aus analytischer und FE-Losung
fiir gedrungene Scheiben unter Querkraftbelastung festgestelt. Mit steigendem Verhéltnis der
Scheibenlidnge zur Scheibenh6he minimieren sich diese, sodass sie fiir das Verhéltnis von % =10
vernachléssigt werden kénnen. Die Verschiebungsverlidufe aus den anderen untersuchten Lastfal-

len zeigen ebenfalls eine sehr gute Ubereinstimmung mit den Ergebnissen aus der FE-Rechnung.
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Abbildung 3.8: Vergleich der Schubspannungsverldufe aus der analytischen und der FE-
Rechnung bei Querkraftbelastung
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Abbildung 3.9: Vergleich der Verschiebungskomponenten aus den analytischen Losungen mit den
aus der FE-Rechnung fiir eine gedrungene Scheibe (% = )
a Querschnittsneigung in der Mitte der Scheibe, b Absenkung der neutralen

Achse der Scheibe.
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Abbildung 3.10: Vergleich der Verschiebungskomponenten aus den analytischen Losungen mit
den aus der FE-Rechnung fiir eine Scheibe mit % =5
a Querschnittsneigung in der Mitte der Scheibe b Absenkung der neutralen
Achse der Scheibe
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Abbildung 3.11: Vergleich der Verschiebungskomponenten aus den analytischen Losungen mit
den aus der FE-Rechnung fiir eine Scheibe mit hohem Lingen-Hohen-Verhéltnis
(1 =10).
a Querschnittsneigung in der Mitte der Scheibe. b Absenkung der neutralen
Achse der Scheibe.
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Abbildung 3.12: Vergleich der Normalspannungsverldufe aus der analytischen und der FE-
Rechnung bei einer Randmomentenbelastung
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Abbildung 3.13: Vergleich der Verschiebungskomponenten aus den analytischen Losungen mit
den aus der FE-Rechnung fiir eine Scheibe mit den untersuchten Léngen-Hohen-
Verhéltnissen % =3, % =95, % = 10 unter der Biegemomentenbelastung.
a Querschnittsneigung in der Mitte der Scheibe. b Absenkung der neutralen
Achse der Scheibe.
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3.4.3. Verifikation der Ergebnisse fiir orthotrop geschichtete gerade balkenartige Laminate

Die Verifikation der im Abschnitt 3.3 analytisch hergeleiteten Beziehungen fiir die Spannungs-
und Verschiebungsfelder in einer orthotrop geschichteten Scheibe erfolgt anhand eines sym-
metrisch aufgebauten Laminats. Dieses besteht aus drei Lagen. Die beiden dufleren Lagen im
Laminat weisen die 0°- und die innere Lage die 90°-Orientierung der Fasern im globalen Laminat-
Koordinatensystem auf. Das Laminat hat eine Héhe ~ von 2,5 mm und wird mit den vordefi-
nierten Langen-Ho6hen-Verhéltnissen entsprechenden Langen [ von 7,5 mm, 12,5 mm und 25 mm
untersucht. Die Untersuchung wird mit gleichen den Lastféllen, wie bei der orthotropen Scheibe,
durchgefiihrt.

In dieser Arbeit werden die im Abschnitt 3.3 aufgestellten Gleuchungssysteme numerisch mit
dem Berechnungsprogramm MATLAB aufgelost. Die erzeugten m-files mit dem Programm-Code
fiir die einzelnen Lastfdlle und Léngen-Hohen-Verhéltnisse des Laminats sind auf der beigefiigten
CD-ROM enthalten.

Yy 0°-Lagen 90°-Lage

Abbildung 3.14: FE-Modell des orthotrop geschichteten Laminats

Im FE-Modell der orthotrop geschichteten Scheibe werden die einzelnen Laminatschichten
durch die Aufteilung des Netzes in drei Bereiche gleicher Hohe simuliert. Diesen Bereichen wer-
den die in das globale Laminat-Koordinatensystem umgerechneten Werkstoffeigenschaften der
Einzelschichten zugewiesen. Jede Schicht wird mit acht Elemnten {iber die Schichthohe vernetzt.
Im ebenen Spannungszustand kann die Rechnung mit den Werkstoffparametern der betrachteten
Ebene durchgefiihrt werden. Die im ebenen Spannungszustand relevanten Materialeigenschaften
der 0°- und 90°-Schichten im globalen Koordinatensystem des Laminats sind in der Tabelle
3.2 zusammengefasst. In der Abbildung 3.14 wird das FE-Modell des orthotrop geschichteten

Laminats schematisch dargestellt.

Tabelle 3.2: Materialeigenschaften der Einzelschichten

| | 0-Schicht | 90°-Schicht |
E, | 135000 [MPa] | 10000 [MPa]
E, | 10000 [MPa] | 10000 [MPa]
Gpy | 5000 [MPa] | 5000 [MPal
Vay 027 [ 027 [

Beanspruchung durch die Normalkraft N

Fiir die analytische Bestimmung der Spannungs- und Verschiebungsfeldes im betrachteten La-

minat unter Zugbelastung muss ein lineares Gleichungssystem aus insgesamt neun Gleichungen
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gelost werden. In Vektor-Matrix-Schreibweise kann dieses Gleichungssystem wie folgt angeschrie-

ben werden:

2(y1—wo) 2(w2—9y1) 2(ys—y2) 0 0 0 0 0 0] [ 4 N
0 0 0 10 000 0ff, 0
0 0 0 01 00 0 0]/ 0
0 0 0 00 100 0 1
GV 0
POk Lk 0 L-10 00 0f|g®]=|g (3.125)
0 2T E%@”” 01 -100 0f[gP 0
2wly) 2 . (1)
L Y1 G 0 00 0 1 -1 0f |Gy 0
| 55 v 2
0 2(21“3 2 PORL 0 0 0 1 -1| |Gy 0
' ’ a® 0
0 0 0 00 00 1 ofl%2] LY

Hierin sind yo, y1, y2 und y3 die Koordinaten der Einzelschichtgrenzen entsprechend der Abbil-
dung 2.4. Die Variable z verschwindet beim Auflésen des Gleichungssystems.

An den einzelnen Termen in der Gleichung (3.125) ist zu erkennen, dass bei konstanter Hohe
das Léngen-Hohen-Verhiltnis keinen Einfluss auf die gesuchten Koeffizienten hat. So kann die
Verteilung der Normalspannung o, iiber die Laminathdéhe mit einem Graphen, siehe Abbildung

3.15, fiir alle untersuchten Verhéltnisse der Scheibenlénge zur Scheibenhohe gezeigt werden.
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Abbildung 3.15: Spannungsverteilung im Laminat unter der Normalkraftbelastung

¢

Die analytisch bestimmte Normalspannung o, ist in der Abbildung 3.15 mit dem Index ,a‘
und die Referenzspannung aus der FE-Rechnung mit dem Index ,,FE“ gekennzeichnet. Die beiden

Losungen stimmen iiberein. An den Grenzen der Einzelschichten tritt der erwartete Sprung im
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Spannungsverlauf aufgrund des Steifigkeitsunterschiedes zwischen den einzelnen Laminatschich-
ten auf.

In der Abbildung 3.16 ist das analytisch bestimmte Verschiebungsfeld des Laminats im Ver-
gleich zur FE-Losung dargestellt. Die Verschiebung v ergibt sich aus der Querkontraktion des
Laminats und ist bei konstanter Hohe fiir alle Verhéltnisse von % gleich. Sie wird an der Grenze
zwischen zwei Laminatlagen betrachtet, denn so kann gleichzeitig die Stimmigkeit der analy-
tischen Losungen fiir die verschiedenen Schichten an gleicher Stelle iiberpriift werden. Der in
der Abbildung 3.16a dargestgellte Verlauf der Verschiebung v gilt fiir alle untersuchten Lingen-
Hohen-Verhiltnisse. Die Verschiebung der beiden betrachteten Lagen des Beispiel-Laminats wird

dabei mit der jeweiligen Nummer der Schicht indiziert.
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Abbildung 3.16: Analytisch bestimmtes Verschiebungsfeld des Laminats unter Normalkraftbe-
lastung im Vergleich zur FE-Losung
a Verschiebung v an der Grenze zwischen zwei Laminatschichten. b Verschie-
bung u in der in der Mitte des Laminats (:): = %) fiir alle betrachten Langen-
Hohen-Verhiltnisse.

Die Darstellung der Verschiebung w in der Abbildung 3.16b ist, wie auch bei der Betrachtung
der orthotropen Scheibe unter der Normalkraftbealstung, absolut angegeben. Hier ist auch eine

eindeutige Korrelation der Ergebnisse aus der analytischen und der FE-Rechnung feststellbar.

Beanspruchung durch die Querkraft Q

Fiir die analytische Bestimmung der Spannungs- und Verschiebungsfelder ist ein lineares Glei-
chungssystem aus insgesamt 15 Gleichungen zu lsen. Dabei sind die Kontinuitdtsbedingungen
fir die beiden Verschiebungskomponenten zwischen den benachbarten Laminatlagen nur ge-
mittelt erfiillbar (s. Gln. (3.102) und (3.103)). Die Losung des Gleichungssystems erfolgt mit
dem Berechnungsprogramm MATLAB. Die zugehorigen m-files sind der beigefiigen CD-ROM
zu entnehmen.

Die sich unter der Queuerkraftbelastung einstellenden Verteilungen der Normal- und Schub-
spannung werden an der Stelle x = % betrachtet. In der Abbildung 3.17 ist die Verteilung der
Normalspannung o, iiber die Lamianthohe fiir die untersuchten drei Léngen-Hohen-Verhéltnisse

dargestellt. Fiir alle untersuchten Verhiltnisse stimmt die analytische Losung mit der FE-Losung
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Abbildung 3.17: Vergleich der Normalspannungsverldufe im Laminat aus der analytischen und
der FE-Rechnung bei Querkraftbelastung

Im Verlauf der Schubspannung, der in der Abbildung 3.18 dargestellt ist, kann fiir gedrungene
Laminate eine Abweichung zwischen den Ergebnissen der analytischen und der FE-Rechnung
festgestellt werden. Bei hoheren Langen-Hohen-Vehiltnissen ist diese Abweichung ananlog zum
Verlauf der Schubspannung in der orthotropen Scheibe nicht mehr vorhanden. An den Réndern
des Laminats und an den Schichtgrenzen kann der Verlauf der Schubspannung in der FE-Lésung
nicht genau approximiert werden, daher sind Spriinge in den Verldufen aufgetreten. Mit der
Verwendung einer hoheren Anzahl an Elementen wird diese Abweichung zunehmend geringer.

Das Verschiebungsfeld des gedrungenen Laminats ist in der Abbildung 3.19 dargestellt. Der
Verlauf der analytisch bestimmten Verschiebung u, (s. Abbildung 3.19a) weist an den Schicht-
grenzen Unstetigkeiten und relativ hohe Abweichungen vom kontinuierlichen Verlauf der FE-
Losung auf. Mit den im Abschnitt 3.3.2 definierten Randbedingungen wird jedoch der kontinu-
ierliche Verlauf der Verschiebung u iiber die Laminaththe nicht gefordert. Dieser Verlauf kann

mit den Bedingungen

duj _dy Li>1 (3.126)
Ay lymy o Wlymy,
und
uj(x=0,y=0)=0 (3.127)

anstelle der Beziehung (3.99) erreicht werden. Die Beziehungen (3.126) und (3.127) werden in
dieser Arbeit nicht weiter betrachtet, da die Festeinspannung im mathematischen Modell mit
der Bedingung (3.99) besser erfiillt wird. An den Réndern des Laminats nihern sich die beiden
Losungen wieder an.

Die Verschiebung v wird wie auch bei der Untersuchung des Laminats unter der Zugbelastung

an der Grenze zwischen zwei Lamminatlagen verifiziert. Durch die Mittlung der Kontinuitéts-
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Abbildung 3.18: Vergleich der Schubspannungsverldufe im Laminat aus der analytischen und der
FE-Rechnung bei Querkraftbelastung

bedingungen (s. Gl. (3.102) und (3.103)) fiir die Verschiebungen an den Schichtgrenzen iiber die
Lange ergeben sich hier jedoch grofie Abweichungen. Die Verldufe der Verschiebungen aus den
analytischen Losungen fiir die beiden benachbarten Schichten weisen nicht nur einen Unterschied
zur Referenz-Losung aus der FE-Rechnung auf, sondern sind auch untereinander unterschiedlich
(s. Abb. 3.19b).

Fiir die beiden hoheren untersuchten Verhéltnisse der Lange zur Hohe konvergieren die Ver-
ldufe der analytisch bestimmten Verschiebungskomponenten gegen den Verlauf beider Verschie-
bungskomponten aus der FE-Losung. Bei dem Verhiltniss % = 10 (s. Abb. 3.21) betrédgt die
maximale Abweichung der Verschiebung v am freien Rand des Laminats weniger als fiinf Pro-
zent. Dies ist in den Abbildungen 3.20 und 3.21 deutlich zu erkennen.

Die Spannungsverlaufe aus der analytischen Losung weisen eine sehr gute Korrelation der Er-
gebnisse mit der FE-L6sung fiir alle untersuchten Léngen-Hohen-Verhéltnisse des Laminats auf.
Die Verschiebungskomponeten kénnen aufgrund der iiber die Laminatlinge gemttelten Konti-
nuitdtsbedingungen an den Schichtgrenzen nur bei hohen Verhéltnissen der Laminatliange zur

Laminathohe mit hinreichender Genauigkeit berechnet werden.

Beanspruchung durch das Randmoment M,

Die im Abschnitt 3.3.3 hergeleiteten Gleichungen zur Bestimmung der Spannungs- und Verschie-
bungsfelder in einem durch ein Randmoment beanspruchten Laminat werden nun verifiziert. Das
zu losende Gleichungssystem besteht dabei aus 12 Gleichungen. Die Kontinuitétsbedingungen fiir
die Verschiebungskomponenten an den Schichtgrenzen kénnen hier ebenfalls nur {iber die Lami-
natlinge gemittelt erfiillt werden (s. Abschnitt 3.3.3). In der Abbildung 3.22 ist der Vergleich der
Verldufe der analytisch und nummerisch bestimmten Normalspannungen fiir die untersuchten

Léngen-Hohen-Verchiltnisse dargestellt.
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Abbildung 3.19: Analytisch bestimmtes Verschiebungsfeld des Laminats mit % = 3 unter Quer-
kraftbelastung im Vergleich zur FE-Losung
a Verschiebung u bei x = é, b Verschiebung v an der Schichtgrenze.

Die Ubereinstimmung dieser Verliufe ist deutlich. Der Sprung im Verlauf der Normalspannung
tritt wie erwartet an den Schichtgrenzen auf. Die analytisch bestimmten Verschiebungskompo-
nenten fiir alle betrachteten Léngen-Hohen-Verhéltnisse des Laminats stimmen ebenfalls mit
den Ergebnissen aus der FE-Rechnung {iberein. Die Mittlung der Kontinuitétsbedingungen fiir
die Verschiebungskomponenten an den Schichtgrenzen des Laminats hat hier keinen negativen

Einfluss auf das Verschiebungsfeld.
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Abbildung 3.20: Analytisch bestimmtes Verschiebungsfeld des Laminats mit % = 5 unter Quer-
kraftbelastung im Vergleich zur FE-Losung
a Verschiebung u bei x = é, b Verschiebung v an der Schichtgrenze.
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Abbildung 3.21: Analytisch bestimmtes Verschiebungsfeld des Laminats mit % = 10 unter Quer-
kraftbelastung im Vergleich zur FE-Losung
a Verschibung u bei x = é, b Verschiebung v an der Schichtgrenze.
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Abbildung 3.22: Vergleich der Normalspannungsverldufe im Laminat aus der analytischen und
der FE-Rechnung bei Biegemomentenbelastung
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Abbildung 3.23: Vergleich der Verschiebungskomponenten aus den analytischen Losungen fiir
die Léngen-Hohen-Verhé&ltnisse von % =3, % =5, % = 10 des Laminats unter
Biegemomentenbelastung mit den Ergebnissen der FE-Rechnung.

a Querschnittsneigung in der Mitte des Laminats. b Verschiebung v an den

Schichtgrenzen.
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4. Parameterstudie

In diesem Abschnitt soll die Auswirkung verschiedener Parameter auf die Spannungs- und Ver-
schiebungsfelder in einer geraden balkenartigen Scheibe, die sich unter den elementaren Belas-
tungsarten einstellen, untersucht werden. Dabei werden die geometrischen und die Materialpa-

rameter betrachtet.

4.1. Geometrische Parameter

4.1.1. Einfluss des Geometrieparameters auf das Spannungs- und Verschiebungsfeld einer
orthotropen Scheibe

Fiir die Untersuchung des Einflusses von Geometrieparametern auf die Spannungs- und Verschie-
bungskomponenten der Scheibe werden die gleichen Werkstoffparameter wie bei der Verifizierung
der Ergebnisse im Abschnitt 3.4 herangezogen (s. Tabelle 3.1 ). Die angebrachten Lasten ent-
sprechen ebenfalls denen aus dem Abschnitt 3.4
Als geometrische Einflussgroie auf die Spannungsverteilung und Verformung der Scheibe wird
nun der Schlankheitsgrad A untersucht. In der klassischen Festigkeitslehre ist er wie folgt defi-
niert:
A= l (4.1)
i
Wobei i der aus der Festigkeitslehre bekannte Trégheitsradius ist, der im Koordinatensystem

der Scheibe wie folgt angegeben werden kann

. I,
Da die Scheibe einen rechteckigen Querschnitt hat, kann 4 nach einer kleinen Umformung auch
als

= (4.3)

V12

angeschrieben werden.

Fiir die Untersuchung der Auswirkungen des Schlankheitsgrades auf die Spannungs- und Ver-
schiebungsfelder miissen die im Abschnitt ... hergeleiteten Beziehungen entsprechend umgestellt
werden. Die Spannungs- und Verschiebungsfelder werden dabei auf die dimensionslosen Einheits-
léinge oder -hohe der Scheibe normiert.

Um die Vorstellung der Auswirkung vom Parameter A auf die Geometrie der Scheibe einfacher
zu gestalten, werden in dieser Arbeit ganzzahlige Verhéltnisse der Scheibenldnge zu ihrer Hohe
betrachtet. Dabei beschrénkt sich die Betrachtung auf die Verhiltnisse von % =1 bis % = 10.
Die Umrechnung des Léngen-Hohen-Verhéltnisses % auf A erfolgt fiir rechteckige Querschnitte
mit der Gleichung (4.4).

)\Z\/ﬁ-% (4.4)

Die umgerechneten Lingen-Hohen-Verhiltnisse werden in der Tabelle 4.1 auf drei Nachkommas-

tellen gerundet angegeben.
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Tabelle 4.1: Umrechnung des Langen-Hohen-Verhéltnisses % der Scheibe auf den Parameter A
=i ]

3,464
6,928
10,392
13,856
17,321
20,785
24,249
27,713
31,177
34,641

OO |U | = W[N]~

—
)

Grundsétzlich gibt es zwei einfache Mo6glichkeiten, den Schlankheitsgrad A einer rechteckigen
Scheibe zu variieren. Enweder ldsst man die Scheibenhdhe i konstant und verédndert die Schei-
benlénge [, oder man variiert die Scheibenhdhe h bei konstant gehaltener Linge der Scheibe L
Bei der Durchfithrung dieser Parameterstudie hat es sich jedoch als geschickter herausgestellt,
die Dimension der Scheibe (Lénge oder Hohe) konstant zu lassen, iiber die auch die betrachtete
unabhéngige Variable deklariert wird. Somit wird bei der Betrachtung der Verldufe der Normal-
und ggf. Schubspannungen sowie der Normalverschiebung der Scheibe u (z, y) die Scheibenhdhe
h konstant gehalten. Bei der Betrachtung der Verschiebung v (z, y) ist die Scheibenléinge | kon-
stant. Damit wird sichergestellt, dass man die Verinderung der jeweiligen Grofien absolut iiber
die jeweilige Koordinate betrachtet.

Die Auswirkung vom steigendem Schlankheitsgrad A auf das Spannungsfeld der Scheibe wird
an der Stelle x = % untersucht. Die Analyse der Verschiebung u (z, y) wird fiir alle Lastfille
ebenfalls an der Stelle x = é durchgefiihrt. Die Untersuchung der Verschiebung v (x, y) erfolgt

anhand der Verschiebung der neutralen Achse der Scheibe (also bei y = 0).

Auswirkung vom Parameter )\ bei Normalkraftbelastung

Unter der Normalkraftbelastung wird das Spannungsfeld der geraden, balkenartigen Scheibe
von der Normalspannung o,, gebildet. Diese ist konstant {iber den Querschnitt und ist bei
variierender Scheibenlédge und konstanter -hohe vom Parameter A unabhéngig.

Die Verschiebung u (z, y) zeigt eine lineare Abhéngigkeit von dem Schlankheitsgrad der Schei-
be. Dies ist auch in der Abbildung 4.1 fiir die beispielhafte Belastung N = 10 N und Scheibenhthe
h = 2,5 mm zu sehen. Das Erhohen des Langen-Hohen-Verhéltnis der Scheibe um das Zehnfache
fithrt zu einer zehnfach hoheren Verschiebung u (x, y), wobei sie konstant iiber den Querschnitt
der Scheibe fiir alle Schlankheitsgrade ist. Die umgestellte Verschiebungsfunktion u (x, y) an der

!

Stelle x = 5 sieht wie folgt aus:

N
u(z, y) = m/\ (4.5)

Die Verschiebung v (x, y) ist an der neutralen Achse der Scheibe fiir alle Verhéltnisse der
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Abbildung 4.1: Einfluss von A auf die Verschiebung u bei Normalkraftbelastung

Scheibenlédnge zu ihrer Hohe bei der Belastung mit einer Normalkraft gleich Null. Die Querkon-

traktion ist iiber die Scheibenlénge konstant und héngt ebenfalls nicht von A ab.

Auswirkung vom Parameter )\ bei Querkraftbelastung

Bei der Belastung der Scheibe mit einer Querkraft (so wie es in der Abb. 3.2 gezeigt wird)
zeigt in dem sich ausbildenden Spannungsfeld nur die Normalspannung o, eine Abhingigkeit
vom Parameter \. Die Schubspannung 7, ist bei konstant gehaltener Scheibenhéhe A von A

unabhéngig. Die Normalspannung o, ist an der Stelle x = %:

Q
—ﬁly (4.6)

Ozx =

Nach der Umstellung mit Hilfe der Gleichungen (4.1) und (4.3) sowie der Normierung iiber die
Scheibenhohe mit y = ah, -0,5 < a < 0,5 kann man die Gleichung (4.6) wie folgt angeben.

Ve, VA

Doz = opr AT T

Man erkennt einen linearen Verlauf der Normalspannung o, iiber den Querschnitt der Scheibe

Aa (4.7)

und eine ebenfalls lineare Abhéngigkeit vom Parameter A. Dies wird auch in der Abbildung 4.2
dargestellt.

Die lineare Abhéngigkeit der Normalspannung o,, vom Parameter A ist in der Abbildung 4.2
an der konstanten Winkeldifferenz zwischen benachbarten Graphen erkennbar.

Der Schlankheitsgrad A hat keinen Einfluss auf die Schubspannung 7,,, die fiir alle Léngen-
Hohen-Verhiltnisse der Scheibe den gleichen parabelférmigen Verlauf aufweist.

Die Untersuchung der Auswirkung vom Schlankheitsgrad der Scheibe auf die Normalverschie-
bung u (z, y) iiber den Querschnitt der Scheibe wird ebenfalls bei der halben Scheibenléinge
durchgefiihrt. Die Gleichung fiir die Verschiebung lautet dabei:
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Abbildung 4.2: Einfluss von A auf die Normalspannung o, bei Querkraftbelastung

=2,y Y+ y° (4.8)

u( l > :_3Ql2 Voy@ 5 k2Q

2 8FE. 1, 6F, 1, 6F,1,
Fiir die Bestimmung der Abhéngigkeit von A wird diese mit Zuhilfenahme der Beziehungen (4.1)
und (4.3) umgestellt und iiber den Querschnitt normiert. Die Gleichung (4.9) gibt die Normal-
verschiebung in Abhéngigkeit von A und einer dimensionslosen Variablen a (-0,5 < a < 0,5)

an.

_ . 3Q o N 2u5y@Q 5 2k%Q
8E,t E,t E,t

Der Abbildung 4.3 kann man den Verlauf der Normalverschiebung « iiber den Querschnitt der

a? (4.9)

Scheibe an der Stelle x = é entnehmen.

Man sieht nicht nur, dass der Verlauf der Normalverschiebung tiber dem Querschnitt der
Scheibe mit steigendem X steiler wird, sondern auch, dass er sich dabei dem linearen Verlauf der
Normalverschiebung aus der Balkentheorie immer weiter annédhert. Der so genannte S-Schlag
in der Normalverschiebung der gedrungenen Scheiben (A < 17,321) ist in der Abbildung 4.3
aufgrund der relativ kleinen Verschiebungen nicht ausgeprigt darstellbar. Wenn man jedoch
die ersten drei Léngen-Hohen-Verhéltnisse in der Abbildung 4.4 gesondert betrachtet, ist die
Nichtlinearitét des Verlaufs der Normalverschiebung iiber den Querschnitt eindeutig zu erkennen.

Mit der Normierung der maximalen Verschiebung der Scheibe an den Réandern auf den Betrag
1, wie es in der Abbildung 4.5 gezeigt wird, erkennt man mit steigendem Schlankheitsgrad A
eine eindeutige Konvergenz des Velaufs der Normalverschiebung u (z, y) der Scheibe gegen den
linearen Verlauf der Querschnittsverschiebung des Bernoulli-Euler-Balkens.

Die Verschiebung v quer zur Léngsachse wird hier an der neutralen Achse der Scheibe be-
trachtet. Fiir die Verschiebungsfunktion bedeutet dies, dass y zu Null wird. Somit lautet die
Gleichung 3.43 fiir die neutrale Achse:
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Abbildung 4.3: Einfluss von A auf die Normalverschiebung u bei Querkraftbelastung
k2Qhn? Ql Q5

_0) = N 4.10
v(z y=0) s L oLt T 6B (4.10)

Nach der gleichen Umformung wie oben erhélt man fiir die Verschiebung v

v = \/§k2Q>\ Q 3.2 Q )\3a3

a+ a? - —= 4.11
4FE, 1 4\/3Et 12V/3E,t (4.11)

mit der Variablen a = 7 = 0 < a < 1. Die Verdnderung der Verschiebung v mit dem steigen-
den Schlankheitsgrad A ist in der Abbildung 4.6 dargestellt. Darin ist die mit dem steigendem
Schlankheitsgrad abnehmende Steifigkeit der Scheibe (wie erwartet) an der zunehmenden Ver-
schiebung der neutralen Achse erkennbar. Bei konstant gehaltener Liange der Scheibe kann dies
dem abnehmenden Flachentragheitsmoment der Scheibe erkléart werden. Bei konstant gehaltener
Scheibenhohe bleibt das Fléachentrigheitsmoment zwar konstant, jedoch wird die Belastung an
der betrachteten Stelle mit dem wachsenden Abstand zur am freien Rand der Scheibe angrei-
fenden Kraft hoher. Somit ist der gleiche Effekt zu beobachten.

Der Einfluss des Schubes auf die Verschiebung der Scheibe v &uflert sich durch die Neigung der
Biegelinie der Scheibe an der Einspannung. Laut [6] kann er ab einem Verhéltnis von Scheiben-
léinge zu Scheibenhohe von fiinf vernachléssigt werden, fiir gedrungene Scheiben jedoch nicht.
Dies ist auch in der Abbildung 4.7 mit den Biegelinien der gedrungenen Scheiben zu sehen.

Wenn man den Verlauf der Verschiebungen v in der Abbildung 4.6 mit dem steigenden Pa-
rameter A ebenfalls iiber die maximale Verschiebung am freien Rand der Scheibe normiert (s.
Abbildung 4.8), erkennt man, dass der Verlauf der Verschiebung v {iber die Scheibenlédnge [ mit
dem steigenden A gegen den ebenfalls normierten Verlauf der Biegelinie eines Bernoulli-Euler-
Balkens konvergiert.

Bei der Bestimmung des Verschiebungsfeldes in einer geraden balkenartigen Scheibe unter der

Querkraftbelastung mit der Randbedingung (3.44) ergeben sich andere Verschiebungsfunktio-
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Abbildung 4.4: S-Schlag in der Normalverschiebung v der gedrungenen Scheiben bei Querkraft-
belastung

nen (s. Gl (3.46) und (3.47)). Diese sind bei der Verifizierung der Ergebnisse im Abschnitt 3.4
bereits verworfen worden. Bei der Durchfiihrung dieser Parameterstudie werden sie jedoch noch
einmal betrachtet, um einen interessanten Effekt aufzuzeigen. Dazu wird als Erstes die Normal-
verschiebung u aus beiden Randbedingungen (3.40) und (3.44) an der Einspannung der Scheibe
betrachtet. Um eine mogliche Verwirrung bei der Bezeichnung zu vermeiden, erhalten die beiden
Verschiebungsfunktionen in dieser Betrachtung die Indices 1 und 2.
Die Verschiebungen u; und us an der Stelle x = 0 kénnen wie folgt angegeben werden:
kQQ 3 meQ 3

=0, y) =- 4.12
u(z =0, y) 61" +6Emlzy (4.12)

k2Qhn? vey@ 5 K*Q 4
=0,y) = - 4.1
up(@=0,y) = gVt p TV ~ eE LY (4.13)
Analog zur Gleichung (4.8) konnen diese umgeformt werden:
2Q

uy = Exta?’ (Vay — K?) (4.14)

3k2Q 2Q 4 9
ug = 2B a+ E—xta (Vay — K7) (4.15)

Mit den Gleichungen (4.14) und (4.15) stellt man fest, dass die beiden Normalverschiebungen

up und uy an der Einspannung der Scheibe unabhéngig vom Schlankheitsgrad der Scheibe A
k2Qh2
8E 1

Gleichung (4.13) bzw. %a in der Gleichung (4.15). Dieser Term bewirkt eine Drehung der

Verschiebungsfunktion uo im Ursprung des Koordinatensystems der Scheibe um einen Winkel «

sind. Der einzige Unterschied zwischen den beiden Verschiebungen ist der Term y in der

gegeniiber der Normalverschiebung u;. Dies ist in der Abbildung 4.9 dargestellt.
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Abbildung 4.5: Konvergenz der Normalverschiebung u gegen die Querschnittsverschiebung in
der Balkentheorie

Der Winkel o kann wie folgt angegeben werden:

(4.16)

<3k2Q) 3k%Q
o = arctan ~

2E,t ) 2E,t
Im Verschiebungsfeld, das mit der Randbedingeung (3.40) bestimmt wird, ist der Koeffizient
gQEQx?j in der Verschiebungsfunktion v(z, y) anzutreffen (s. Gl. (4.10)). Dieser bewirkt die Neigung
der Verschiebungsfunktion v(x, y) fiir die neutrale Achse der Scheibe an der Einspannung (s.
Abb. 4.7), die sich infolge des Schubes einstellt. Die Verschiebungsfunktion v(z, y) weist jedoch
eine Abhéngigkeit vom Schlankheitsgrad der Scheibe A auf (s. Gl. (4.11)). Aus der Gleichung

(4.11) kann man aber herleiten, dass fiir eine quadratische Scheibe (% = 1) der Neigungswinkel

der neutralen Achse an der Einspannung dem Winkel o entspricht. Fiir jedes hohere Langen-

Hohen-Verhiltnis der Scheibe ergibt sich der Neigungingswinkel der neutralen Achse geméfl der

Gleichung (4.17).
;= (i)ia (4.17)

Nun betrachten wir die Funktion fiir die Verschiebung v(z, y), die aus der Randbedingung
(3.44) hergeleitet wird. Wie auch die Funktion fiir die Normalverschiebung ug wird sie mit dem
Index 2 versehen. An der neutralen Achse der Scheibe kann diese dann wie folgt angeschrieben

werden:

@, @ 4 Q
2E,I. 6E,1, 6E, 1

Nach der Umstellung mit den Gliechchungen (4.1) bis (4.3) erhélt man:

vo(z, y =0) 2% (3l — ) (4.18)
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Abbildung 4.6: Einfluss von A auf die Verschiebung v bei Querkraftbelastung
@ Na%(3—a) (4.19)

T NN
Die Verschiebungsfunktion ve weist geméf der Randbedingung (3.44) keinen Neigungswinkel der
neutralen Achse an der Enspannung der Scheibe auf. Somit ergibt der naheliegende Vergleich
dieser Verschiebungsfunktion mit der Biegelinie eines Bernoulli-Euler-Balkens vg, der am freien
Rand mit einer Querkraft @ belastet wird (s. Gl. (4.20)), eine vollstéindige Ubereinstimmung
der Funktiosverldufe fiir alle Schlankheitsgrade .

Q® z®  3a?
vp(z) = B\ + ' (4.20)

In Abhéngigkeit vom Parameter A kann die Gleichung (4.20) wie folgt angegeben werden:

_ Q@ 32,
vp = 12\/§Ext)\ a®(3—a) (4.21)

In der Abbildung 4.10 wird die Verschiebung vs fiir die Langen-H6hen-Verhéltnisse % =1 bis

% = 10 zusammen mit den Biegelinien der entsprechenden Balken dargestellt.

Auswirkung vom Parameter \ bei Momentenbelastung

Das Spannungsfeld bei der ,reinen“ Biegung, wie es in der Abbildung 3.3 dargestellt ist, wird
durch die Normalspannung o,, gebildet. Diese ist iiber die Scheibenlinge [ konstant. Die Um-
stellung der Beziehung fiir o, (s. Gl. (3.48)) mit den Gleichungen (4.1) bis (4.4) zeigt, dass diese
bei konstanter ScheibenhGhe h und variierender Scheibenlénge [ nicht vom Schlankheitsgrad der
Scheibe A abhéngig ist. Die Gleichung (4.22) gibt die umgestellte und iiber die Scheibenhd-
he normierte Beziehung fiir die Normalspannung o,, bei der Belastung der Scheibe mit einem

Randmoment wieder.
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Abbildung 4.7: Einfluss der Schubspannung auf den Verlauf der Verschiebung v der gedrungenen
Scheiben

2v/3 M
Ous = -1 % (4.22)
Die Normalspannung o, ist in der Gleichung (4.22) ist von einer dimensionslosen Variablen a
mit dem Wertebereich (—0,5 < a < 0,5) abhéngig.

Die Untersuchung des Einflusses vom Schlankheitsgrad A auf die Normalverschiebung u (z, y)

erfolgt wie auch bei den anderen zwei Lastféllen an der Stelle x = % Die Verschiebungsfunktion

wird dabei zu:

I My
B (f” ) y) = 2E,1,” (4.23)

Nach der Umstellung mit Hilfe von Gleichungen (4.1) und (4.3) sowie der Normierung iiber die
Scheibenhhe mit y = ah, (0,5 <a <0,5) zeigt die Funktion fiir die Normalverschiebung u
eine lineare Abhéngigkeit von A (s. Gl. (4.24)).

" V3 My
~ E,ht

In der Abblidung 4.11 wird die iiber den Querschnitt der Scheibe normierte Normalverschiebung

Aa (4.24)

u an der Stelle x = é dargestellt.

Fiir alle Schlankheitsgrade der Scheibe bleibt der Verlauf der Normalverschiebung u linear
iiber den Querschnitt.

Der Einfluss von A auf die Verschiebung v(z, y) wird an der neutralen Achse der Scheibe

untersucht. Bei y = 0 sieht die Beziehung fiir die Verschiebung v wie folgt aus:

vz, y) = x (4.25)
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Abbildung 4.8: Konvergenz der Verschiebung v gegen den Biegelinienverlauf in der Balkentheorie

Nach der Normierung der Gleichung (4.25) mit z = al, (0 < a < 1) kann man die Verschiebungs-
funktion mit den Gleichungen (4.1) und (4.4) umstellen. Die Verschiebungsfunktion v kann dann
in Abhéngigkeit vom Parameter A bei konstanter Scheibenlinge und variierender Scheibenhthe

wie folgt angeschreiben werden:

MO )\3 2

_ My 4.26
NN (426)

Die Anderung des Verlaufs der Verschiebung v mit steigendem A wird in der Abbildung 4.12
gezeigt.
Die Verschiebungsfunktion v weist fiir jeden Wert von A einen parabolischen Verlauf mit dem

Extremum an der Festeinspannung der Scheibe auf.
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Abbildung 4.9: Vergleich der Normalverschiebungen u; und us an der Einspannung der Scheibe
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Abbildung 4.10: Verschiebung vo und Referenz-Balkenbiegung mit steigendem Parameter A
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4.1.2. Einfluss des Geometrieparameters auf das Spannungs- und Verschiebungsfeld eines

Laminats

Nun werden das Spannungs- und das Verschiebungsfeld eines Laminats mit dem sich &ndernden
Langen-Hohen-Verhéltnis des Laminats untersucht. Auf die Einfiihrung des Schlankheitsgrades
A wird hier verzichtet, da dessen Definition auch die Koeffizienten einschlieit, die erst durch das
Losen des Gleichungssystems bestimmt werden. Die Untersuchung wird an Laminaten konstanter
Hohe und variierender Léange durchgefiihrt, deren Lagenaufbau dem Beispiel-Laminat aus dem
Abschnitt 3.4 gleicht. Die elastischen Eigenschaften der einzelnen Lagen und die angebrachten
Lasten sind ebenfalls dem Abschnitt 3.4 zu entnehmen. Diese Parameterstudie wird fiir die
Langen-Hohen-Verhéltnisse von 1 bis 10 durchgefiihrt.

Das Spannungsfeld des Laminats und die Querschnittsverschiebung v werden an der Stelle
T = é betrachtet. Die Untersuchung der Verschiebung v erfolgt an der neutralen Achse des
Laminats. Dabei miissen die fiir die mittlere Laminatschicht des Beispiel-Laminats bestimmten
Koeffizienten Ag bis GéZ) benutzt werden. Die Ergebnisse fiir die Verschiebung v werden mittels

einer Normierung auf eine Einheitsldange [* vergleichbar gemacht.

Einfluss des Geometrieparameters auf das Spannungs- und Verschiebungsfeld des Laminats
bei Normalkraftbelastung

Die Untersuchung des Verhaltens des Laminats unter Normalkraftbelastung liefert keine neuen
Erkentnisse. Mit den oben definierten geometrischen Bedingungen der Untersuchung ergibt sich
der in der Abbildung 3.15 dargestellte Verlauf der Normalspannung o,, iiber die Hohe des
Laminats fiir alle Langen-Hohen-Verhéltnisse. Das Verschiebungsfeld des Laminats zeigt mit

dem steigenden Verhé&ltnis % tendentiell das gleiche Verhalten wie das der orthotropen Scheibe.

Einfluss des Geometrieparameters auf das Spannungs- und Verschiebungsfeld des Laminats
bei Querkraftbelastung

Bei Querkraftbelastung des Laminats treten im Verlauf der Normal- und Schubspannungen
Besonderheiten auf. Diese werden durch die geschichtete Struktur des Laminats mit den Stei-
figkeitsspriingen an den Schichtgrenzen bedingt. So treten im Verlauf der Normalspannung o,
der in der Abbildung 4.13 fiir alle untersuchten Langen-Hohen-Verhéltnisse dargestellt wird,
an den Grenzen der eizelnen Laminatlagen Spriinge auf. Diese werden mit steigendem Langen-
Hohen-Verhiltnis des Laminats immer gréfler. Die Steigung des Normalspannungsverlaufs in den
beiden &uleren Schichten des Beispiel-Laminats nimmt bei hoheren Langen-Hohen-Verhéltnissen
zu, wobei der Verlauf der Spannung in der mittleren Schicht beinahe kostant bleibt.

Der in der Abbildung 4.14 gezeigte Verlauf der Schubspannung iiber die Laminaththe bleibt
wie auch bei der orthotropen Scheibe fiir alle Langen-Hohen-Verhiltnisse des Laminats unver-
dndert. Die einzige Abweichung tritt bei dem Laminat mit einer quadratischen Form (% = 1)
auf. Der Knick im Verlauf der Schubspannung, der an den Schichtgrenzen auftritt, ist fiir alle
Verhiltnisse gemeinsam.

Im Verlauf der Verschiebung « iiber die Laminathohe ist in der Abbildung 4.15 erstmal kein
Unterschied zu dem Verschiebungsvelauf der orthotropen Scheibe festzustellen. Dieser wird je-

doch bei der Bertrachtung der gedrungenen Laminate in der Abbildung 4.16 sichtbar.
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Abbildung 4.13: Normalspannung o,, mit steigendem Langen-Hohen-Verhéltnis des Laminats
bei Querkraftbelastung

Die auftretenden Knickstellen an den Schichtgrenzen wurden bereits bei der Verifikation der
Ergebnisse im Abschnitt 3.4 angegangen. In den Abbildungen 4.15 und 4.16 ist zu erkennen,

dass diese aus dem mathematischen Modell resultierende Abweichung mit steigendem Lingen-

Hohen-Verhiltnis immer geringer wird.
Der Verlauf der Verschiebung v der neutralen Achse des Laminats dndert sich mit dem stei-

gendem Langen-Hohen-Verhéltnis in gleicher Weise wie bei der orthotropen Scheibe.
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Abbildung 4.14: Schubspannung 7., mit steigendem Léngen-Hohen-Verhéltnis des Laminats bei
Querkraftbelastung
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Abbildung 4.15: Verschiebung » mit steigendem Léingen-Hohen-Verhiltnis des Laminats bei
Querkraftbelastung
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Abbildung 4.16: Verschiebung u in gedrungenen Laminaten unter Querkraftbelastung
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Einfluss des Geometrieparameters auf das Spannungs- und Verschiebungsfeld des Laminats

bei Momentenbelastung

Das Spannungs- und das Verschiebungsfeld des Laminats zeigen mit dem steigenden Lingen-
Hohen-Verhiltnis keinen Unterschied im Verhalten gegeniiber der orthotropen Scheibe. Der Ver-
lauf des Spannungsfeldes bleibt fiir alle Verhéltnisse der Laminatlénge zur Laminathche unver-
andert und wird bereits bei der Verifikation der Ergebnisse im Abschnitt 3.4 behandelt (s. Abb.
3.22). Der Einfluss auf den Verlauf der Verschiebungsfunktionen gleicht dem der orthotropen
Scheibe (s. Abb. 4.11 und Abb. 4.12).

4.2. Materialparameter

In diesem Abschnitt werden die Auswirkungen der variierenden Materialparmater F,, v,, und
G2y auf die sich unter den Normalkraft-, Querkraft- und Momentenbelastung in der orthotropen
Scheibe einstellenden Verschiebungsfelder behandelt. Es wird angenommen, dass die Anderung
der Werkstoffparameter den gleichen Einfluss auf das Verschiebungsfeld eines Laminats wie in ei-
ner orthotropen Scheibe, hat. Die Materialparameter haben im Losungsansatz mit der Airyschen
Spannungsfunktion keinen Einfluss auf die Spannungsfelder, da sie erst mit den konstitutiven Be-
ziehungen bei der Berechnung der Verzerrungen den Eingang in die Rechnung finden. Dies kann
den im Abschnitt 3.1 hergeleiteten Gleichungen entnommen werden. Der Einfluss des E-Moduls
in y-Richtung wird hier nicht behandelt, da er in den untersuchten Lastfillen aus der Rechnung
herausfillt. Bei der Untersuchung der Verédnderung der Verschiebungsfelder mit den sich &n-
dernden Materialparametern wird die orthotrope Scheibe mit den im Abschnitt 3 verwendeten
Lasten beaufschlagt. Bei der Untersuchung der Auswirkung von einem der betrachteten Mate-
rialparameter auf das Verschiebungsfeld der Scheibe werden in allen Lastfillen fiir die anderen

Beiden die Standardwerte aus der Tabelle 3.1 genommen.

4.2.1. Auswirkung der Werkstoffeigenschaften auf das Verschiebungsfeld in der
orthotropen Scheibe unter Normalkraftbelastung.

Als Erstes wird der Einfluss des E-Moduls F, auf das Verschiebungsfeld der Scheibe unter-
sucht. Dabei wird die Verschiebung v in der Scheibenmitte, also bei x = é, betrachtet. Die
Verschiebung v ist an der neutralen Achse der Scheibe gleich Null. Die Auswirkung der Mate-
rialparameter auf diese Verschiebungskomponente wird deswegen in diesem Lastfall am oberen
Scheibenrand (y = —%) untersucht. Auf den Verlauf beider Verschiebungskomponenten hat die
Anderung des E-Moduls keine Auswirkung, sondern nur auf deren Betrag. Die Abbildung 4.17
zeigt die Verschiebungskomponenten u und v in der Scheibe mit unterschiedlichen E-Moduln
zwischen 130000 MPa und 150000 MPa.

Die erwartete Abnahme im Betrag beider Verschiebungskomponenten mit dem steigenden
E-Modul des Werkstoffs ist in der Abbildung deutlich erkennbar.

Der zweite Werkstoffparameter, der auf die Verformung der orthotropen Scheibe unter Nor-
malkraftbelastung Einfluss hat, ist die Querkontraktionszahl v,,. Dieser Parameter wirkt sich
auf die Verschiebung v aus. Die Verschiebung u wird von v, nicht beeinflusst. So nimmt bei
gleich bleibender Verschiebung u die Verschiebung v am oberen Rand der Scheibe mit steigender

Querkontraktionszahl, wie es in der Abbildung 4.18 dargestellt wird, zu.
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Abbildung 4.17: Verschiebungsfeld der orthotropen Scheibe unter Normalkraftbelastung mit
steigendem E-Modul F,
a Einfluss auf die Verschiebung u in der Mitte der Scheibe, b Einfluss auf die
Verschiebung v am oberen Rand der Scheibe.

Der Schubmodul G, hat keinen Einfluss auf das Verschiebungsfeld der Scheibe bei Normal-
kraftbelastung.

4.2.2. Auswirkung der Werkstoffeigenschaften auf das Verschiebungsfeld in der
orthotropen Scheibe unter Querkraftbelastung.

Unter der Querkraftbelastung wird das Verschiebungsfeld der orthotropen Scheibe von den Werk-
stoffparametern E,, v, und G, beeinflusst. So nimmt die Neigung des Scheibenquerschnitts
mit dem steigenden E-Modul (s. Abb. 4.19a), und damit auch die Verschiebung v an einem
Punkt des Querschnitts mit den Koordinaten (x = %, y), linear ab. Die Absenkung der neutra-
len Achse der Scheibe wird, wie es in der Abbildung 4.19b dargestellt ist, mit zunehmendem
E-Modul ebenfalls geringer.

Der Einfluss der Querdehnzahl v, auf die Verschiebung w ist iiber die Scheibenlénge konstant.
Uber die Scheibenhéhe variiert die Auswirkung von Vzy, Sodass sie an den oberen und unteren
Scheibenréindern maximal und an der neutralen Achse der Scheibe gleich Null ist.

Auf die Verschiebung v ist die Auswirkung von v, an der Einspannung der Scheibe maximal
und nimmt mit fortschreitendem x ab, so dass sie bei x = [ zu Null wird. Des weiteren hat
Vzy keinen Einfluss auf die Auslenkung der neutralen Achse der Scheibe. Aus diesem Grund
findet die Untersuchung des Verlaufs der Verschiebung v am oberen Scheibenrand statt. Im
Vergleich zu den eintretenden Verschiebungen ist die durch die Verdnderung der Querdehnzahl
hervorgerufene Anderung des Verschiebungsverlaufs sehr gering. So ist bei der Betrachtung des
gesamten Scheibenquerschnitts in der Abbildung 4.20a der Einfluss der Querdehnzahl auf die
Verschiebung « nicht zu erkennen. Dieser ist erst bei einer starker Vergréferung des Veschie-
bungsverlaufs, wie es in der Abbildung 4.20b dargestellt ist, sichtbar. In der Abbildung 4.20b
ist die Verringerung der Querschnittsneigung mit der steigender Querdehnzahl erkennbar.

Der Einfluss der Querdehnzahl v,,, auf die Verschiebung v ist in der Abbildung 4.21 dargestellt.

Dieser ist ebenfalls erst mit starker Vergroflerung erkennbar. Mit steigender Querdehnzahl nimmt
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Abbildung 4.18: Einfluss der Querkontraktionszahl v,, auf die Verschiebung v am oberen Rand
der Scheibe unter Normalkraftbelastung

die Verschiebung v am oberen Scheibenrand zu, wie es in der Abbildung 4.21b zu sehen ist.

Der hohere Schubmodul G, bewirkt eine Verringerung der Neigung des Scheibenquerschnitts.
Somit tritt der maximale Einfluss dieses Werkstoffparamters auf die Verschiebung « am oberen
und unteren Scheibenrand auf. In der Abbildung 4.22a wird der Verlauf der Verschiebung u iiber
die Scheibenhohe fiir die in technischen Anwendungen gingigen Schubmoduln zwischen 2000
MPa und 8000 MPa dargestellt. Am zehnfach vergrofierten Verlauf der Verschiebung v am oberen
Scheibenrand, der in der Abbildung 4.22b angegeben ist, ist der nichtlineare Zusammenhang
zwischen dem Verschiebungsverlauf und dem Schubmodul zu erkennen.

Die Auswirkung des Schubmoduls auf den Verlauf der Verschiebung v wird an der neutra-
len Achse der Scheibe untersucht. An den Verschiebungsverldufen in der Abbildung 4.23a ist
die Verringerung der Verschiebung v mit hoheren Schubmodul deutlich zu erkennen. Nach der
zehnfachen Vergroflerung der Verschiebungsverldufe an der Einspannung der Scheibe, wie es in
der Abbildung 4.23b gezeigt ist, wird die Verringerung der Neigung der neutralen Achse infolge
des Schubs mit dem steigenden Schubmodul deutlich sichtbar. Des weiteren ist der nicht lineare

Zusammenhang zwischen dem Schubmodul und der Verschiebung v erkennbar.

4.2.3. Auswirkung der Werkstoffeigenschaften auf das Verschiebungsfeld in der
orthotropen Scheibe unter Momentengelastung

Unter der Momentenbelastung gehen die Materialparameter £, und v, in die Berechnung des
Verschiebungsfeldes ein. Somit wird hier der Einfluss dieser Kennwerte auf den Verlauf bei-
der Verschiebungskomponenten untersucht. Die Verdnderung des Verschiebungsffeldes mit dem
steigenden E-Modul ist in der Abbildung 4.24 dargestellt. Dabei wird die Verschiebung « an
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Abbildung 4.19: Verschiebungsfeld der orthotropen Scheibe unter Querkraftbelastung mit stei-
gendem E-Modul E,
a Einfluss auf die Verschiebung u in der Mitte der Scheibe, b Einfluss auf die
Verschiebung v an der neutralen Achse der Scheibe

der Stelle z = % (s. Abb.4.24a) und die Verschiebung v an der neutralen Achse der Scheibe
(s. Abb.4.24b) betrachtet. Die Verringerung der beiden Verschiebungskomponenten mit dem
steigenden E-Modul ist deutlich zu erkennen.

In der durch ein Biegemoment beanspruchten Scheibe hat die Querkontraktionszahl v, Ein-
fluss auf die Verschiebung v. Dieser Einfluss ist iiber die gesamte Scheibenléinge konstant. Uber
die Scheibenhthe nimmt er mit dem Quadrat von y zu, so dass er an der neutralen Achse der
Scheibe gleich Null und an den Scheibenréindern maximal ist. Somit wird die Auswirkung dieses
Materialkennwertes am oberen Scheibenrand untersucht (s. Abb. 4.25). Am unteren Scheiben-
rand ist der gleiche Einfluss zu beobachten. Wie es in der Abbildung 4.25a zu sehen ist, ist die
Anderung im Verlauf der Verschiebung v, die durch die sich #ndernde Querdehnzahl hervorge-
rufen wird, im Vergleich zur Auslenkung der momentenbelasteten Scheibe sehr gering. Diese ist

in der Abbildung 4.25b nach einer starken Vergroflerung erkennbar.
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Abbildung 4.20: Einfluss der Querdehnzahl v,, auf den Verlauf der Verschiebung u bei Quer-
kraftbelastung
a Betrachtung des gesamten Scheibenquerschnitts, b 10000-fache Vergréflerung
des Verschiebungsverlaufs aus @ am oberen Scheibenrand
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Abbildung 4.21: Einfluss der Querdehnzahl v, auf den Verlauf der Verschiebung v am oberen
Scheibenrand bei Querkraftbelastung
a Betrachtung der Auswirkung der Querdehnzahl auf den Verlauf der Ver-
schiebung v iiber die gesamte Scheibenlénge, b 10000-fache Vergroflerung des

Verschiebungsverlaufs aus a in der Scheibenmitte (:c = %)
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Abbildung 4.22: Einfluss des Schubmoduls G, auf den Verlauf der Verschiebung v unter Quer-
kraftbelastung
a Betrachtung des gesamten Scheibenquerschnitts, b 10-fache Vergrofierung des
Verschiebungsverlaufs aus @ am oberen Scheibenrand
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Abbildung 4.23: Einfluss des Schubmoduls G, auf die Verschiebung v der neutralen Achse der
Scheibe unter Querkraftbelastung
a Betrachtung der Auswirkung des Schubmoduls auf den Verlauf der Verschie-
bung v der neutralen Achse iiber die gesamte Scheibenlidnge, b 10-fache Ver-
grofferung des Verschiebungsverlaufs aus a an der Einspannung der Scheibe
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Abbildung 4.24:
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Verschiebungsfeld der orthotropen Scheibe unter Biegemomentenbelastung mit
steigendem E-Modul E,

a Einfluss auf die Verschiebung u in der Mitte der Scheibe, b Einfluss auf die
Verschiebung v an der neutralen Achse der Scheibe
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Abbildung 4.25:

Einfluss der Querdehnzahl v, auf den Verlauf der Verschiebung v am oberen
Scheibenrand bei Momentenbelastung

a Betrachtung der Auswirkung der Querdehnzahl auf den Verlauf der Ver-
schiebung v tiber die gesamte Scheibenlinge, b 10000-fache Vergroflerung des

Verschiebungsverlaufs aus a in der Scheibenmitte (a: = é)
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5. Teil Il Kopplung des geraden und des gekriimmten Bereichs zu

einem Profil

In diesem Teil werden die analytisch bestimmten Spannungs- und Verschiebungsfelder der gera-
den und gekriimmten balkenartigen Scheiben unter ,reiner” Biegebelastung miteinander gekop-
pelt. Es werden Scheiben mit dem orthotropen Materialverhalten sowie orthotrop geschichtete
Laminate betrachtet. Fiir den gekriimmten Bereich werden die in [10] hergeleiteten Beziehungen
verwendet. Alle Untersuchungen finden an Scheiben mit gleicher Geometrie und bei gleicher
Belastung statt. Die Rechnung erfolgt im ebenen Spannungszustand. Die Ergebnisse lassen sich
mit der Beziehung (2.35) in den ebenen Verzerrungszustand iiberfiihren.

In diesem Teil wird das isotrope Werkstoffverhalten nicht betrachtet. Im Teil I ist es bereits
gezeigt worden, dass die fiir das orthotrope Werkstoffverhalten im geraden Segment des Profils
hergeleiteten Gleichungen auch fiir die Bestimmung der Spannungs- und der Verschiebungsfelder
in Scheiben mit isotropen Werkstoffeigenschaften verwendet werden koénnen. In [10] wird eben-
falls gezeigt unter welcher Einschrankung die hier verwendeten Gleichungen fiir den zylindrisch

gekriimmten Bereich auch fiir isotrope Werkstoffe gelten.

5.1. Kopplung der Lésungen fiir die gerade und die gekriimmte balkenartige
Scheibe mit orthotropen Werkstoffverhalten

Zunéchst wird die Kopplung der Losungen fiir gerade und gekriimmte balkenartige Scheiben mit
orthotropem Werkstoffverhalten vollzogen. Die verwendeten Werkstoffparameter des geraden
Balkens konnen der Tabelle 3.1 entnommen werden. Fiir den gekriimmten Balken werden die
Materialeigenschaften aus [10] iibernommen. Die fiir den ebenen Spannungszustand relevanten

Werkstoffparameter des gekriimmten Bereichs sind in der Tabelle 5.1 zusammengefasst.

Tabelle 5.1: Materialparameter des gekriimmten Balkens

Materialparameter‘ Wert ‘

E, [MPa] | 10000
E, [MPa] | 135000
Gry [MPa] | 5000
Ver | 027
Vrg -] 0.02

Die Gleichungen fiir die Spannungs- und Verschiebungsfelder in der geraden balkenartigen
Scheibe sind im Abschnitt 3.1 hergeleitet worden. Das Spannungsfeld, das unter der Momenten-

belastung durch die Normalspannung o,, gebildet wird, kann wie folgt angeschrieben werden:

Oz = 6Agy (5.1)
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Die Komponenten des Verschiebungsfeldes lauten:

6A
us = “ry — Dyy + Gs1 (5.2)
X
3A
Vg :-E—s (Vgcyy2 + 1:2) + Dz + G2 (5.3)
X

Das Spannungsfeld des gekriimmten Balkens wird durch die Spannungen o, und o, gebildet.

Diese sind im polaren Koordinatensystem wie folgt definiert:
O =2B. + (1 +5) Cor®* ™' + (1 — 8) D71 (5.4)
Opp =2Bc+5(1+8)Coar®™ ' —5(1 —5) D! (5.5)

Die Schubspannung 7., ist in einer durch ein Biegemoment belasteten gekriimmten Scheibe
gleich Null. Das Verschiebungsfeld der zylindrisch gekriimmten balkenartigen Scheibe setzt sich
aus der Verschiebungskomponente u,. in Umfangsrichtung und der Verschiebungskomponente v,

in Radialrichtung zusammen. Diese lauten:

U = QBEﬂ (1 — 52) + Ge2cos () — Gessin () + Gear + Geg (5.6)
%)
1
ve= - [2Bor (82— pe) + (5 — ) (14 5) Cor® — (s 4 vr) (1~ ) Der™] +
©
Geasin(p) + Gz cos (p) (5.7)

Die Abbildung 5.1 zeigt ein Profil bestehend aus einem geraden und einem zylindrisch ge-
kriitmmten Bereich. Die obigen Gleichungen beschreiben die Spannungs- und Verschiebungsfel-
der, die sich unter einer Momentenbelastung in den beiden Bereichen des Profils einstellen. Sie
enthalten noch 11 unbekannte Koeffizienten Ay bis G, die mit Hilfe der Rand- und Uber-
gangsbedingungen an der Schnittstelle der beiden Bereiche bestimmt werden. Die Herleitung
der Beziehungen (5.4) bis (5.7) erfolgte in [10] in einem polaren Koordinatensystem, das dem
7¢p-Koordinatensystem in der Abbildung 5.1 entspricht. Damit eine einheitliche Koordinatenrich-
tung ausgehend von der Einspannung des Profils in beiden Bereichen herrscht, werden vor der
Kopplung der Spannungs- und Verschiebungsfelder die Gleichungen des gekriimmten Bereichs in
das rp-Koordinatensystem (vgl. Abb. 5.1) mit den Beziehungen der Koordinatentransformation
(5.8) tiberfiihrt.

™

L P=5 0 (5.8)

Die Funktionen beider Spannungskomponenten dndern sich bei der Koordinatentransformation

>

r =

nicht. Sie kénnen den Beziehungen (5.4) und (5.5) entnommen werden. Die beiden Verschie-
bungskomponenten sind von der Koordinatentransformation betroffen, und kénnen nach der

Anwendung der trigonometrischen Additionstheoreme wie folgt angeschrieben werden.
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Y mr

2B
Ue al (E — gp) (1- 32) + Geosin(p) — Gegcos (@) + Gear + Geg (5.9)
E(p 2 ’ ’ I ’
1
Ve =— [2Ber (s* — V) + (8 — Vgr) (L4 8) Cer® — (5 + vgy) (1 — 8) Der™®] +
)
G2 cos (@) + Gezsin (p) (5.10)

Die Verschiebungskomponente u. im gekriimmten Balken ist in Faserrichtung entlang der Koor-
dinate ¢ definiert. Somit stimmt sie an der Schnittstelle der beiden Scheiben mit der Verschie-
bungskomponente u; des geraden Balkens in ihrer Richtung iiberein. Das Gleiche gilt fiir die
Verschiebungskomponenten v und v,.

An den Spannungskomponenten beider Bereiche ist einzusehen, dass der Spannungszustand
weder vom Abstand z im geraden Segment noch vom Winkel ¢ im gekriimmten Segment des
Profils abhéngig ist. Somit kann das Momentengleichgewicht fiir beide Bereiche separat von
einander aufgestellt werden. So lautet das Momentengleichgewicht fiir den geraden Bereich des
Profils:

h

/ o aaydy = -0 (5.11)

t

Ny

Im gekriimmten Bereich ergibt sich das Momentengleichgewicht aus der Forderung:

Ta

M,
/crwprdr =- to (5.12)

T

Anschlieflend sei gefordert, dass sowohl am inneren (r = ;) als auch am #ufleren Rand (r = r,)

des gekriimmten Bereichs die Spannung o, verschwindet.
Orr (T = ri) =0, op (T = Ta) =0 (5.13)

Aus der Festigkeitslehre ist bekannt, dass sich bei Biegung stark gekriimmter Balken eine Nor-
malspannung o, mit ndherungsweise hyperbolischem Verlauf {iber die Hohe des Balkens ein-

stellt. Dieser ist nicht kompatibel mit dem linearen Verlauf der Normalspannung o, im geraden
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Bereich des Profils. Das Gleiche gilt fiir die Normalspannung o,,, denn die entsprechende Nor-
malspannung oy, im geraden Bereich des Profils ist unter Randmomentenbelastung gar nicht
vorhanden. Somit muss beachtet werden, dass beim gegenwirtigen Ansatz der Kopplung die
Spannungsfelder beider Profilsegmente inkompatibel bleiben. Die Herleitung eines verbesserten
Ansatzes zur Kopplung beider Bereiche, bei dem auch die Kompatibilitdt der Spannungsfelder
sichergestellt wird, erfolgt im Teil III dieser Arbeit.

Mit den Beziehungen (5.11) bis (5.13) lassen sich die Konstanten As, B., C. und D, be-
stimmen. Fiir die Bestimmung iibriger Konstanten (D bis G.s) werden Randbedingungen an
der Einspannung des Profils sowie Ubergangsbedingungen an der Schnittstelle beider Segmen-
te aufgestellt. Wie auch bei der Behandlung gerader, balkenartiger, orthotroper Scheiben im
Teil T werden diese an der neutralen Achse des geraden Bereichs angebracht. An dieser Stelle
ist es anzumerken, dass die neutralen Fasern des geraden und des gekriimmten Bereichs nicht
iibereinstimmen. Dieser Umstand wird hier jedoch nicht weiter verfolgt.

Aus der Einspannung des Profils folgt, dass die Konstanten Dy, G5 1 und G 2, wie auch bei der
alleinigen Betrachtung des geraden Segments unter der Momentenbelastung (s. Abschnitt 3.1.3)
null sind. Somit reduziert sich das zu l6sende Gleichungssystem (zusammen mit den Beziehungen
(5.11) bis (5.13) betrachtet) auf acht Gleichungen. Die noch fehlenden Beziehungen werden aus
den Ubergangsbedingungen zwischen den beiden Profilsegmenten abgeleitet. So sei es gefordert,
dass die Verschiebungskomponenten an der neutralen Faser (y = 0) des geraden Bereichs an
der Stelle z = [ den Verschiebungskomponenten des gekriimmten Bereichs am mittleren Radius

T = ”TJF” an der Stelle ¢ = 0 gleich sind.
us(x=10y=0)=u.(r=rm, p=0) (5.14)
vs(x=1,y=0)=v.(r =rm, ¢ =0) (5.15)

Abschlielend wird die Forderung formuliert, dass die Querschnittneigung und die Neigung
der neutralen Faser bei x = [ des geraden Bereichs denen des gekriimmten Bereichs am mitt-
leren Radius und an der Stelle ¢ = 0 gleichen. Man beachte hierbei, dass die Ableitungen der
Verschiebungsfunktion beider Bereiche die gleichen Dimensionen aufweisen miissen. So muss die
Ableitung der Verschiebung v, nach dem Winkel ¢ noch zusétzlich durch den mittleren Radius
rm dividiert werden (s. Gl (5.17)).

Oug _ Ou (5.16)
ay z=l,y=0 87“ T="m, =0

vy _ v, (5.17)
Ox z=l,y=0 rm&p =", =0

Mit den Bedingungen (5.11) bis (5.17) konnen die bisher unbekannten Koeffizienten eindeutig
bestimmt werden. Diese Rand- und Ubergangsbedingungen werden in einer Vektor-Matrix-Form
zusammengefasst und zur Losung an das mathematische Programm MATLAB iibergeben. In

symbolischer Schreibweise ist das Gleichungssystem in der Beziehung (5.18) angeschrieben.

1=

p=q (5.18)
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Die 8 x 8 grofie Koeffizientenmatrix R setzt sich aus den nachfolgend aufgefiihrten Termen

zusammen.
Ry = %h3, Ros =12 — rf, Roz = s (TZ—H — T‘f—H) ,
Roy = -s (Tzls+1 — T;S—H) , Rsgs =2, R33 = (1 + 8) Tf_l,
Rsy = (1—5) r;sfl, Ry =2, Rz = (14 5)rs71,
Ry = (1—s)17, Rso = 'E%Tm (1—s%), Rsg =1,
_ _ _ 372
Rs7 = -rp, Rsg =-1 Re1 =-£-1%,
Rey =-2Tm (82 = Vpr), Rez=-3-715(s—vpr)(s+1), Rea= 2175 (s4 V) (s —1)
E,'m wr) s 63 E,'m or ) 64 E,'m or )
Rgs = -1 Ry = £-1, Rey = -5 (1-s7),
— _ 6 _ 1
Ryr =-1 Rg1 =-£-1, Rgg = -7~

Die iibrigen Terme dieser Matrix sind gleich Null. Der Vektor p enthélt die gesuchten Kon-

stanten.

BT = [As B.C. D, Gc,2 Gc,?) Gc,4 GC,G]

Im Vektor ¢ werden die Kraftgrofien, die Eingang in die Rechnung finden, zusammengefasst.

My M,
"= to- tooooooo

Die Rechnung wurde fiir mehrere Profile mit variierenden geometrischen Abmaflen des geraden
und des zylindrisch gekriimmten Segments durchgefiihrt. So wurden in Anlehnung an die im
Teil I untersuchten geraden balkenartigen Scheiben die Langen-Hohen-Verhéltnisse des geraden
Segments % =3, % =5 und % = 10 betrachtet. Die Geometrie des gekriimmten Segments wurde
ebenfalls mit drei unterschiedlichen mittleren Radien erstellt. Der kleinste betrachtete mittlere
Radius 7, wurde so gewéhlt, dass der innere Radius r; des gekriimmten Bereichs gleich der
Scheibenhohe h ist. Die iibrigen mittleren Radien ergeben sich aus der Verdopplung des jeweils
davor betrachteten Radius und entsprechen somit der dreifachen und der sechsfachen Hohe der
Scheibe.
T, = gh, Tmy = 3N, Ty = 6h

Die analytisch bestimmten Verldufe der Spannungs- und der Verschiebungskomponenten der
untersuchten Profilgeometrien werden den Ergebnissen aus der FE-Rechnung gegeniibergestellt.
So kann auch gepriift werden, ob die geometrischen Parameter einen Einfluss auf die Genauigkeit
der analytischen Rechnung haben. Insgesamt werden neun Profilgeometrien untersucht, die der
gleichen beispielhaften Momentenbelastung My = 250 Nmm ausgesetzt werden. Im Folgenden
werden jedoch die Spannungs- und Verschiebungsfelder in einem Profil mit dem Léngen-Hohen-
Verhiéltnis des geraden Bereichs % = 10 und dem mittleren Radius des gekriimmten Bereichs
Tm = %h dargestellt. Die Verldufe der Spannungs- und Verschiebungskomponenten aus den

Untersuchungen {ibriger Profilgeometrien sind im Anhang A zusammengefasst.
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Die FE-Modelle zur Verifikation der analytischen Lésungen fiir Profile mit variierenden geo-
metrischen Parametern | und r,, werden analog zu den im Teil I verwendeten Modellen mit
rechteckigen Elementen mit linearen Ansatzfunktionen (CQUAD4) vernetzt. Die Feinheit des
FE-Netzes wird in allen Modellen mit 20 Elementen iiber die Profilhéhe eingestellt. Die Anzahl
der Elemente {iber die Lange des geraden Bereichs wird aus der Multiplikation der Elementzahl
iiber die Hohe mit dem Langen-H6hen-Verhéltnis des Flansches bestimmt, so dass die Elemen-
te eine quadratische Form aufweisen. Die Elementgrofie im gekriimmten Bereich wird mit der
Vorgabe der Elementkantenléinge, die der im geraden Segment entspricht, am dufleren Rand fest-
gelegt. Damit wird erreicht, dass die Elemente am dufleren Rand des gekriimmten Segments nicht
grofer als die des geraden Bereichs werden. Das Netz wird zum inneren Profilrand hin augrund
der sich verringernder Lénge des Bogens immer feiner. Die Abbildung 5.2 zeigt das FE-Modell

eines Profils mit den geometrischen Parametern | = 3h und r,, = %h. Damit das FE-Modell
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Abbildung 5.2: FE-Modell des Profils

und das analytische Modell des Profils identisch sind, werden die Knoten beider Segmente in
unterschiedlichen Koordinatensystemen definiert. Die Rechnung im geraden Bereich erfolgt im
kartesischen Koordinatensystem. Fiir die Analyse des gekriimmten Bereichs wird ein zylindri-
sches Koordinatensystem eingefiihrt, in dessen Ursprung sich der Mittelpunkt der Kreisbogen
des Segments befindet (s. auch Abb. 5.1). Die Lagerung und die Anbringung der Last werden
analog zu den FE-Modellen im Teil I modelliert. Bei der Zuweisung der Elementeigenschaften
miissen die verwendeten Koordinatensysteme beachtet werden, denn per Definition verlaufen die
Fasern im geraden Segment in z-Richtng (1. Koordinatenrichtung) und im gekriimmten Bereich
in p-Richtung (2. Koordinatenrichtung). Dementsprechend miissen auch die Materialeigenschaf-
ten so definiert werden, dass unabhéngig vom Koordinatensystem iibereinstimmen.

Fiir alle untersuchten Profilgeometrien weisen die Verldufe der analytisch bestimmten Span-
nungsfelder beider Segmente eine sehr gute Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der FE-
Rechnung in der Mitte des jeweiligen Bereichs auf. Zu dem aus der FE-Rechnung resultierenden
Spannungszustand an der Schnittstelle beider Segmente bestehen jedoch, wie erwartet, erhebliche
Unterschiede in den analytischen Losungen. Dies ist in den Abbildungen 5.3 und 5.4 dargestellt.
Die lokalen Koordinatenachsen r und ¢ im polaren Koordinatensystem des gekriimmten Bereichs
fallen an der Stelle ¢ = 0 in ihren Richtungen mit den Achsen des kartesischen Koordinaten-

systems des geraden Bereichs zusammen. Somit bedarf die Darstellung der Spannungsverlédufe
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in den Abbildungen 5.3 und 5.4 lediglich einer Parallelverschiebung der Spannungskomponen-
ten des gekriimmten Bereich um den Betrag des mittleren Radius 7, in r-Richtung. Zusétzlich
wird hier noch die Normierung iiber die Profilhohe h vorgenommen. Die Verldufe der Span-
nungskomponenten sind, wie bereits oben erklirt, nicht kompatibel. Der tatsichliche Verlauf
der Spannungskomponenten an der Schnittstelle beider Profilsegmente wird in den Abbildungen
5.3 und 5.4 durch den roten Graphen abgebildet (0gst,, und o,y gsty,). In der Abbildung 5.4
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Abbildung 5.3: Verlauf der Normalspannungen o, und o, iiber die normierte Héhe des Profils
h*

wird der Verlauf der Normalspannung o, im geraden Profilsegment, die der dargestellten Span-
nungskomponente o,.. dquivalent ist, nicht dargestellt, da diese Null iiber die gesamte Hohe des
Profils ist.

Die Spannungsfelder beider Profilsegmente unterliegen einem Einfluss von der an der Schnitt-
stelle durch die Geometrieinderung erzeugten Stérung. Der kontinuierliche Ubergang des Span-
nungszustandes im geraden Profilsegment in den Spannungszustand des zylindrisch gekriimmten
Bereichs wird hier von der analytischen Losung jedoch nicht erfasst.

In der Abbildung 5.4 ist zu erkennen, dass die Forderung nach den spannungsfreien Ober- und
Unterkante des Profils (s. Gl. (5.13)) in der FE-Rechnung mit dem verwendeten Netz, das iiber
die Profilhohe 20 Elemente (CQUAD4) aufweist, nicht erfiillt wird. Mit der Verwendung eines
feineren Netzes wird diese Forderung besser approximiert. Dies ist am FE-Modell des Profils mit
den kleinsten untersuchten geometrischen Verhéltnissen % =3 und > = g mit der Verwendung
eines FE-Netzes mit 100 Elementen iiber die Profilhche nachgewiesen worden. Die Abbildungen
mit den Spannungskomponenten in diesem Profil sind im Anhang A untergebracht. Die FE-
Modelle der untersuchten Profilgeometrien sind auf der dieser Arbeit beigefiigten CD-ROM
enthalten.

Nun wird das Verschiebungsfeld im zusammengesetzten Profil betrachtet. Die Kopplung der

Verschiebungskomponenten in beiden Segmenten erfolgt mit den Ubergangsbedingungen (5.14)
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Abbildung 5.4: Verlauf der Normalspannung o, iiber die normierte Profilhdhe h*

bis (5.17). Somit weist das analytisch bestimmte Verschiebungsfeld an der Schnittstelle beider
Segmente fiir alle untersuchten Profilgeometrien im Gegensatz zu den Spannungsverlédufen eine
vollstdndige Kompatibilitdt auf. Die Verschiebungskomponenten in Faserrichtung u,, und wu.,
sind an der Schnittstelle #quivalent. Sie weisen ebenfalls eine hohe Ubereinstimmung mit dem
Verlauf der Verschiebungskomponente urg aus der FE-Rechnung auf. In der Abbildung 5.5 sind
die Verldufe der Normalverschiebungen us, und u., iiber den Querschnitt an der Schnittstelle
beider Bereiche dargestellt. Diese Darstellung wird analog der Darstellung der Spannungskompo-
nenten in den Abbildungen 5.3 und 5.4 nach der Parallelverschiebung der Verschiebungsfunktion
U, um den Betrag des mittleren Radius 7, in r-Richtung erzeugt.

Die Verschiebungskomponenten v und v, stimmen an der Schnittstelle im Schwerpunkt des
Querschnittes ebenfalls miteinander {iberein. Mit den in der Beziehung (5.18) bestimmten Koef-
fizienten ergibt sich aus der Verschiebungsfunktion vy (s. Gleichung (5.3)) an der Stelle x = [ und
y = 0 der gleiche Betrag der Verschiebung wie aus der Verschiebungsfunktion v, (s. Gleichung
(5.10)) an der Stelle r = r,,, und ¢ = 0. Des Weiteren stimmt die Neigung der neutralen Achse
des geraden Segments an der Schnittstelle mit der Neigung der Faser am mittleren Radius im
gekriimmten Bereich iiberein. Fiir die Darstellung beider Verschiebungskomponenten in einem
Diagramm miissen diese zuerst in ein gemeinsames Koordinatensystem transformiert werden.
Die Transformation der Verschiebungskomponenten des gekriimmten Bereichs in das kartesische

Koordinatensystem des geraden Bereichs erfolgt mit folgenden Transformationsbeziehungen.
ul®) = (rp 4 ve) sin (@) + 1 (5.19)
0 = (1 + ve) cos (@) — T (5.20)

Dabei wird mit dem zusétzlichen Summand [ bzw. 7, am Ende der jeweiligen Transformations-

beziehung die Verschiebung des Koordinatenursprungs vorgenommen. Die Abbildung 5.6 zeigt
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die Verschiebungen v und v, im kartesischen Koordinatensystem des geraden Bereichs. Fiir eine

iibersichtlichere Darstellung wird dabei nicht das gesamte Profil abgebildet, sondern nur das

gekriimmte Segment mit dem anschlieSfenden Teil des geraden Bereichs.
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Abbildung 5.6: Verschiebungen v und v, im kartesischen Koordinatensystem

In der Abbildung 5.6 ist deutlich zu erkennen, dass die Verschiebungskomponente v. an der

Schnittstelle des geraden und des gekriimmten Bereichs in Richtung der y-Achse zeigt. Am freien
Rand des Profils entspricht ihre Richtung jedoch der z-Achse. Zusétzlich wird in der Abbildung
5.6 der Vergleich mit den Ergebnissen der FE-Rechnung durchgefiihrt. Der Verschiebungsvek-

tor des gekriimmten Segments muss dabei ebenfalls mit den Beziehungen der Koordinaten-
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transformation (5.19) und (5.20) in das kartesische Koordinatensystem des geraden Bereichs
iiberfithrt werden. Die Ubereinstimmung der analytischen Ergebnisse mit den Ergebnissen der
FE-Rechnung ist sehr gut.

Mit der Beriicksichtigung der Verschiebungskomponente u. in @-Richtung bei der Transfor-
mation der Verschiebung v. in kartesische Koordinaten lésst sich die resultierende Verformung
der mittleren Faser des Profils, wie sie in der Abbildung 5.7 dargestellt ist, abbilden. Die modi-

fizierten Transformationsbeziehungen kénnen hierbei wie folgt angeschrieben werden.

ul® = (1 + ve) sin (cp + :C> +1 (5.21)
U
v((f) = (rm + ve) cos <<p + r> —Tm (5.22)

Dabei muss beachtet werden, dass der Winkel ¢ entgegen dem mathematisch positiven Dreh-
sinn gemessen wird. Somit muss u. mit negativen Vorzeichen in die Beziehungen (5.21) und (5.22)
bei der Transformation der analytischen Ergebnisse eingefiihrt werden. Die Transformation der
FE-Ergebnisse erfolgt ohne den Vorzeichenwechsel. Aufgrund der dreidimensionalen Umgebung
des verwendeten FE-Modells wird in der FE-Rechnung anstelle des polaren Koordinatensystems
ein zylindrisches verwendet. Bei der Definition des Winkels ¢ mit dem gleichen Drehsinn wie in
der analytischen Rechnung dreht sich das gesamte Koordinatensystem, sodass die z-Achse ent-
gegengesetzt zur z-Richtung des geraden Segments zeigt (s. Abb. 5.2). Somit wird im FE-Modell
bei gleicher Anordnung der Koordinatenachsen in der Profilebene der Winkel ¢ positiv gemessen.
Die Abbildung 5.7 zeigt ebenfalls eine sehr hohe Ubereinstimmung des analytisch bestimmten
Verschiebungsfeldes des gesamten Profils mit der Verformung aus der FE-Rechnung.

Abschlieflend kann angemerkt werden, dass mit der Beziehung (5.18) zur Kopplung einer ge-
raden und einer gekriimmten balkenartigen Scheiben zu einem Profil nur fiir das Verschiebungs-
feld zufriedenstellende Ergebnisse erzielt werden. Der Einfluss der aus der Geometrieinderung
an der Schnittstelle beider Bereiche resultierenden Stérung im Spannungsfeld des Profils wird
in der analytischen Losung nicht erfasst. Die Kopplung der Spannungsfelder bedarf einer wei-
teren Betrachtung. Dies geschieht im Teil IIT dieser Arbeit. Mit dem zunehmenden Radius des
gekriimmten Bereichs nidhern sich die Verldufe der Spannungskomponente beider Segmente an.
Dies wird auch mit der Parameterstudie zur Auswirkung des Kriimmungsverhéltnisses auf den

Spannungshaushalt des gekriimmten Bereichs in der Arbeit von P. Merkel (s. [10]) bestitigt.
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Abbildung 5.7: Gesamtes Profil im verformten Zustand

5.2. Kopplung der Lésungen fiir die gerade und die gekriimmte balkenartige
Scheibe aus orthotrop geschichteten Laminaten

Nun wird die Kopplung des orthotrop geschichteten geraden und gekriimmten Segments vorge-
nommen. Dies erfolgt in der gleichen Art und Weise, wie die Kopplung der orthotropen Scheiben.
Die beiden Bereiche bestehen aus gleicher Anzahl n der orthotropen UD-Schichten. Zur Be-
schreibung der jeweils betrachteten Laminatschicht wird analog zur Betrachtung des Laminats
im Teil I ein hochgestellter Index j verwendet. Die verwendeten Beziehungen fiir die Spannungs-
und die Verschiebungsfelder gelten somit nur innerhalb der jeweiligen Laminatlage. Fiir das ge-
rade Segment konnen die Gleichungen fiir die Spannungs- und die Verschiebungskomponenten
aus dem Abschnitt 3.3 iibernommen werden. Unter der hier betrachteten Momentenbelastung
kann das Spannungsfeld in der j-ten Laminatlage des geraden Bereichs demnach mit
o) =640y (5.23)
beschrieben werden. Die Komponenten des Verschiebungsfeldes einer Einzelschicht sind wie folgt
definiert 0
. 6AY , ,
u (e, y) = = Gray = Dly+ Gl (5.24)

S,
x

4 349 ,
vgj)(m, y) =- 20 (Vg%)yQ + a:2> + Dsf%a: + st’% (5.25)

Die Gleichungen zur Bestimmung der Spannungskomponenten einer Einzelschicht im zylin-
drisch gekriimmten Bereich kénnen ebenfalls unverdndert aus [10] iibernommen werden. Diese

sind wie folgt definiert

old) = 2BY) + (14 55) COrsi~1 4 (1 — 5;) D55~ (5.26)
o) = 2B + 55 (14 5;) COr7t — 55 (1 — s;) DY rs7! (5.27)

Die Verschiebungskomponenten der Einzelschicht j des gekriimmten Segments lassen sich nach
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einer einer kleinen Umformung aufgrund der Drehung des Koordinatensystems wie folgt an-

schreiben.
2By (m () ) ) 5)
uf) = =55 (5 =) (1= ) + Gllisin () — Gl cos (o) + Glir + G} (5.28)
[

o) = L [QB(@T (sj2 - V&{)) + (sj - 1/&{)) (1+s; )C( Dpsi — (s + uéﬁ) (1—s5) ng)r'sf] +

ngg cos (p) + G% sin () (5.29)

In den Beziehungen (5.23) bis (5.29) sind insgesamt elf unbekannte Koeffizienten enthalten.
Somit sind fiir die Bestimmung der Spannungs- und der Verschiebungsfelder in beiden aus n
Lagen bestehenden Segmenten 11 - n Rand- bzw. Ubergangsbedingungen erforderlich. An der
Einspannung des Profils kénnen in der Mitte jeder Einzelschicht folgende Randbedingungen

definiert werden:

uD (@ =0, y = 7%'—12* Yiy_ g (5.30)
()
Ous =0 (5.31)
ay =0 y:yj_1+yj
’ 2
v (2 =0,y=0)=0 (5.32)

Bei der Herleitung der Kontinuitdtsbedingungen fiir die Verschiebungskomponenten an den
Schichtgrenzen in einer geraden orthotrop geschichteten Scheibe im Abschnitt 3.3.3 ist es festge-
stellt worden, dass diese nur iiber die Scheibenlédnge | gemittelt erfiillbar sind. Diese Bedingungen

werden auch hier verwendet.

l l
=0 0

l l
=0 0

Im gekriimmten Segment des Profils ist die Mittlung fiir die Erfiillung der Kontinuitétsbedin-

gungen iiber den Winkel ¢ ebenfalls erforderlich. Diese konnen wie folgt angeschrieben werden:

uf (r =+, o) dp = / W (r =0, o) dg (5.35)
»=0 =0

vy (r =r{), w) dp = / gt (7“ =gty w) dg (5.36)
»=0 =0
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()

Hierin sind rg’ und r

(

%

An der Schnittstelle beider Segmente gelten folgende Ubergangsbedingungen:

i+1) der aduflere und der innere Radius der benachbarten Einzelschichten.

uf (e =1,y = B — ) (r =), o= 0) (5.37)
vgj)(le,yzyj%w)zvﬁj) (TZT%),wZO) (5.38)
) ()
Ous _ Que (5.39)
W oyt O |0 o
) )
Ovs _ ?1; (5.40)
oz oty YimLHY i O SNC) R

() 9@ . . D . .
mit ry = 5—— als mittleren Radius der jeweiligen Einzelschicht.

Im gekriimmten Bereich des Profils tritt die Radialspannung o, auf. Fiir diese wird am oberen

und unteren Rand des Segments die Bedingungen der spannungsfreien Profilréinder aufgestellt:
o) (r=r)=0 (5.41)
o™ (r=ry) =0 (5.42)

AuBlerdem wird die Kontinuitit der Radialspannung o, an den Grenzen zwischen den benach-

barten Laminatlagen gefordert.

rr 7

o) (r _ rgﬁ) — oG+ (T _ T<J+1>) (5.43)

Mit der Formulierung der Momentengleichgewichte fiir die beiden Profilsegmente

”;
[0 Mo
oz ydy | =-— (5.44)
7=y ]
)
n
. My
‘ / odrdr| =-= (5.45)
=L o

ist das Gleichungssystem, mit dem die bisher unbekannten Koeffizienten berechnet werden, ein-
deutig l6sbar.

Analog zur Untersuchung des zusammengesetzten Profils mit orthotropen Werkstoffeigen-
schaften im Abschnitt 5.1 werden die Spannungs- und die Verschiebungsfelder in orthotrop
geschichteten Profilen unterschiedlicher Geometrien bestimmt und mit den Ergebnissen der FE-
Rechnung verglichen. Diese Untersuchung erfolgt an einem bereits aus Teil I bekannten Beispiel-
Laminat, das aus drei Lagen besteht, mit dem Lagenaufbau [0 | 90 | 0]. Als konstanter geometri-
scher Parameter wird die Hohe des Profils gewéhlt. Die Lange des geraden Flansches [ und der

mittlere Radius r,, des zylindrisch gekriimmten Segments sind variabel. Bei der Erstellung des
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FE-Modells des Profils wird ein feines FE-Netz mit 60 quadratischen Elementen (CQUAD4) iiber
die Profilhoche gelegt, so dass die FE-Rechnung mit 20 Elementen iiber die Hohe einer Einzel-
schicht durchgefiihrt wird. Eines der verwendeten FE-Modelle mit dem Léngen-Hohen-Verhéltnis
des Flansches % = 3 und dem mittleren Radius des gekriimmten Segments r,, = %h ist in der

Abbildung 5.8 gezeigt. Bei der Zuweisung der Elementeigenschaften muss wie auch in den FE-

Abbildung 5.8: FE-Modell des orthotrop geschichteten Profils mit % =3 und * = %

Modellen des Profils aus orthotropem Werkstoff das Koordinatensystem beachtet werden. Des
weiteren verlaufen die Fasern in der 90°-Lage normal zu der Ebene, in der das Profil konstru-
iert wurde. Dies muss bei der Definition der Materialeigenschaften sowohl in der analytischen
als auch in der FE-Rechnung beriicksichtigt werden. Im FE-Modell des Profils wird der 90°-
Lage aus diesem Grund ein Werkstoff mit isotropen Eigenschaften (F = 10000 MPa, v = 0,27)
zugewiesen.

In der analytischen Rechnung hat der Faserverlauf der 90°-Lage unterschiedliche Auswirkun-
gen auf die Annahmen fiir das Materialmodell in beiden Segmenten. Im geraden Segment muss
lediglich berticksichtigt werden, dass die richtigen Materialparameter in der Rechnung verwendet
werden. Im gekriimmten Bereich muss zusétzlich eine geringe kiinstliche Orthotropie eingefiihrt
werden, da das Gleichungssystem mit den verwendeten Gleichungen und dem Orthotropiepa-
rameter s = 1 nicht losbar ist. Die in der Rechnung verwendeten Werkstoffparameter sind in
Tabelle 5.2 zusammengefasst. Die Angaben gelten im globalen Koordinatensystemen des Lami-
nats.

An dem zu losenden Gleichungssystem (s. Gl. (5.30) bis (5.45)) ist zu erkennen, dass die Be-
stimmung des Spannungsfeldes in beiden Segmenten des Profils nicht mehr vollig entkoppelt
von dem Verschiebungsfeld (wie es im orthotropen Profil der Fall ist) erfolgen kann. So wer-
den fiir die Bestimmung der Normalspannung o,, in einem aus n Lagen bestehenden geraden
Segment auch n Gleichungen benétigt. Mit dem in der Beziehung (5.44) aufgestellten Momen-
tengleichgewicht steht nur eine Gleichung zur Verfiigung. Diese war bei der Behandlung des
Profils aus orthotropem Werkstoff vollig ausreichend. Mit den Kontinuitdtsbedingungen fiir die
Verschiebungskomponenten an den Schichtgrenzen stehen insgesamt gentigend Gleichungen zur
Verfiigung, um alle Koeffizienten eindeutig zu bestimmen. Bei der Verifikation der Ergebnisse im

Teil I zeigt sich, dass dies auf den Verlauf der Normalspannung iiber den Querschnitt der gera-
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Tabelle 5.2: Werkstoffparameter der Einzelschichten

gerader Bereich gekriimmter Bereich

Werkstoffparameter Wert Werkstoffparameter Wert
Y = %) IMPa] | 135000 | EY = E? = B [MPa] | 10000
B [MPa] | 10000 | EY) = E) [MPa] | 135000
ES) =B = ES) [MPa] | 10000 | ES) [MPa] | 9999
vy = vy = vl o027 | v =08 =08 | 027
s1 = S3 [-] | 3,6742

S2 -] | 0,9999

den orthotrop geschichteten Scheibe unter der Momentenbelastung keine negative Auswirkung
hat. Die Ergebnisse der analytischen Rechnung wiesen eine sehr gute Ubereinstimmung mit der
FE-Losung auf.

Die Beziehungen fiir die Spannungskomponenten im gekriimmten Segment des Profils, das
aus n orthotropen Lagen besteht, enthalten drei unbekannte Konstanten und erfordern somit
3 - n Gleichungen zu deren Bestimmung. Mit dem Momentengleichgewicht im gekriimmten Be-
reich (5.45), den Bedingungen der spannungsfreien Profilrdnder (5.41) und (5.42), sowie der
Forderung nach der Kontinuitdt der Radialspannung o,, an den Schichtgrenzen (5.43) erhilt
man n + 2 Gleichungen. Die restlichen 2n — 2 erforderlichen Bedingungen werden ebenfalls dem
Verschiebungsfeld entnommen. Bei der Betrachtung der gekriimmten orthotrop geschichteten
Scheibe, die an einem Ende fest eingespannt und am anderen Ende mit einem Randmoment
beaufschlagt wird, ist dies nicht weiter kritisch. Die Untersuchung des gekriimmten Bereichs ist
in [10] durchgefiihrt worden.

Nach der Kopplung beider orthotrop geschichteten Segmente zu einem Profil ist das Verschie-
bungsfeld des gekriimmten Bereichs von der Lange I des geraden Flansches abhéngig. Der Um-
stand, dass fiir die Bestimmung der Koeflizienten in den Beziehungen zur Berechnung der Span-
nungskomponenten auch die Randbedingungen fiir das Verschiebungsfeld herangezogen werden,
fiihrt in der analytischen Losung zu einem Einfluss der Linge [ des geraden Bereichs auf den
Verlauf der Spannungskomponenten im gekriimmten Segment. Dieser Einfluss beruht nur auf
den mathematischen Zusammenhéngen im Gleichungssystem und ist in der realen Struktur nicht
vorhanden. Dies wird auch von der FE-Rechnung bestétigt. In der Abbildung 5.9 ist das Span-
nungsfeld im orthotrop geschichteten Profil bestehend aus einem langen Flansch (% = 10) und
einem zylindrisch gekriimmten Segment mit hoher Kriimmung (rm = %h) dargestellt. Abge-
bildet sind die Spannungsverldufe der Normalspannungen in Richtung der neutralen Faser des
Profils (Abb. 5.9a) und quer zur neutralen Faser des Profils (Abb. 5.9b). Die Inkompatibilitét
der analytisch bestimmten Spannungskomponenten an der Schnittstelle beider Segmente ist wie
auch bei der Betrachtung des Profils aus orthotropen Werkstoff gegeben. Der Verlauf der Nor-
malspannung o,;, im geraden Bereich des Profils entspricht der Spannungskomponente 04,
aus der FE-Rechnung, die sich in der Mitte des Segmentes einstellt. Im gekriimmten Bereich

stimmen die Verldufe der Normalspannungen oy, und o4y, nicht mehr miteinander {iber-
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Abbildung 5.9: Spannungsfeld im aus einem geraden und einem zylindrisch gekriimmten Segmen-
ten bestehenden Profil mit langem Flansch ( % = 10) und starker Kriimmung des
Winkels (TT’“ = %)
a Normalspannung in Richtung der neutralen Faser des Profils, b Normalspan-
nung quer zur neutralen Faser

ein. Sie weisen bei der oben genannten Geometrie des Profils sehr hohe Abweichungen auf. Der
Verlauf der Radialspannung o, aus der analytischen Rechnung weicht ebenfalls stark von den
FE-Ergebnissen ab. Die Spannungen ogs;,., und o, tpE stellen die tatsédchlichen Spannungsver-
ldufe in Richtung der neutralen Faser des Profils und quer zu dieser an der Schnittstelle beider
Segmente dar.

Die Spannungsverldufe aus der analytischen Rechnung mit einem kiirzeren Flansch (% = 3)
weisen eine viel geringere Abweichung von den Ergebnissen der FE-Rechnung auf. Dies ist in
der Abbildung 5.10 dargestellt.

Die analytisch bestimmten Verschiebungskomponenten des Profils sind an der Schnittstelle
beider Segmente mit einander kompatibel. Sie weisen aufierdem eine hohe Ubereinstimmung mit
den Verschiebungskomponenten aus der FE-Rechnung auf. Die Abbildung 5.11 zeigt den Verlauf
der Verschiebung u iiber die Hohe des Profils an der Schnittstelle. Es ist auch zu erkennen, dass
diese Verschiebungskomponente an den Schichtgrenzen des Laminats kontinuierlich ist — es treten
keine Spriinge oder Knicke im Verlauf der Verschiebungsfunktion auf.

Die Kontinuitét der Verschiebungskomponente v an der Grenze zwischen zwei Schichten wird
ebenfalls gepriift (s. Abb. 5.12). Im geraden Segment des Profils verlaufen die Verschiebungs-
funktionen identisch. Die Mittlung dieser Verschiebungskomponente iiber die Segmentlinge in
der Beziehung (5.34) wirkt sich somit wie auch bei der Betrachtung der orthotrop geschichteten
geraden balkenartigen Scheibe im Abschnitt 3.3.3 nicht negativ aus. Des weiteren ist eine sehr
hohe Ubereinstimmung mit dem Verlauf der Verschiebung v aus der FE-Rechnung feststellbar
(s. Abb. 5.12a). Im gekriimmten Segment weichen aufgrund der Mittlung (s. Gl. (5.36)) die
Verlaufe der Verschiebungsfunktionen aus benachbarten Schichten an der Grenze von einander
ab. Dies ist in der Abbildung 5.12b dargestellt. Mit der Verringerung der Kriimmung (groBerer
Radius 7,,,) wird die Ubereinstimmung der Verliufe besser (s. Anhang B).

Analog der Untersuchung des Profils mit orthotropem Werkstoffverhalten wird der verformte

Zustand des Laminats betrachtet. Dies erfolgt ebenfalls an der mittleren Sehne des geschichteten
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Abbildung 5.10: Spannungsfeld im aus einem geraden und einem zylindrisch gekriimmten Seg-
menten bestehenden Profil mit kurzem Flansch (% = 3) und starker Kriimmung
des Winkels (TT*” = %)

a Normalspannung in Richtung der neutralen Faser des Profils, b Normalspan-
nung quer zur neutralen Faser

Profils (2. Laminatlage). In der Abbildung 5.13 sicht man eine deutliche Ubereinstimmung mit
den FE-Ergebnissen.

Die analytische Losung fiir das Spannungs- und das Verschiebungsfeld eines orthotrop ge-
schichteten Profils unter einer Momentenbelastung, in der das Spannungsfeld des gekriimmten
Bereichs eine Abhéngigkeit von der Geometrie des geraden Bereichs aufweist, ist nicht zweck-
méfBig. Des weiteren sind in den Ergebnissen fiir das Spannungsfeld des gekriimmten Bereichs
sehr hohe Abweichungen von der Referenz-Losung aus einer FE-Rechnung feststellbar. Die Er-
wartung, dass beide Spannungskomponenten o, und oy, aus der analytischen Losung einen
identischen Verlauf wie die entsprechenden Spannungen aus der FE-Rechnung in der Mitte des
gekriitmmten Segments aufweisen, wird fiir das orthotrop geschichtete Profil nicht erfiillt. Die
Diskrepanz in den Verldufen der Spannungskomponenten ist in den Loésungen fiir die Profile
mit langem geraden Segment und hoher Kriimmung des gekriimmten Bereichs am grofiten. Sie
nehmen mit den abnehmenden Lénge und Kriimmung der jeweiligen Bereiche ab (s. Diagramme
im Anhang B).

Unter einer Momentenbelastung ist das Spannungsfeld des geraden Bereichs von dessen Lénge
unabhéngig. Beide Spannungskomponenten, die sich im gekriimmten Bereich einstellen, weisen
keine Abhéngigkeit von dem Winkel ¢ auf. Somit kann angenommen werden, dass sich in der
Mitte des gekriimmten Segments vom Profil unter einer Momentenbelastung der gleiche Span-
nungszustand einstellt, wie in der einseitig eingespannten zylindrisch gekriimmten Scheibe. Diese
ist in[10]) betrachtet worden. Des weiteren kann angenommen werden, dass die Verformung des
geraden Bereichs keinen Einfluss auf das Spannungsfeld des gekriimmten Segments hat.

Basierend auf den genannten Annahmen werden zur Bestimmung der gesuchten Koeffizien-
ten Agj ) bis G((jg drei separate Gleichungssysteme aufgestellt. Mit dem ersten Gleichungssystem
werden die Koeffizienten Agj ) bis Gg{%, die zur Ermittlung des Spannungs- und des Verschie-
bungsfeldes im geraden Bereich des Profils notwendig sind, bestimmt. Dieses Gleichungssystem

wird durch die Gleichungen (5.30) bis (5.34) sowie das Momentengleichgewicht im geraden Seg-
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Abbildung 5.11: Verschiebung u an der Schnittstelle des geraden und des zylindrisch gekriimm-
ten Segments

ment (5.44) gebildet. Im zweiten Gleichungssystem werden die Koeffizienten Béj ) bis D((;j ), die
in den Gleichungen zur Bestimmung des Spannungsfeldes im gekriimmten Bereich vorkommen,
berechnet. Dieses System enthélt das Momentengleichgewicht im gekriimmten Segment (5.45),
die Bedingungen zur Radialspannung an den Segmentréindern und den Schichtgrenzen (5.41)
bis (5.43), die Kontinuitdtsbedingungen fiir das Verschiebungsfeld an den Schichtgrenzen (5.35)
und (5.36) sowie die Bedingungen aus der Einspannung der zylindrisch gekriimmten orthotrop

geschichteten Scheibe. Diese sind in den Gleichungen (5.46) und (5.49) angeschrieben.

) (T — D), o= 0) —0 (5.46)
W) (r — D), o= o) —0 (5.47)
ﬁugﬂ _ =0 (5.48)
or r:r%),cpZO
9.0 ~0 (5.49)
890 r:r%),go:O

So wird sichergestellt, dass die Geometrie des geraden Bereichs keinen Einfluss auf das Span-
nungsfeld des gekriimmten Segments hat. Die Koeffizienten G% bis Ggg, die sich ebenfalls bei der
Losung des Gleichungssystems ergeben, werden in der weiteren Rechnung nicht beriicksichtigt.
Zu deren Bestimmung wird ein weiteres Gleichungssystem aufgestellt, in das die Koeffizienten
Agj ) bis ng ) als bekannte Grofien eingehen. Fiir die Bestimmung der vier unbekannten Konstan-
ten pro Einzelschicht j werden die Gleichungen (5.37) bis (5.40) sowie die Kontinuitétsbedingun-
gen an den Schichtgrenzen des gekriimmten Segments (s. Gl. (5.35) und (5.36)) herangezogen.

Die Bedingung zur Querschnittsneigung an der Schnittstelle beider Segmente in der Mitte des
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Abbildung 5.12: Verschiebung v an der Grenze zwischen der Schicht 1 und 2
a Verschiebung v im geraden Bereich b Verschiebung v im gekriimmten Bereich

unverformt
—verformt
-e-verformtpg

y [mm)]

o 1 2 3 4 5 6 7 8 o 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
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Abbildung 5.13: Verformung der mittleren Sehne des orthotrop geschichteten Profils unter der
Momentenbelastung

Profilquerschnitts, die mit der Gleichung (5.39) aufgestellt wird, sowie die Neigung der mittleren
Sehne (s. GL. (5.40)) des Profils sind die beiden letzten Beziehungen, die dieses Gleichungssystem
vervollstindigen. Die Kopplung der Verschiebungsfelder beider Segmente (bzw. die Formulierung
der Anfangsbedingungen fiir das Verschiebungsfeld des gekriimmten Bereichs) erfolgt somit iiber
die Koeffizienten G((ZJQ) bis fo%

Die Rechnung wurde fiir orthotrop geschichtete Profile mit gleichen geometrischen Parametern
wie oben durchgefiihrt. Es ist dabei festgestellt worden, dass die Spannungskomponenten des ge-
kriimmten Bereichs 0., und o, bei hoher Kritmmung auch hier relativ hohe Abweichungen von
den mit FEM bestimmten Spannungen aufweisen. Diese sind jedoch fiir alle untersuchten Lingen
des geraden Bereichs gleich. In der Abbildung 5.14 sind die Spannungskomponenten, die sich
in beiden Segmenten eines orthotrop geschichteten Profils mit den geometrischen Parametern
l = 10h und r,, = %h unter einer Momentenbelastung My = 250 Nmm einstellen, dargestellt.
Mit dem steigendem mittleren Radius r,, des Segments wird die Abweichung geringer. So ist die
Ubereinstimmung der analytisch und der mit FEM bestimmten Spannungsfelder in einem Profil

mit geringer Kriimmung des zylindrisch gekriimmten Segments sehr gut. Die Abbildung 5.15
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Abbildung 5.14: Spannungsfeld im aus einem geraden und einem zylindrisch gekriimmten
Segmenten bestehenden orthotrop geschichteten Profil mit langem Flansch

(% = 1()) und starker Kriimmung des Winkels (TT’” = %) — bestimmt mit se-

paratem Gleichungssystem
a Normalspannung in Richtung der neutralen Faser des Profils, b Normalspan-
nung quer zur neutralen Faser

zeigt die Spannungskomponenten in einem Profil mit dem mittleren Radius des gekriimmten
Bereichs r,,, = 6h.

Die analytische Losung fiir das Verschiebungsfeld im geraden Bereich des Profils weist trotz der
Mittlung in den Kontinuitétsbedingungen (s. Gl. (5.33) und (5.34)) tiber die Lange [ eine gute
Ubereinstimmung der Ergebnisse an den Grenzen der benachbarten Laminatlagen auf. Aufierdem
stimmt der Verlauf der Verschiebungsfunktionen mit dem der Verschiebungskomponenten aus
der FE-Rechnung iiberein. Dies ist in der Abbildung 5.16a fiir die Verschiebung v an der Grenze
zwischen der Schicht 1 und 2 des Beispiel-Laminats (die Indices S1 und S2 kennzeichnen die
jeweilige Laminatschicht) dargestellt.

Die Kontinuitdtsbedingungen fiir die Verschiebungskomponenten des gekriimmten Bereichs
sind ebenfalls nur gemittelt erfiillbar, und zwar tiber den Winkel ¢ (s. Gl. (5.35) und (5.36)).
Dies bedeutet, dass die analytisch bestimmten Verldufe der Verschiebungsfunktionen an einer
Schichtgrenze von einander abweichen kénnen. In der Abbildung 5.16b verlaufen die Graphen
der Verschiebungsfunktionen v.g,, und v.sy, an der Grenze zwischen der ersten und zweiten
Lage des Beispiel-Laminats beinahe identisch. Sie wiesen auch eine gute Ubereinstimmung mit
dem Verschiebungsverlauf aus der FE-Rechnung auf. Die Koeffizienten der Verschiebungsfunk-
tionen u. und v, hidngen von der Lange des geraden Bereichs und dem Kriimmungsradius des
gekriimmten Bereichs ab. Dies fithrt dazu, dass die Ubereinstimmung der Verschiebungsver-
ldufe im gekriimmten Segment mit der Geometrie des Profils variiert. So sind im Profil mit
einem kurzen Flansch und kleinem Kriimmungsradius relativ groffe Abweichungen in den Ver-
laufen der analytisch bestimmten Radialverschiebung v. aus den benachbarten Schichten an
der Schichtgrenze feststellbar (s. Abb. 5.17). Des weiteren weichen die Verldufe beider Verschie-
bungsfunktionen ebenfalls von der Radialverschiebung aus der FE-Rechnung ab. In Profilen, bei
denen eines der beiden geometrischen Parameter grofler wird, ndhern sich die Verldufe an. Die

Ubereinstimmung mit den FE-Ergebnissen wird ebenfalls besser.
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Abbildung 5.15: Spannungsfeld im aus einem geraden und einem zylindrisch gekriimmten
Segmenten bestehenden orthotrop geschichteten Profil mit langem Flansch

(% = 1()) und geringer Kriimmung des Winkels (TTm = 6) — bestimmt mit sepa-

ratem Gleichungssystem
a Normalspannung in Richtung der neutralen Faser des Profils, b Normalspan-

nung quer zur neutralen Faser

Die analytische Losung fiir das orthotrop geschichtete Laminat bedarf weiterer Untersuchun-
gen. Es ist empfehlenswert eine analytische Losung fiir das zylindrisch gekriimmte Segment
mit isotropen Werkstoffverhalten herzuleiten, sodass die Bestimmung des Spannungs- und des
Verschiebungsfeldes in den 90°-Schichten des Laminats ohne eine Einfithrung der kiinstlichen
Orthotropie in der Rechnung erfolgen kann. Ferner ist der Einfluss des Kriimmungsradius auf
das Spannungsfeld im gekriimmten Segment des orthotrop geschichteten Profils zu untersuchen,
um die Abweichungen im Verlauf der Spannungskomponenten bei hoherer Kriimmung des Seg-
ments zu ergriinden. Es ist auch vorstellbar eine andere Ayrische Spannungsfunktion fiir den
gekriitmmten Bereich zu verwenden, um diesen Einfluss zu vermeiden, bzw. ihn zu minimieren.

Die Kopplung des geraden und zylindrisch gekriimmten Segments eines Profils mit ortho-
trop geschichtetem Werkstoffverhalten konnte hier nur mit der separaten Berechnung des Span-
nungsfeldes im gekriimmten Bereich durchgefiihrt werden. Dies erforderte weitere Annahmen
beziiglich des Spannungsfeldes im Profil (s. S. 94). Bei der Kopplung beider Segmente mit ei-
nem Gleichungssystem analog zur Betrachtung des Profils aus orthotropem Material wéren diese
iiberfliissig. Die Losung wére somit einfacher und genauer. Als eine Option wére an dieser Stelle

die Verwendung eines anderen Satzes an Rand- und Ubergangsbedingungen moglich.
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Abbildung 5.16: Verschiebung v an der Grenze zwischen der Schicht 1 und 2 — bestimmt mit

separatem Gleichungssystem
a Verschiebung v im geraden Bereich b Verschiebung v im gekriimmten Bereich
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Abbildung 5.17: Radialverschiebung v, an der Grenze zwischen der Schicht 1 und der Schicht 2
im gekriimmten Segment des untersuchten orthotrop geschichteten Profils mit

 =3hund rp,, = 3h
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6. Teil 11l Kopplung des geraden und des gekriimmten Segments mit

dem Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials.

Im vorangegangen Teil dieser Arbeit ist festgestellt worden, dass bei der analytischen Kopplung
des geraden und des zylindrisch gekriitmmten Segments eines unter Momentenbelastung stehen-
den Profils die Spannungskomponenten an der Schnittstelle beider Bereiche inkompatibel blei-
ben. Der kontinuierliche Ubergang des Spannungszustandes des geraden Bereichs in den Span-
nungszustand des gekriimmten Bereichs wird bisher von der analytischen Loésung nicht erfasst.
Die berechneten Spannungen entsprechen mit hoher Genauigkeit den Spannungskomponenten
aus der FE-Rechnung, die sich in der Mitte beider Segmente des Profils mit orthotropen Werk-
stoffeigenschaften einstellen. An der Schnittstelle beider Bereiche tritt im Spannungsverlauf auf-
grund der Geometriedinderung eine Storung auf, die mit der Entfernung vom Stérungsursprung
abklingt. Des weiteren resultiert aus der Anderung der Normalspannungen an der Schnittstel-
le beider Segmente nach den Gleichgewichtsbeziehungen (s. Gl. (2.7) und (2.8)) das Auftreten
einer Schubspannung, das in der bisherigen analytischen Losung ebenfalls nicht beriicksichtigt
wird. In diesem Abschnitt wird der Versuch unternommen die Inkompatibilitdt der Spannungs-
komponenten aus dem geraden Bereich und dem zylindrisch gekriimmten Bereich des Profils zu
eliminieren. Zum Kinsatz kommt dabei das Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials.

Als Erstes wird fiir die Verschiebungsfelder beider Segmente angenommen, dass deren Kom-
ponenten sich aus einer bekannten Anfangsverschiebung, die in den Gleichungen (6.1) bis (6.4)
mit dem Index ,,0“ gekennzeichnet ist, und einer bislang unbekannten Verschiebung (mit dem

Index ,,1%) zusammensetzen.

Us = Us 0 + Us 1 (6.1)
Us = Vs,0 + Vs,1 (6.2)
Ue = Ue,0 + Ue,1 (6.3)
Ve = Ue,0 + Ve,1 (6.4)

Fiir die Anfangsverschiebungen kénnen die im Abschnitt 5.1 verwendeten Verschiebungsfunk-
tionen eingesetzt werden. Die unbekannten Verschiebungen koénnen als ein Produkt aus zwei
Funktionen, die jeweils nur von einer Variablen abhéngig sind — von x oder von y im gera-
den Bereich bzw. von 7 oder von ¢ im gekriimmten Bereich des Profils, definiert werden. Die

Gleichungen (6.1) bis (6.4) lassen sich dann wie folgt anschreiben:

6A

Us (337 y) = E Sl‘y + Us,l,:p ($) Us,l,y (y) (65)
34, 2, .2

Vs (x, y) = 'Ei (Va:yy +x ) + Vs,l,x (l’) Vs,l,y (y) (6'6)
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2B
ue(r, @) = Ecr (g — g@) (1 — 52) + Geosin (@) — Gezcos (@) + Gear + Gep+
)
Uc,l,r (T) Uc,LgO ((,0) (67)
1
ve(r, ) = = [2307“ (82 — uw) + (s —vpr) (1 +5) Cor® — (s + vgr) (1 — 5) Dcr's] +
)

Gepcos () + Gegsin (@) + Ve, (1) Ve (#) (6.8)

Die Konstanten A bis G ¢ konnen mit dem Gleichungssystem aus dem Abschnitt 5.1 bestimmt
werden. Sie werden hier als bekannt vorausgesetzt.

Basierend auf der Anderung der Funktionsverlidufe von Anfangsverschiebungen us,0 und vg o
mit der Variablen y werden fiir die Terme der unbekannten Verschiebungsfunktionen Uy 14 (v)
und V; 1, (y) des geraden Segments Annahmen getroffen. Da die Verschiebung u, o eine lineare
und die Verschiebung v eine quadratische Abhéngigkeit von y aufweisen, werden folgende

Funktionsterme von Us 1, (y) und V1, (y) definiert:

Us,l,y (y) =Y, ‘/s,l,y (y) = y2 (69)

Im gekriimmten Bereich werden die Verschiebungsfunktionen U, 1, (r) und V1, (r) mittels der
Annahmen festgelegt, da diese an der Schnittstelle beider Segmente den Verschiebungen U 1 4 (v)
und Vi 14 (y) des geraden Bereichs dquivalent sind. Der Einfachheit halber werden sie in gleicher

Potenzordnung wie die Verschiebungsfunktionen des geraden Bereichs formuliert und lauten:
U (r) =71, Veur (r) =12 (6.10)

Fiir die Bestimmung der iibrigen Verschiebungsfunktionen werden mit dem Prinzip vom Mi-
nimum des Gesamtpotentials und den Euler-Lagrange-Gleichungen Differenzialgleichungen auf-
gestellt und anschlieBend gelost. An die Verschiebungsfunktionen Uy 1 . (), Vi1 (2), Uei,e (@)
und V¢ 1, () werden folgende Anforderungen gestellt:

e Reelle Funktionsterme
e Abklingendes Verhalten

Die virtuelle Anderung vom Gesamtpotential 611, die sich bei einer virtuellen Verriickung aus
dem Gleichgewichtszustand des Profils ergibt, kann als eine Summe der virtuellen Anderungen
der inneren Potentiale im geraden und gekriimmten Bereich des Profils 611;, und 61I;, und des

duferen Potentials 011, aufgefasst werden, die nach dem PMG gleich Null ist.
Ol =6 (IL;, + 11;, + I1,) = 0 (6.11)

Die virtuelle Anderung der inneren Potentiale beider Bereiche kann nach Gleichung (2.66) wie
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folgt angeschrieben werden.

N
~+
(«%)
o _
\w\:r

oll;, = oijeijdady (4, j =z, y) (6.12)
_h
2
1 Ta g
olL;, = 2t5//akl€klrdg0dr (k, L=, ) (6.13)
ri 0

Bei einer Momentenbelastung ist die virtuellen Anderung des duferen Potentials als
0ll, = 6 (-Mpyp) = -Mydep (6.14)

definiert. Hierin ist 0¢ die virtuelle Anderung des Verdrehungswinkels am Angriffspunkt des

Biegemoments. Die virtuelle Anderung des Gesamtpotentials nimmt somit die folgende Form

h i

L 3 Ta 2

1

Ol =6 it //aijaijda:dy—i—//aklaklrdgpdr — Myoy| =0 (6.15)
0 r; 0

[Ny

Mit den kinematischen Beziehungen (s. Gl. (2.16)) kénnen aus den Verschiebungsfunktionen,

die mit den getroffen Annahmen wie folgt angeschrieben werden kénnen:

Usg (.%', y) = E Sxy + Us,l,m (33) ) (6.16)
34 2 2 2
vs () = -7 (vayy” +27) + Vo (2) y (6.17)
2B.r /m )
uc(r, p) = z (5 — go) (1- 52) + Geasin (@) — Gegzcos () + Gear
)
+ GC,G + T'UQI’@ (W) (618)
1
Uc(ra (10) = Ef [QBCT (32 - V(pr) + (3 - ng") (1 + S) Cer® — (S + Vapr) (1 — 8) DCT’_S} +
©

Geocos (p) + Gegsin (@) + 172 Ve1 4 (). (6.19)

die Verzerrungen bestimmt werden. Fiir den geraden Bereich lauten diese:

6A, dUs 1,0 (x
1 ()y

5 o Y+ g (6.20)
6A,
Eyy = ‘?mey + 2‘/:9,1,:5 (x) Yy (621)
dVsi. (x
Yoy = Uy () + ke ()2 (6.22)

dx
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Fiir die Bestimmung der Verzerrungen im gekriimmten Segment des Profils miissen kinematische
Beziehungen im polaren Koordinatensystem, deren Herleitung in [17] vorgenommen wird, her-

angezogen werden. Die Verzerrungen des gekriimmten Bereichs kénnen wie folgt angeschrieben

werden.
Ove (1, @) 1 .
Epp = Y F@ [2BC (32 — VW) +5(5—Vpr) (1 +5)Cer 1
+ 5(s+ Vgr) (1= 8) Der™ ] + 2V 1 4 () (6.23)
1 a C I c ) 1 S—
o= 1 “8(; p) v <: ) _ 7 (28 (1= %) 4 (5= ) (149 Cor™™
-s—1 2 2 :
— (s4vg) (1 =) Der®™ '] + ;GCQ cos (p) + ;Gcg sin (¢)
dUc,1,4 (1)
+ 7(1; + Ve () (6.24)
1 Ove (1, o) | Ouc(r, ©)  uc(r, ) 2 .
Tre = 9o + or , =, (Gezcos (¢) — Geasin (p))

+ TdVC,l,go (v)

1
— =G, 6.25
dep ro o ( )

Anschliefend erhélt man mit Hilfe der konstitutiven Beziehungen die Spannungskomponenten
in beiden Profilsegmenten. Die Bestimmung der Spannungen im geraden Bereich erfolgt mit der
Beziehung (2.24).

Ogy = qugx:r: + Qslggyy (626)
Oyy = Q3215mr + Qszggyy (627)
Tey = sts%cy (628)

Die Spannungskomponenten des gekriimmten Bereichs lassen sich in gleicher Weise berechnen.

Die jeweiligen Steifigkeiten gelten dabei beziiglich des polaren Koordinatensystems.

Orr = Qeyy Err + Q6125Lptp (629)
Opp = QeziErr + QennEipp (6.30)
Tro = Qcaa%’go (6.31)

Nach dem Einsetzen der Gleichungen (6.26) bis (6.31) in die Beziehung (6.15) und der Beriick-

sichtigung der Symmetrie der Steifigkeitsmatrizen in den konstitutiven Beziehungen ergibt sich
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die virtuelle Anderung des Gesamtpotentials im Profil zu:

h
L 2
t
oIl = 5 0 / / qugiz + 2Q812€$5€€yy + Q‘S??Ezy + QSSG'ngdydx
0 _h

Ta %
'
+50 / / (Qers & 4 2Qe1nErmpp + QennEny + QugeVr,p) Tdipdr
T 0

— Mosth =0 (6.32)

Auf das weitere symbolische Auflésen — das Einsetzen der Verzerrungen in die Beziehung
(6.32) und die anschliefende Integration, wird hier verzichtet. Stattdessen wird die Gleichung
(6.32) an das Berechnungsprogramm Maple iibergeben. Fiir die weitere Betrachtung ist es mit
den Gleichungen (6.20) bis (6.25) bereits ersichtlich, dass das Prinzip vom Minimum des Ge-

samtpotentials auch als

! 2
511 = 6/]-“3 (Us, UL, Vi VI, 2) da + 5/3 (U, UL Vi V!, o) dp =0 (6.33)
0 0

angeschrieben werden kann. Aufgrund der getroffenen Annahmen (s. Gl (6.9) und (6.10)) kénnen
die Integrale iiber y und r aufgelost werden. Der Integrand F des jeweiligen Bereichs ist somit
nur von den gesuchten Verschiebungsfunktionen U und V, deren Ableitungen U’ und V', sowie
einer unabhéngigen Integrationsvariablen z bzw. ¢ abhéngig. In der Beziehung (6.33) féllt das
dufere Potential heraus, da das Moment am Rand des Profils angreift. Der Integrand F wird

auch als Funktional bezeichnet. Aus dieser Form des PMG koénnen mit Hilfe der Euler-Lagrange-

Gleichungen
gi - (giz)l =0 (6.34)
gﬁ: _ (‘;“‘7;) ~0 (6.35)
gii _ <g§>/ —0 (6.36)
ZJ;CC _ <g{;> —0 (6.37)

vier gewohnliche Differentialgleichungen aufgestellt werden. Diese sind in zwei Differentialglei-
chungssystemen fiir den geraden Bereich und den gekriimmten Bereich des Profils zusammen-
gefasst. Die Losung dieser Differentialgleichungen liefert die gesuchten Funktionen Uj; , (z),
Vile (%), Uetp (@) und Ve, (0).

Fiir den geraden Bereich erhilt man mit den Beziehungen (6.34) und (6.35) aus dem ersten

Integral der Gleichung (6.33) ein Differentialgleichungssystem, das im Allgemeinen wie folgt
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angeschrieben werden kann:

dQUs,l,m (.CC) dv:e,l,:p ($)

K, <dx2 + K, v — + Kg,Usi12 () =0 (6.38)
dz‘/s,l,m (.%') dUs,l,z (l‘)

Kszl <d£L'2 + K822 T + KS23VS,1,:B ($) = K824 (6-39)

Hierin sind die Koeffizienten K, bis Kj,, bekannt. Die beiden Differentialgleichungen kénnen

mit den ausgeschriebenen Koeflizienten wie folgt angegeben werden:

1 d’Us 1 o (z) 1 dVs1x (2)
‘6@511h3 (d,xé) + 2QseshUs71,x (1,‘) + 6 (QSGG - 2@512) h? <7d7:13> =0 (6‘40)
1 d*V, 1 . (2) 2
'ZOQS%hS <d75572> + §Q822h3V8,179& (x)+
1 dUs,l,x (35) 24,
+6 (2Q812 - Qses) h? ( dx > = E, (VﬂﬁyQSQQ - Q812) h? (6‘41)

Dieses Gleichungssystem wird mit dem Berechnungsprogramm Maple aufgelost. Die beiden ge-
suchten Verschiebungsfunktionen Uy 1 4 () und Vs 1, (x) im geraden Profilsegment ergeben sich

zu.

Usiz(x) = 516'%‘7”0 + SQG%JM + Sge'%m + S4e%J2x (6.42)

1 1
4K, K K K

$21°*811 $12°*523

1
Vs,l,z (x) [(Ksstsn + K Ky — K513K521) (Zle'2‘]1$5'1+

—Zle%‘thg + de_%thg - ZQG%JQIS4) +

K524

523

+P (Zl (e‘%‘]lxsl — e%‘hx&) — 7 <e'%‘]2””5’3 — e%bx&;))] + (6.43)

Als Abkiirzungen wurden hierin die folgenden Terme festgelegt:

— \/_2K521K511 (K523K511 — K522K512 —"_ K521K513 + P)

J
! KS21KS11
J2 _ \/_2KS21K811 (K823K811 — KS22K812 + KS21K513 B P)
K821KS11

P = \/K823K811 (K823KS11 - 2KS22K812 - 2K521K813)

+ \/Kv2 K§12 - 2K522K512K521K513 + K2 K2

522 §217 7513
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Z]- = \/_2K521K511 (KS23K511 - K522K512 + K321K513 + P)

ZQ = \/'2KS21K811 (KSQSKSII - KS22KS12 + K821K813 - P)

Die Verschiebungsfunktionen miissen das abklingende Verhalten der Stérung von deren Ursprung
wiedergeben. Fiir die Funktionen U, 1 ,, (x) und V; 1 , () des geraden Segments bedeutet dies das
zum freien Rand hin ansteigende Verhalten, da sie im entgegengesetzt orientierten Koordinaten-
system definiert sind. Somit werden in der weiteren Betrachtung nur die Terme mit positiven
Exponenten betrachtet. Nach dem Einsetzen der Zahlenwerte stellt sich heraus, dass dies die
Terme mit den Konstanten Ss und Sy sind. Demnach reduzieren sich die Gleichungen (6.42) und
(6.43) zu:

Us . (2) = Spe3? + §je3t2 (6.44)
Vit () = © ! [(K Ky, + Koy Koy — Koy Koy, (Zle%JleQJr
s,L,x 4 K521K511K512K523 523 S11 522 512 S13 S21
Loz b Loz K824
— Zye3: 54) + P (-21e87178, + Zyet® 54)} - (6.45)

523

Die unbekannten Konstanten S und Sy werden zusammen mit den Konstanten des gekriimmten
Bereichs aus den Ubergangsbedingungen an der Schnittstelle beider Segmente bestimmt.

Mit dem zweiten Satz der Euler-Lagrange-Gleichungen (s. Gln. (6.36) und (6.37)) werden die
Differentialgleichungen zur Bestimmung der Verschiebungsfunktionen U1, () und V.1 (¢)

gewonnen. Diese lauten:

dQUC,l (SO) dVs 1,z («T) .
Ko (05559 ) s by (P2 )) = Kosin () + Kocos() (040

PV (9) AU 1,4 () :
K621 (d;;) + KC22 7d:;> + KC23VC,1790 (‘P) = Kcz4 S (90) +
+ Ko,y €08 () + Koo (6.47)

Die Koeffizienten K., bis K., setzen sich aus bekannten Groflen zusammen und koénnen wie

folgt angegeben werden:
KCH = 'Q622 (rg - 7’22)

K. —-

C12

(7‘2 - T?) (QC22 + 2Q612)

Wl Do

KC13 = 4Q022Gc72 (Ta - ri)
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KC22 = = (QC22 + 2Q012) (7"2 - 7"?)

KC23 = 5 (713 - 7’?) <4QC11 + 4QC12 + Q622)

KC24 = 2G073 (7“2 - 7”22) (2QC12 + Q022 + QCGﬁ)

K625 = 2GC,2 (7’2 - rzZ) (2Q612 + QCQQ + QCGG)

KC26 = [3DC (Tg_s - 7“1'2_8) (2 =+ S) (S - 1) (5 + Vapr) (chzs + 2Q0118 - QC22 - 2Q012) +
—3C; (Tc21+8 - Tz'2+s) (1+s)(s—2) (Vor — ) (Qe1n5 + 2Qc;, 8 + Qeyy +2Qcy,) +

— 2B, (7“2 - T?) (82 - 4) [Vc,or (3QC12 + 2@011 + QC22) - 52 (2QC11 + 2@622 + 5Q012) +

2

+Qcs +2Q¢,,)] m

Die Differentialgleichungen (6.46) und (6.47) zur Bestimmung der Verschiebungsfunktionen
im gekriimmten Segment koénnen vom Berechnungsprogramm Maple nicht aufgeldst werden.
Der Grund hierfiir sind die in den Stérgliedern enthaltenen sin- und cos-Funktionen. Um das
Differentialgleichungssystem zu l6sen, wird es zunéchst in die Matrixform tiberfiihrt.

|:KCH 0 } [W} _‘_{ 0 Koy [W} +|° 0 } [Uc,l,p(w):| _
0 Keyy Ve1phil?) VC"dlf“(W Key, 0 7dvc‘1(’iﬁhiw) 0 Kegg| [Vertiw (9

N— ————— N— ———— N—— ——

A, A, A,

— |:KC~13 Kc14:| |:Sin(90):| +|: 0 :| (648)
Kegy  Keps cos (¢) Keog

Fiir die homogene Losung des Differentialgleichungssystems wird die rechte Seite der Beziehung

(6.48) zu null gesetzt. Mit dem Losungsansatz
n

U=3 K (6.49)
i=1

erhdlt man ein quadratisches Eigenwertproblem
2 _
(MY + MA+ M) v =0, (6.50)
Zur Losung der Gleichung (6.50) wird diese zunéichst mit Hilfe der Beziehung:

w =AU (6.51)
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linearisiert. Es ergibt sich ein lineares Gleichungssystem, das aus vier Gleichungen besteht und

in Matrixform wie folgt angeschrieben werden kann:

M, M, 0 M,
=1 =21 4+ — =WA+2)t=0 (6.52)

0 1 -I 0

S

I

Hierin ist [ eine 2 x 2-Einheitsmatrix. Die Bezichung (6.52) stellt das sogenannte generalisierte
Eigenwertproblem dar. Aus der Multiplikation mit der Inversen der Matrix W ergibt sich ein
lineares Eigenwertproblem:

(ZW'+ 1)) =0, (6.53)

in dem mit der Berechnung der Nullstellen des charakteristischen Polynoms:
det (ZW™' +I)\) =0 (6.54)

die Eigenwerte A bestimmt werden koénnen. Hierfiir wird ebenfalls das Berechnungsprogramm
Maple eingesetzt. Nach der Durchfithrung der oben beschriebenen Rechenschritte ergeben sich
die gesuchten Eigenwerte als:

A1 =0 (6.55)

Ay =0 (6.56)

_ \/'K011K021 (KC11K623 — K022K012)

A3 (6.57)
K611K021

)\4 — \/'KCMKCzl (;((611[[;—623 - KC22KC12) (6.58)
c114¥e21

Die ersten beiden Eigenwerte ergeben in dem Ansatz (6.49) konstante Verschiebungsfunktionen
fiir alle Werte von . Dies entspricht einer Starrkorperverschiebung. Somit werden A1 und As
in weiterer Rechnung nicht mehr beriicksichtigt. Die Storfunktion an der Schnittstelle beider
Segmente besitzt ein abklingendes Verhalten mit der Entfernung vom ihren Ursprung. Somit
wird in weiterer Rechnung der Eigenwert A4 verwendet, um das gleiche Verhalten der homogenen
Losung zu erreichen. Der ausgewéhlte Eigenwert wird in die Beziehung (6.50) eingesetzt. So

erhdlt man den zugehorigen Eigenvektor v. Dieser lautet:

_ Kegy Keyy
vy = \/‘KC11K621 (Keyy Keyg—Kegy Keyy ) (6.59)

1

Die homogenen Losungen fiir die gesuchten Verschiebungsfunktionen kénnen dann wie folgt
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angeschrieben werden:

\/‘K611K621 (Keyy Kegz —Kegg Keyg)
Kclch21

KC21KC12
\/'K611K021 (K611K623 - K622K612)

ull), (0) =- K4e_( > (6.60)

\/‘K011K621 (Keyy Kegz —Kegg Keyg) > o

v (p) = K4e_< Fen e

c,l,p (661)

Fiir die gesamte Losung des Differentialgleichungssystems ist noch die Bestimmung der Par-
tikuldrlosung erforderlich. Dies erfolgt mit dem Ansatz der rechten Seite. Fiir die gesuchten

Verschiebungsfunktionen werden folgende Anséitze gewéhlt:

Uc(ﬁ),@ (¢) = Cusin () + Cy cos () + Cap” (6.62)

o1 (9) = Cysin (@) + Cs cos () + Cg. (6.63)

Nach dem Bilden der ersten und zweiten Ableitungen der beiden Ansatzfunktionen werden sie
in die Differentialgleichungen (6.46) und (6.47) eingesetzt. Die in den Ans#tzen enthaltenen

unbekannten Koeffizienten C; bis (s werden mithilfe des Koeffizientenvergleichs bestimmt. Sie

lauten:
Cl K012K025 — K013K021 + K013K023 (664)
KCIIKC21 - K011K623 K622K012
CQ _K012K624 — K014K021 + K014K023 (665)
K011K621 - K611K023 + K022K612
C3=0 (6.66)
04 - K611K624 B KC14K022 (667)
KC11K021 - K011K023 + K022K012
05 _ KC13KC22 — KC11KC25 (6.68)
K011KC21 - K011KC23 + K022K012
K.
Cg = —2 6.69
0 KCQS ( )

Die Gesamtlosung des Differentialgleichungssystem setzt sich aus der homogenen und der parti-

kuldren Losung zusammen. Somit kénnen die beiden Verschiebungsfunktionen des gekriimmten
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Bereichs wie folgt angegeben werden:

V/-Keyq Kegq (Keyq Kegg —Kegg Keyy)
. - Kchle . _( 11 21K51111K62213 22 % c1g @
el (9) =- 4€ +

\/_KC11KC21 (K011KC23 - KC22K012)

K..K..— K. .K, K. .K

K012K625 K613K021 + K013K623 in (80) +
ciitre2r = Hreprtress + c24}c12

K., K., — K., ,K K. K

_ K012K024 KCI4K021 + Kcl4KCQ3 cos ((p) (670)

ciitre2r T Hreprfreas + cagtXc12

\/‘K011K021 (Keyy Kegz —Kegg Keyg) o
K011Kc21
4

‘/c,l,cp (90) = Kye <

- Koy Koz = Koy Koy sin () +
K011K021 - KC11K623 + KC22K012
KC13K622 — KCHKCzs COS (<,O> + KCQG (6.71)

K,

€23

- K011K021 - KC11K623 + K022K612

Aufgrund der getroffenen Annahmen beziiglich des Verhaltens der Verschiebungsfunktion ent-
halten die Gleichungen (6.70) und (6.71) eine unbekannte Integrationskonstante Ky. Es sind
somit drei Bedingungen erforderlich, um die Konstanten in den Verschiebungsfunktionen im ge-
raden und gekriimmten Segment zu bestimmen. Fiir die Bestimmung dieser Konstanten werden

folgende Ubergangsbedingungen an der Schnittstelle beider Bereiche gewiihlt:

h

2 Ta

/us (z =1, y)dyz/uc(r,wzo)dr (6.72)
h r;
2

h

2
/vs (z =1, y)dy—/vc(r,w—o)dr (6.73)
h

2

Ta

/TxdeJZ/deT (6.74)

Ti

|

Die Ubergangsbedingungen kénnen nur iiber die Scheibenhohe h gemittelt erfiillt werden.

Die Durchfithrung der beschriebenen Rechenschritte mit den in den Tabellen 3.1 und 5.1
zusammengefassten Werkstoffdaten ergibt komplexe Beziehungen fiir die Verschiebungskompo-
nenten beider Bereiche. In den reellen Verschiebungen kénnen jedoch keine imagindren Terme
auftreten. Somit sind die in (6.9) und (6.10) getroffenen Annahmen nicht zielfithrend, denn
die bestimmten Funktionen erfiillen die gestellten Anforderungen nicht. Die Rechnung wird
trotzdem bis zum Schluss durchgefiihrt. Dabei werden zwei Losungswege betrachtet. Im ersten

Losungsweg werden die Verschiebungskomponenten mit der eulerschen Formel (6.75) aus der
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Exponentialform in die trigonometrische Form iiberfiihrt.
el9) = cos (@) +1-sin () (6.75)

Die imagindren Terme werden dann vernachléssigt, sodass man fiir die weitere Rechnung rein
reelle Verschiebungsfunktionen erhélt. Anschlieend findet die Bestimmung der Verzerrungs-
und der Spannungskomponenten mit den Beziehungen (6.20) bis (6.31) statt. Die bestimm-
ten Verschiebungs- und Spannungsfunktionen werden nachfolgend in die Ubergangsbedingungen
(6.72) bis (6.74) eingesetzt, um die Konstanten Si, S und K4 zu berechnen. Es ist festgestellt
worden, dass die Beziehung (6.72) mit den vorliegenden Verschiebungsfunktionen reell nicht 16s-
bar ist. Dies bedeutet auch, dass die Forderung nach einer kontinuierlichen Verschiebung u in
Faserrichtung {iber den Querschnitt des Profils nicht erfiillbar ist.

Im zweiten Losungsweg werden die Verzerrungs- und die Spannungskomponenten aus den kom-
plexen Verschiebungsfunktionen bestimmt. Die komplexen Verschiebungen us (z, y), vs (z, y),
ue(r, ¢) und v, (r, p) sowie die ebenfalls komplexen Schubspannungen 7, und 7., werden in
die Beziehungen (6.72) bis (6.74) eingesetzt und liefern die bislang noch unbekannten Konstan-
ten S1, S und Kj. Die Konstanten S; und Ss sind komplex und K, ist imaginér. Da beide
Losungswege keine befriedigende Ergebnisse mit den bisherigen Ubergangsbedingungen liefern,
wird eine zusédtzliche Bedingung mit der Gleichheit der Momente an der Schnittstelle beider

Bereiche formuliert:

SIS

Ta

/amydy = /Uwﬂ"dr (6.76)

T

[N

Diese wird anstelle der Beziehung (6.72) in der Rechnung verwendet. Mit der Beziehung (6.76)
ergeben sich im ersten Losungsweg drei reelle Konstanten. Im zweiten Losungsweg sind sie
komplex. Die Imaginirteile werden jedoch bei der Uberfithrung der Spannungs- und der Ver-
schiebungsfunktionen in den reellen Bereich vernachlissigt. Beide Losungswege fiihren auch mit
der Ubergangsbedingung (6.76) zu keinen sinnvollen Ergebnissen. An dieser Stelle wird es dar-
auf verzichtet die Verlaufe der Spannungs- und Verschiebungsfunktionen abzubilden. Diese sind
in entsprechenden Maple-Arbeitsbliattern zusammen mit der durchgefithrten Rechnung auf der
beigefiigten CD-Rom zu finden.

Der gesamte Losungsansatz mit dem Minimum des Gesamtpotentials ist auf den zu Beginn
der Rechnung getroffenen Annahmen fiir die Verschiebung in eine der Koordinatenrichtungen
aufgebaut. Die in (6.9) und (6.10) angeschriebenen Funktionen haben sich als nicht geeignet er-
wiesen, um den Verlauf der Storfunktion an der Schnittstelle des geraden und des gekriimmten
Bereichs in y- bzw. in r-Richtung zu beschreiben. Die Kontinuitédt der Spannungskomponen-
ten an der Schnittstelle beider Segmente kann hier somit nicht sichergestellt werden. Weitere

Forschung mit der Verwendung anderer Annahmen ist erforderlich.
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7. Zusammenfassung und Ausblick

7.1. Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde die Herleitung eines analytischen Ansatzes zur Bestimmung der Spannungs-
und der Verschiebungsfelder in einem segmentierten Profil angestrebt. Dabei wurde das Profil
eines Schubwinkels als der Gegenstand der Untersuchung gew&hlt. Das Schubwinkelprofil kann
in mehrere Segmente mit einfacher Grundgeometrie aufgeteilt werden. So besteht es aus zwei ge-
raden Bereichen und einem zylindrisch gekriimmten Bereich. Mit der Untersuchung eines Profils
erfolgte auch eine Einschrankung auf ebene Problemstellungen.

Zu Beginn der Arbeit wurden analytische Funktionen zur Bestimmung der Spannungs- und
Verschiebungskomponenten im geraden Segment des Profils fiir die drei elementaren Lastfille
Normalkraft-, Querkraft- und Biegemomentbelastung hergeleitet. Die Herleitung fand sowohl
fiir eine orthotrope Scheibe als auch ein orthotrop geschichtetes Laminat statt. Die Losung er-
folgte dabei {iber das Losen der beschreibenden Scheibengleichung. Wiahrend der Herleitung ist
festgestellt worden, dass die Beziehungen zur Bestimmung der Spannungs- und Verschiebungs-
komponenten in einer orthotropen Scheibe ebenfalls im isotropen Materialmodell giiltig sind, da
der Orthotropieparameter s in den untersuchten Lastfillen herausfillt.

Nach der Bestimmung der Spannungs- und Verschiebungsfunktionen wurden diese anhand
eines Vergleichs mit den Ergebnissen einer FE-Rechnung verifiziert. Die Verifikation der Ergeb-
nisse fand fiir Scheiben mit unterschiedlichen geometrischen Abmafien statt. Dies lieferte die
Erkenntnis, ob die Genauigkeit der analytischen Losung mit der Geometrie der Scheibe variiert.
Fiir das Spannungs- und das Verschiebungsfeld der orthotropen Scheibe ergab der Vergleich eine
sehr gute Ubereinstimmung in den Ergebnissen mit der FE-Losung fiir jede untersuchte Schei-
bengeometrie. Die analytisch bestimmten Spannungskomponenten im orthotrop geschichteten
Laminat weisen ebenfalls eine sehr gute Ubereinstimmung der Ergebnissen der FE-Rechnung
fiir alle betrachteten Lastfille auf. Im Verlauf der Verschiebungskomponenten in einem Laminat
unter der Querkraftbelastung treten Abweichungen auf. Diese sind auf die iiber die Laminatlan-
ge gemittelt erfiillbaren Kontinuitédtsbedingungen fiir die Verschiebungen an den Grenzen be-
nachbarter Laminatlagen zuriickzufiihren. Die Abweichungen sind bei gedrungenen Laminaten
ausgepragt. Fiir hohere Langen-Hohen-Verhéltnisse der geschichteten Scheibe fallen sie geringer
aus. Die Untersuchung der Verschiebungsfelder in Laminaten unter Normalkraft- und Biege-
momentbelastung zeigte, dass bei diesen Lastfillen die Abweichungen nicht auftreten, obwohl
die Kontinuitdtsbedingungen bei der Belastung mit einem Biegemoment ebenfalls nur iiber die
Lénge gemittelt erfiillt werden.

Im darauf folgenden Abschnitt wurden mit den analytischen Losungen fiir die Spannungs-
und die Verschiebungsfunktionen Parameterstudien durchgefiihrt. Dabei sind die Einfliisse des
Schlankheitsgrades A und der Werkstoffparameter E,, v,, und G, auf die Verldufe der Span-
nungs- und der Verschiebungskomponenten sowohl in einer orthotropen Scheibe als auch im or-
thotrop geschichteten Laminat untersucht worden. Die Erhéhung des Schlankheitsgrades fiihrt
zur erwarteten Verdnderung der Spannungs- und der Verschiebungskomponenten. Diese steigen
entweder an wie z.B. die Verschiebung v bei Biegemomentbelastung, oder bleiben unveréndert
wie das Spannungsfeld unter Normalkraftbelastung bei konstant gehaltener Hohe der Scheibe.

Von den Materialparametern wird nur das Verschiebungsfeld der Scheibe beeinflusst. Dabei hat

112



Zusammenfassung und Ausblick

der E-Modul in Faserrichtung den grofiten Einfluss auf die Verldufe der Verschiebungskompone-
ten der Scheibe.

Im zweiten Teil der Arbeit ist eine Kopplung einer geraden und einer zylindrisch gekriimm-
ten Scheibe zu einem Profil unter reiner Biegebelastung durchgefithrt worden. Dabei wurden
das orthotrope und das orthotrop geschichtete Materialmodell betrachtet. Fiir die zylindrisch
gekriimmte Scheibe wurden die in [10] hergeleiteten Beziehungen fiir die Spannungs- und Ver-
schiebungskomponenten verwendet. Die Kopplung erfolgte iiber die Kontinuitdtsbedingungen
fiir die Verschiebungsfunktionen an der Schnittstelle beider Segmente. Das Spannungsfeld bleibt
bei diesem Kopplungsansatz jedoch inkompatibel. Im orthotropen Profil weisen die Spannungs-
komponenten eine sehr gute Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der FE-Rechnung in der
Mitte des jeweiligen Bereichs, also bei x = % und ¢ = % (I — Lange des geraden Segments, 1) —
Offnungswinkel des gekriimmten Segments), auf. Der kontinuierliche Ubergang aus dem Span-
nungszustand des geraden Bereichs in den Spannungszustand des gekriimmten Bereichs wird in
der analytischen Losung nicht erfasst, da die aus der Geometrieinderung resultierende Stérung
im Spannungsverlauf an der Schnittstelle beider Segmente nicht beriicksichtigt wird. Der Verlauf
der analytischen Verschiebungsfunktionen beider Bereiche stimmt mit den Verschiebungsverldu-
fen aus der FE-Rechnung sehr gut iiberein.

Bei der Kopplung der Segmente eines orthotrop geschichteten Profils, das an einem Rand des
geraden Bereichs fest eingespannt ist und am freien Rand des zylindrisch gekriimmten Bereichs
mit einem Randmoment beaufschlagt wird, ist festgestellt worden, dass in der analytischen Lo-
sung der Verlauf der Spannungskomponenten im gekriimmten Segment eine Abhéngigkeit von
der Linge des geraden Segments aufweist. Diese Abhéngigkeit ist durch die mathematischen Zu-
sammenhéinge im Gleichungssystem zur Kopplung beider Bereiche bedingt. Sie tritt auf, weil fiir
die Bestimmung der Koeffizienten in den Beziehungen fiir das Spannungsfeld des Profils eben-
falls die Kontinuitdtsbedingungen fiir die Verschiebung an den benachbarten Schichtgrenzen des
Laminats herangezogen werden. Mit der Verwendung eines separaten Gleichungssystems fiir die
Bestimmung der Koeffizienten in den Spannungsfunktionen, in dem die Bedingungen einer Fe-
steinspannung an einem Rand des gekriimmten Bereichs aufgestellt werden, lédsst sich dieses
Problem umgehen. Die Kopplung der Verschiebungen beider Bereiche findet dann nur iiber die
iibrigen Koeffizienten des Verschiebungsfeldes statt. Das Spannungsfeld des gekriimmten Be-
reichs héngt von der Segmentkriimmung ab. Die Untersuchung unterschiedlicher Profilgeometri-
en hat gezeigt, dass bei einer hoheren Kriimmung die analytische Losung fiir das Spannungsfels
des gekriimmten Segments relative hohe Abweichungen zu dem mit FEM bestimmten Verlauf
der Referenzlosung aufweist. Mit héherem Kriimmungsradius wird diese Abweichung geringer.

Im dritten Teil der Arbeit wurde der Versuch unternommen, mit dem Prinzip vom Minimum
des Gesamtpotentials die Kontinuitdt der Spannungsfelder an der Schnittstelle beider Berei-
che sicherzustellen. Dabei sollte die aufgrund der Geometrieinderung an der Schnittstelle der
Segmente auftretende Stérung berticksichtigt werden. Aufgrund der am Anfang der Rechnung
getroffenen Annahmen, die den Verlauf der Storungsfunktion im Verschiebungsfeld beider Pro-
filsegmente quer zur Faserrichtung beschreiben, konnte der kontinuierliche Ubergang aus dem
Spannungszustand des geraden Segments in den Spannungszustand des gekriimmten Segments

nicht erzielt werden.
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Zusammenfassung und Ausblick

7.2. Ausblick

In dieser Arbeit konnten keine zufriedenstellenden analytischen Ergebnisse fiir das Spannungs-
feld im segmentierten Schubwinkelprofil erzielt werden. So bleibt bei dem Kopplungsansatz iiber
die Verschiebungskontinuitidt das Spannungsfeld an der Schnittstelle beider Bereiche des Profils
inkompatibel. Mit dem Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials konnte der kontinuierliche
Ubergang zwischen den Spannungen des geraden und des gekriimmten Bereichs ebenfalls nicht
erreicht werden. Dieser Losungsansatz ist jedoch von den zu Beginn der Rechnung getroffenen
Annahmen abhéngig. So ist eine Anwendung eines Energieprinzips mit anderen Verschiebungs-
funktionen denkbar. Aus diesem Grund sind hier weitere Studien erforderlich. Nach der Ent-
wicklung eines funktionierenden Ansatzes mit dem Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials
fiir ein orthotropes Profil ist eine Erweiterung fiir ein Laminat zu erarbeiten. Im Weiteren ist die
Entwicklung eines Kopplungsansatzes fiir ein mit einer Randkraft belastetes Profil vorstellbar.

Einer weiteren Untersuchung bedarf die analytische Losung fiir das Spannungs- und das
Verschiebungsfeld einer orthotrop geschichteten zylindrisch gekriimmten Scheibe. Die Herlei-
tung einer analytischen Losung mit der Verwendung der im isotropen Materialmodell giiltigen
Spannungs- und Verschiebungsfunktionen fiir die 90°-Lagen hétte zur Folge, dass auf die Einfiih-
rung der kiinstlichen Orthotropie verzichtet werden kénnte. Des Weiteren ist auch das Verhalten
des zylindrisch gekriimmten Laminats mit unterschiedlichen Kriimmungsradien des Segments zu
untersuchen.

In dieser Arbeit wurde die analytische Losung fiir das Spannungs- und das Verschiebungsfeld
in geraden geschichteten Strukturen anhand eines Laminats mit symmetrischen Lagenaufbau der
0°- und 90°-Schichten verifiziert. Der Einfluss des Lagenaufbaus auf die Spannungs- und Verschie-
bungskomponenten des Laminats ist jedoch nicht weiter untersucht worden. Einer eingehender

Untersuchung bediirfen ebenfalls Laminate mit unsymmetrischen Lagenaufbau.
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Untersuchung der Verldufe der Spannungs- und der Verschiebungskomponenten in orthotropen
Profilen mit unterschiedlichen geometrischen Abmaflen

A. Untersuchung der Verldaufe der Spannungs- und der
Verschiebungskomponenten in orthotropen Profilen mit

unterschiedlichen geometrischen AbmaBen

Die nachstehenden Diagramme zeigen den Verlauf der Spannungs- und der Verschiebungskom-
ponenten in orthotropen Profilen. Die Darstellung der Spannungskomponenten findet sowohl
an der Schnittstelle der beiden Bereiche als auch in deren Mitte quer zur Faserrichtung statt.
Die Darstellung der Spannungskomponenten erfolgt nur fiir verschiedene Kriimmungsradien des
gekriimmten Bereichs, da die Anderung der Flanschlinge keinen Einfluss auf deren Verlauf in
einem Profil aus orthotropem Werkstoff hat. Die Verschiebung « in Faserrichtung wird an der
Schnittstelle der beiden Bereiche abgebildet. Die Darstellung der Verschiebung v (quer zu Fa-
sern) findet an der mittleren Faser des jeweiligen Bereichs im kartesischen Koordinatensystem
statt. Bei der Transformation des Verschiebungsfeldes des gekriimmten Bereichs in das karte-
sische Koordinatensystem wird die Verschiebung u« mitberiicksichtigt, sodass die Diagramme
den verformten Zustand des Profils an der neutralen Achse zeigen. In den Diagrammen findet

ebenfalls die Gegeniiberstellung der analytischen und der FE-Ergebnisse.

A.1. Verlauf der Normalspannungen o, und o,
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Abbildung A.1: Verlauf der Normalspannungen o, und o, in einem orthotropen Profil mit

L _ ™m _— 3
E—3und =3
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Profilen mit unterschiedlichen geometrischen Abmaflen

300

200

100

o [MPa]

-100

—-200

-300Q
-0.5

Abbildung A.2: Verlauf der Normalspannungen o,
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Abbildung A.3: Verlauf der Normalspannungen 0., und o,, in einem Profil mit % = 3 und

T —
mo—
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Untersuchung der Verldufe der Spannungs- und der Verschiebungskomponenten in orthotropen
Profilen mit unterschiedlichen geometrischen Abmaflen

A.2. Verlauf der Normalspannung o,

Auf die Darstellung des Verlaufs der Normalspannung oy, wurde hier verzichtet, da diese gleich
Null ist.

45

—Opr,

Abbildung A.4: Verlauf der Normalspannungen o, in einem orthotropen Profil mit % =3 und
Tm _ 3

h — 2
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Untersuchung der Verldufe der Spannungs- und der Verschiebungskomponenten in orthotropen
Profilen mit unterschiedlichen geometrischen Abmaflen
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Abbildung A.5: Verlauf der Normalspannungen o, in einem orthotropen Profil mit % =3 und
'm — 3
h
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Abbildung A.6: Verlauf der Normalspannungen o, in einem orthotropen Profil mit % =3 und

L'm =
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Untersuchung der Verldufe der Spannungs- und der Verschiebungskomponenten in orthotropen
Profilen mit unterschiedlichen geometrischen Abmaflen

A.3. Verlauf der Verschiebungskomponenten

Der Verlauf der Verschiebung u an der Schnittstelle beider Segmente &ndert sich nicht mit dem
Kriimmungsradius des gekriimmten Bereichs. Aus diesem Grund wird diese Verschiebungskom-

ponente fiir die drei untersuchten Flanschléingen und einen Kriimmungsradius betrachtet.
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Abbildung A.7: Verlauf der Verschiebung u in orthotropen Profilen mir % = 3, % =5, % = 10,

T™Tm — 3
und =3

121



Untersuchung der Verldufe der Spannungs- und der Verschiebungskomponenten in orthotropen

Profilen mit unterschiedlichen geometrischen Abmaflen

unverformt
—verformt
-verformtrg

¢ [mm)]

2

3
|
8

Abbildung A.8: Auslenkung der mittleren Sehne des orthotropen Profils mit % =3 und 7* =

unter der Momentenblastung Mg
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Abbildung A.9: Auslenkung der mittleren Sehne des orthotropen Profils mit % =3 und

unter der Momentenblastung M
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Abbildung A.10: Auslenkung der mittleren Sehne des orthotropen Profils mit % =3und 7 =6
unter der Momentenblastung M
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Abbildung A.11: Auslenkung der mittleren Sehne des orthotropen Profils mit % =5und 7* = %

unter der Momentenblastung M
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Abbildung A.12: Auslenkung der mittleren Sehne des orthotropen Profils mit % =5und 7 =3
unter der Momentenblastung M
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Abbildung A.13: Auslenkung der mittleren Sehne des orthotropen Profils mit % =5und 7 =6
unter der Momentenblastung M
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Abbildung A.14: Auslenkung der mittleren Sehne des orthotropen Profils mit % =10und 7* = %
unter der Momentenblastung M
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Abbildung A.15: Auslenkung der mittleren Sehne des orthotropen Profils mit % =10und 7= =3
unter der Momentenblastung M
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Abbildung A.16: Auslenkung der mittleren Sehne des orthotropen Profils mit % =10und * =6
unter der Momentenblastung My
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Untersuchung der Verldufe der Spannungs- und Verschiebungskomponenten in orthotrop
geschichteten Profilen mit unterschiedlichen geometrischen Abmafien

B. Untersuchung der Verlaufe der Spannungs- und
Verschiebungskomponenten in orthotrop geschichteten Profilen

mit unterschiedlichen geometrischen Abmallen

B.1. Verlauf der Normalspannungen o, und o,
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Abbildung B.1: Verlauf der Normalspannungen o,, und o, in einem orthotrop geschichteten

Profil mit % =10 und % = %
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Abbildung B.2: Verlauf der Normalspannungen o,, und o, in einem orthotrop geschichteten
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Abbildung B.3: Verlauf der Normalspannungen o, und o, in einem orthotrop geschichteten

Profil mit % =10 und TTT" =6
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B.2. Verlauf der Normalspannungen o, und o,
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Abbildung B.4: Verlauf der Normalspannungen o, in einem orthotrop geschichteten Profil mit

L _ ™m _— 3
E-lOund =
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Abbildung B.5: Verlauf der Normalspannungen o, in einem orthotrop geschichteten Profil mit
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Abbildung B.6: Verlauf der Normalspannungen o, in einem orthotrop geschichteten Profil mit
L =10 und 7= =6
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B.3. Verlauf der Verschiebungskomponenten
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Abbildung B.7: Verlauf der Verschiebung u in orthotrop geschichteten Profilen mir % =3, % =5,
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Abbildung B.8: Verschiebungskomponente quer zur Faserrichtung im Profil mit % =3und » =

%; a im geraden Bereich, b im gekriimmten Bereich
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Abbildung B.9: Verschiebungskomponente quer zur Faserrichtung im Profil mit % =3und 7 =
3; a im geraden Bereich, b im gekriimmten Bereich
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Abbildung B.10: Verschiebungskomponente quer zur Faserrichtung im Profil mit % = 3 und

= = 6; a im geraden Bereich, b im gekriimmten Bereich
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Abbildung B.11: Verschiebungskomponente quer zur Faserrichtung im Profil mit % = 5 und

o= %; a im geraden Bereich, b im gekriimmten Bereich
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Abbildung B.12: Verschiebungskomponente quer zur Faserrichtung im Profil mit % = 5 und

e = 3; a im geraden Bereich, b im gekriimmten Bereich
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Abbildung B.13: Verschiebungskomponente quer zur Faserrichtung im Profil mit

= = 6; a im geraden Bereich, b im gekriimmten Bereich
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Abbildung B.14: Verschiebungskomponente quer zur Faserrichtung im Profil mit

o= %; a im geraden Bereich, b im gekriimmten Bereich
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Abbildung B.15: Verschiebungskomponente quer zur Faserrichtung im Profil mit

e = 3; a im geraden Bereich, b im gekriimmten Bereich
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Abbildung B.16: Verschiebungskomponente quer zur Faserrichtung im Profil mit % = 10 und

tm = 6; a im geraden Bereich, b im gekriimmten Bereich
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Abbildung B.17: Auslenkung der mittleren Sehne des orthotrop geschichteten Profils mit % =3
und = % unter der Momentenblastung Mg
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Abbildung B.18: Auslenkung der mittleren Sehne des orthotrop geschichteten Profils mit
und 7+ = 3 unter der Momentenblastung My
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Abbildung B.19: Auslenkung der mittleren Sehne des orthotrop geschichteten Profils mit % =3
und 7+ = 6 unter der Momentenblastung My
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Abbildung B.20: Auslenkung der mittleren Sehne des orthotrop geschichteten Profils mit % =5

und = % unter der Momentenblastung Mg
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Abbildung B.21: Auslenkung der mittleren Sehne des orthotrop geschichteten Profils mit % =5
und 7+ = 3 unter der Momentenblastung My
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Abbildung B.22: Auslenkung der mittleren Sehne des orthotrop geschichteten Profils mit % =5
und 7+ = 6 unter der Momentenblastung My
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Untersuchung der Verldufe der Spannungs- und Verschiebungskomponenten in orthotrop
geschichteten Profilen mit unterschiedlichen geometrischen Abmafien
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Abbildung B.23: Auslenkung der mittleren Sehne des orthotrop geschichteten Profils mit % =10

und 2 = % unter der Momentenblastung My
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Abbildung B.24: Auslenkung der mittleren Sehne des orthotrop geschichteten Profils mit % =10
und 7= = 3 unter der Momentenblastung My
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Untersuchung der Verldufe der Spannungs- und Verschiebungskomponenten in orthotrop
geschichteten Profilen mit unterschiedlichen geometrischen Abmafien
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Abbildung B.25: Auslenkung der mittleren Sehne des orthotrop geschichteten Profils mit % =10
und 2 = 6 unter der Momentenblastung My
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