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Kurzzusammenfassung

In dieser Masterarbeit wird ein 3D Disontinuous Galerkin Stromungsloser um Anséatze
fir Hexaeder-Elemente bis zur vierten Ordnung erweitert. Die Implementierungen
werden an geeigneten Beispielen validiert und verifiziert. Dabei wird insbesondere der
Einfluss numerischer Parameter, z.B. der Approximationsordnung auf die Genauigkeit

und die Konvergenzordnung der numerischen Lésung untersucht.

Title of the paper

Extension of a 3D discontinuous Galerkin flow solver
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Abstract
In this master thesis hexahedral elements up to fourth order are added to a 3D
discontinuous Galerkin flow solver. The implementations will be tested through ap-

propriate examples. Especially the influence of numerical parameters are investigated.



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung
1.1 Hintergrund . . . . . . . . ...
1.2 Zielsetzung . . . . . ..

2 Euler-Gleichungen
2.1 Erhaltungsprinzipien . . . . . . .. ... L.
2.1.1 FErhaltung der Masse . . . . . . ... .. ... ... ... ...
2.1.2  Erhaltung des Impulses . . . . . . ... ... ...
2.1.3 Erhaltung der Energie . . . . . ... ... ... ... ...,
2.2 Kompakte Schreibweise . . . . . . . .. ... oL
2.3 Zustandsgleichung und Machzahl . . . . . ... ... ... ... ...

3 Discontinuous-Galerkin-Verfahren
3.1 DG-Ortsdiskretisierung der Euler-Gleichungen . . . . . . . .. . . ..
3.1.1 Numerischer Fluss . . . . ... .. ... .. ... ... ....
3.1.2 Randbedingungen . . . . . . ... ..o oL
3.1.3 Vergleich zur Finiten-Volumen-Methode . . . . .. .. .. ..
3.2 Elemente und Basisfunktionen . . . . . . ... ... ... ..
3.2.1 Transformation auf das Referenzelement . . . . .. .. .. ..
3.2.2 Basisfunktionen . . . .. ..o o000
3.2.3 Numerische Integration . . . . . . ... ... ... ... ...
3.2.4  Gekrimmte Rander . . . . . .. ... 0oL
3.3 Zeitdiskretisierung . . . .. ..o Lo
3.3.1 Explizite Verfahren . . . . . . . ... ...
3.3.2 CFL-Bedingung . . . . . . . .. ... ... ... ... ...
3.4 Fehlerabschatzung und Konvergenzordnung . . . . . . . .. ... ...

4 Stromungsloser TRACE

IV



Inhaltsverzeichnis

5 Numerische Ergebnisse 35
5.1 Konvergenzstudie . . . . . . .. ... L oo 35
5.1.1 Aufbau des Modells . . . . . ... ... ... 35

5.1.2  Auswertung fir DGNODAL . . . .. ... ... ... ..... 40

5.1.3 Auswertung fir DGSEM . . . . ... ... ... ... 43

5.1.4  Vergleich von DGNODAL und DGSEM . . . . . .. ... ... 45

5.2  Umstromung eines Zylinders mit gekrimmten Randern . . . . . . . . 46
5.3 Umstromung eines Tragfliigelprofils . . . . . .. . ... .. ... ... 50

6 Fazit und Ausblick 58



Abbildungsverzeichnis

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9

4.1
4.2

5.1
0.2
2.3
0.4
2.5
5.6
5.7
2.8
2.9
5.10
5.11
5.12
0.13
5.14
5.15
5.16
5.17
0.18
5.19
5.20
5.21

Vergleich zwischen DG und FEM . . . . . . ... .. ... ... ... 11
Definition der Randwerte eines Elements . . . . . .. ... ... ... 12
Eindimensionales Riemann-Problem . . . . . . .. ... .. ... ... 13
Referenzhexaeder . . . . . . . . . ... . ... . 16
Lagrange-Basisfunktionen . . . . . .. ... ... 19
Basisfunktionen héherer Ordnung . . . . . . . .. .. ... ... ... 20
Knoten der kubischen Hexaeder-Elemente . . . . . .. .. .. .. .. 21
Integrationspunkte und Knoten im Eindimensionalen . . . . . . . .. 23
Normalenvektor der gekrimmten Oberflache . . . . . . . . .. .. .. 26
Simulationsprozessablauf . . . . . . ... ... 000 32
Ablaufplan Runge-Kutta-DG-Solver . . . . . . . ... ... ... ... 33
Initialisierung der Konvergenzstudie . . . . . . . . .. ... ... ... 37
Gauf3-Puls auf dem Netz mit 54 Elementen . . . . . . . . . .. .. .. 39
Initialisierungen auf dem Netz mit 2000 Elementen . . . . . . . . .. 40
Simulationsergebnisse auf dem Netz mit 2000 Elementen . . . . . . . 41
Konvergenzraten der DGNODAL-Implementierung . . . . . . . . .. 42
Fehler iiber Freiheitsgrade und CPU-Zeit (DGNODAL) . . . . . . .. 43
Konvergenzraten der DGSEM-Implementierung . . . . . . . ... .. 44
Vergleich von DGNODAL und DGSEM . . . . . ... .. ... .... 45
Vernetzung des umstromten Zylinders . . . . . . . .. ... ... .. 46
Mach-Kontur mit geraden Elementen . . . . . . . . .. .. ... ... 47
Vergleich der Knoten mit geraden und gekriimmten Rénder . . . . . . 47
Mach-Kontur mit gekrimmten Elementen . . . . . .. .. .. .. .. 48
Entropie der Stromung um einen Zylinder . . . . . . ... ... ... 49
Druckbeiwerte am umstromten Zylinder . . . . . . .. .. ... ... 50
Vernetzung des NACAOQO12-Profils . . . . . . . . ... ... ... ... 51
Mach-Konturen mit gekrimmten und geraden Randern . . . . . . . . 52
Referenznetz und Referenzlosung mit dem FV-Solver . . . . . . . .. 52
Vergleich der Entropie . . . . . . . ... .. ... oL 53
Entropie-Kontur verschiedener Approximationsordnungen . . . . . . . 54
Druckbeiwerte am NACA-Profil . . . . ... ... ... ... .. ... 55
Druckbeiwerte der Integrationspunkten am NACA-Profil . . . . . .. 56

VI



Tabellenverzeichnis

3.1 Uberblick tiber DGSEM und DGNODAL

5.1 Verfeinerungsstufen der Konvergenzstudie

VII



Symbolverzeichnis

E
H

me:mﬁ@@::©g§38§ﬁgab§

totale spezifische Energie, Seite 5

totale spezifische Enthalpie, Seite 6

Machzahl, Seite 8

Dichte eines Fluides, Seite 4

numerischer Fluss, Seite 11

Lebesque-Raum mit p = 2, Seite 10

diskreter Funktionsraum der Hexaeder-Elemente, Seite 10
Zerlegung des Gebiets (2, Seite 9

charakteristische Netzgrofle, Seite 9

Element der Zerlegung 7, Seite 9

Randflachen eines Elements k, Seite 10

maximale Polynomordnung der Basisfunktionen, Seite 10
Vandermonde-Matrix, Seite 18

Massenmatrix, Seite 12

Jacobi-Matrix, Seite 17

Vektor der Erdbeschleunigung = (9., gy, 9-)", Seite 5
numerischer Flussvektor, Seite 12

Normalenvektor = (n,ny,n,)?, Seite 10
konservative Flussmatrix, Seite 7

Vektor der konservativen Variablen, Seite 7
Residuenvektor, Seite 12

Steifigkeitsterm (Euler-Fluss), Seite 12
Geschwindigkeitsvektor = (u, v, w)T, Seite 4
physikalische Koordinaten = (x,y, )T, Seite 16
natiirliche Koordinaten = (£, 7, ()T, Seite 16



Abkiirzungsverzeichnis

CFD
CFL
CGNS
DG
DGNODAL
DGSEM
DLR
DOF
ERK
FDM
FE
FEM
FV
FVM
GMC
LG

LGL
TRACE

Computational Fluid Dynamics
Courant-Friedrichs-Lewy

CFD General Notation System
Discontinuous-Galerkin

Nodales Discontinuous-Galerkin-Verfahren
Discontinuous-Galerkin-Spectral-Element-Method
Deutsches Zentrum fiir Luft- und Raumfahrt
Degrees of Freedom

Explizites Runge-Kutta-Verfahren
Finite-Differenzen-Methode

Finite-Elemente

Finite-Elemente-Methode

Finite-Volumen

Finite-Volumen-Methode

General Mesh Connector

Legendre-Gauss

Legendre-Gauss-Lobatto

Turbomachinery Research Aerodynamics Computational En-
vironment



1 Einleitung

Die stetig wachsenden Anspriiche an moderne Turbomaschinen, im Hinblick auf die
Einsparung von Treibstoff und die Reduktion der Emission, machen es unverzichtbar,
genaue Kenntnisse tiber das Verhalten der Stromung zu haben. Neben der analy-
tischen Theorie und den experimentellen Untersuchungen hat sich die numerische
Stromungsmechanik (CFD) in den letzten Jahren als ein wichtiges Werkzeug zur
Beantwortung dieser Fragestellung herausgebildet. Insbesondere durch steigende
Rechenleistung und immer effizienteren numerischen Methoden riickt die CFD in
den Fokus des Auslegungsprozesses und ersetzt bis zu einem gewissen Grad teure
und aufwandige experimentelle Untersuchungen.

Der Ausgangspunkt eines numerischen Verfahrens ist die mathematische Formulierung
eines physikalischen Problems in partiellen Differentialgleichungen. Da diese Gleichun-
gen im Allgemeinen rein analytisch nicht gelost werden kénnen, werden numerische
Methoden, wie zum Beispiel die Finite-Differenzen- (FDM), die Finite-Volumen-
(FVM) oder die Finite-Elemente-Methode (FEM), eingesetzt. Die zugrunde liegenden
Differentialgleichungen der Stromungsmechanik sind die Navier-Stokes-Gleichungen
oder mit Vernachléssigung der Viskositat (Turbulenz) die Euler-Gleichungen. Zur
Ortsdiskretisierung hat sich die FVM als Stand der Technik herausgebildet, die
gewohnlich auf ein Verfahren zweiter Ordnung O(h?) fithrt. Zweite Konvergenzord-
nung bedeutet hier, dass sich bei einer Halbierung der Netzgrofie h der Fehler der
numerischen Losung viertelt. Wiinschenswert ware natiirlich eine moglichst hohe
Konvergenzordnung um éhnliche Fehlergrofien auf vergleichsweise groben Netzen
zu erreichen. In der Regel reduziert sich dabei die Rechenzeit deutlich gegeniiber
Verfahren niedriger Ordnung, vgl. [42]. Von Verfahren hoherer Ordnung spricht man
ab einer Genauigkeitsordnung von > O(h?).

Auf strukturierten Netzen wurden in den letzten Jahren viele Verfahren héherer Ord-
nung entwickelt, die den Raum mithilfe der FDM diskretisieren (siehe dazu z.B. [40]
und [33]). Diese Verfahren sind oft an Effizient und Einfachheit nicht zu schlagen. Der
Nachteil ist die Begrenzung auf strukturierte Netze, die fiir komplexe Geometrien oft
nicht erstellt werden konnen. In den Fokus der Forschung sind deshalb Methoden auf
unstrukturierten Netzen geriickt. Mithilfe von Rekonstruktionsformeln lassen sich
mit der FV-Diskretisierung Verfahren hoherer Ordnung auf unstrukturierten Netzen
realisieren. Die Rekonstruktion der Losung erfolgt durch die Einbeziehung mehrerer
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umliegender Zellen (stencil) mit jeweils konstanten Losungen. Daraus resultieren
nach [37] haufig sehr aufwendige Implementierungen und hohe Rechenkosten.

Eine hoffnungsvolle Alternative zu den genannten Methoden ist das Discontinuous-
Galerkin-Verfahren (DG). Diese Methode wurde als Erstes zur Losung von Neu-
tronentransportproblemen im Jahre 1973 von Reed und Hill angewendet [38] und
erst kirzlich auf allgemeine Probleme der Stromungsmechanik ausgeweitet (sie-
he [4], [5], [11]). Das DG-Verfahren kann als eine Kombination aus der FVM und der
FEM angesehen werden. Wie in der klassischen FEM werden die Test- und Basisfunk-
tionen im gleichen Ansatzraum definiert, woher die Bezeichnung Galerkin stammt.
Fir die Approximationen gelten im Gegensatz zur FEM keine Stetigkeitsbedingungen,
sodass Unstetigkeiten zwischen den Elementen auftreten konnen. Ahnlich der FVM
fithrt dies zu einem numerischen Fluss, der fiir die guten Stabilitatseigenschaften
des DG-Verfahrens fiir hyperbolische Erhaltungsgleichungen verantwortlich ist. Die
Hohe der Konvergenzordnung richtet sich nun nach der Approximationsordnung
innerhalb der Elemente und nicht mehr nach der Groflie des stencils. Die Ordnung des
Verfahrens kann dementsprechend beliebig gesteigert werden, ohne viele Elemente in
der Approximation miteinzubeziehen. Daraus resultiert eine exzellente Eignung der
DG-Diskretisierung fiir eine Parallelisierung des Codes. Weiterhin fiihrt die fehlende
Stetigkeitsbedingung zu nicht gekoppelten Elementen, wodurch jedes Element fiir
sich betrachtet werden kann. Aufgrund dieser lokalen Formulierung ist das DG-
Verfahren pradestiniert fiir eine automatische, lokale Netzverfeinerung und lokale
Erh6hung der Approximationsordnung (hp-Adaption). Die angesprochenen Stérken
und Moglichkeiten machen das DG-Verfahren zu einer interessanten numerischen
Methode mit enormen Potential fiir die Stromungssimulation, siche dazu [4], [31]
und [29].

1.1 Hintergrund

Diese Masterthesis entstand in Zusammenarbeit mit dem Deutschen Zentrum fiir
Luft- und Raumfahrt (DLR). In der Abteilung Numerische Methoden des Insti-
tuts fiir Antriebstechnik in K6ln wird der Stromungsloser TRACE (Turbomachi-
nery Research Aerodynamics Computational Environment) entwickelt. TRACE ist
urspriinglich ein FV-Solver fiir die Losung der instationédren, dreidimensionalen
Navier-Stokes-Gleichungen auf strukturierten und unstrukturierten Netzen. Neben
weiteren Forschungsthemen wie zum Beispiel der Aeroelastik und der Turbulenzmo-
dellierung, wird an der Implementierung des DG-Verfahren zur Ortsdiskretisierung
gearbeitet. Fiir die dreidimensionalen, instationéren Euler-Gleichungen wurde die
DG-Diskretisierung unter der Verwendung von Tetraeder-Elementen bereits realisiert
und dient als Ausgangsbasis fiir diese Arbeit. Die Zeitdiskretisierung wird mittels
einem expliziten Runge-Kutta-Verfahren vollzogen.
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Da TRACE auch in der Industrie Anwendung findet, steht neben der Methode an
sich auch immer die Effizienz, die Kompatibilitéit, die Integration in den vorhandenen
Code und das Qualitatsmanagement im Fokus der Implementierungen.

1.2 Zielsetzung

Ausgangspunkt dieser Arbeit ist die in TRACE implementierte DG-Ortsdiskretisierung
der Euler-Gleichungen mit Tetraeder-Elementen bis zur vierten Ordnung. In der Mas-
terthesis soll der Code nun um nodale Ansétze fiir Hexaeder-Elemente bis zur vierten
Ordnung erweitert werden. Neben den Implementierungen im Strémungsloser TRACE
sind Routinen zur Auswertung der DG-Ergebnisdateien im Post-Processingtool POST
zu schreiben. Weiterhin sind die Entwicklungen an geeigneten Testfillen zu validieren.
Um die Abhéngigkeit der Ordnung des Verfahrens auf die Approximationsordnung
zu Uberpriifen, ist eine geeignete Konvergenzstudie durchzufithren. Aulerdem soll die
Implementierung der gekriitmmten Rander getestet werden. Abschlieend ist mithilfe
der DG-Diskretisierung die Stromung um ein Tragfliigelprofil zu untersuchen.
Parallel zu der Entwicklung der nodalen Hexaeder-Elemente innerhalb dieser Arbeit
wird die DG-Spectral-Element-Method (DGSEM), welche spezielle Interpolations-
und Integrationspunkte benutzt, in den Code implementiert. Diese beiden Verfahren
sind durch geeignete numerische Untersuchungen miteinander zu vergleichen und
auszuwerten.
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Die Euler-Gleichungen sind ein System von nichtlinearen, hyperbolischen Erhal-
tungsgleichungen. Sie stellen die mathematische Beschreibung der Stromung eines
Fluides unter Vernachlédssigung der Reibung dar und sind somit ein Sonderfall der
Navier-Stokes-Gleichungen. Die Nichtberiicksichtigung der viskosen Terme, die ver-
antwortlich fir die Reibung sind, ist fiir die meisten technischen Anwendungen nicht
tragbar. Insbesondere in Randschichten wirkt sich die Viskositét sehr stark auf
das Stromungsverhalten aus. Zur Entwicklung eines neuen numerischen Losers zur
Stromungsberechnung ist es jedoch sinnvoll, in einem ersten Ansatz auf die schwer zu
modellierenden viskosen Terme zu verzichten und diese im Anschluss hinzuzufiigen.

Grundsatzlich basieren die Euler-Gleichungen auf drei Erhaltungsprinzipien: die
Erhaltung der Masse, des Impulses und der Energie. Im Folgenden sollen diese kurz
beschrieben werden [6].

2.1 Erhaltungsprinzipien

2.1.1 Erhaltung der Masse

Das Massenerhaltungsprinzip besagt, dass in einem abgeschlossenen Fluidsystem
weder Masse erzeugt, noch vernichtet werden kann. Daraus ergibt sich die Kontinui-
tatsgleichung

ap B
o TV (u) =0, (2.1)

wobei p die Dichte des Fluids und w = (u,v,w)? der dreidimensionale Geschwindig-
keitsvektor ist.

2.1.2 Erhaltung des Impulses

Das zweite Newton’sche Axiom besagt, dass die zeitliche Anderung des Impulses
eines Fluidteilchens gleich der Summe der am Massenelement angreifenden dufleren
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Krafte ist. Aus diesem Zusammenhang resultiert die Cauchy-Gleichung fiir die
Impulserhaltung in Differentialform

dpu

W—l—v-(pu@u):pg—l—v-T. (2.2)
Hierbei bezeichnet g = (., g4, 9-)" den Vektor der Erdbeschleunigung und 7' den
Spannungstensor. Der Spannungstensor beschreibt die auf die Oberflache einwirken-
den Kréafte und ist unter Annahme eines newton’schen Fluids

2
Tz—<p+3,uV-u)I+,uD, (2.3)

mit dem einwirkenden Druck p, der Viskositat p, der Volumendnderung V - w, der
Einheitsmatrix I und dem Deformationsgeschwindigkeitstensor D [15]. Da bei der
Betrachtung der Euler-Gleichungen die Viskositat vernachlassigt werden soll (u = 0),
wird aus Gleichung 2.2

dpu

W—FV-(pu@u):pg—Vp. (2.4)
Haufig wird zuséatzlich die Erdbeschleunigung nicht beriicksichtigt, womit sich die
endgiiltige, zu betrachtende Gleichung fiir die Impulserhaltung mit

dpu

W‘FV'(WM@U)‘FV}):O (25)

ergibt.

2.1.3 Erhaltung der Energie

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik besagt, dass jede Anderung der totalen
Energie eines Systems gleich der Summe der verrichteten Arbeit und der zugefithrten
Warme ist. Die totale Energie E eines Fluids ist dabei die Summe aus der spezifischen
inneren Energie und der spezifischen kinetischen Energie

|uf?

FE = —. 2.
e+ 5 (2.6)

Die Erhaltungsgleichung fiir die Energie ist demnach

opE
%-I—V-(pEu):pg-u+V-(T-u)+V-(/\VT)+pS. (2.7)
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Unter Vernachlassigung der Schwerkraft g, der Warmequellen $ und der Viskositét
i wird aus der Energieerhaltungsgleichung

OpE
% + V- (pEu+pu) = 0. (2.8)

Ublicherweise wird die Gleichung 2.8 mithilfe der totalen spezifischen Enthalpie

H=E+P2 (2.9)
p

ausgedriickt und ergibt sich damit in der gebrduchlichen Form [15]

5’,80tE + V- (pHu) = 0. (2.10)

2.2 Kompakte Schreibweise

Aus den drei Erhaltungsprinzipien resultiert das System der kompressiblen Euler-
Gleichungen

dp B
5tV (pu) =0, (2.11a)
ag:%—v-(pu@u)—ier =0, (2.11Db)
agf + V- (pHu) =0. (2.11¢)

Durch die identische Struktur der gekoppelten Euler-Gleichungen kann man den
Vektor der Erhaltungsgrofien

qg=| pv (2.12)
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und die konservative Flussmatrix F = (F*, F¥, F*) mit

pu pv pw
pu? +p UV puw
F*=1 puv ., FV=|p?+p , F*=| pow (2.13)
puw pLw pw2 +p
pHu pHv pHw

aufstellen und die Euler-Gleichungen 2.11 in kompakter Weise formulieren:

0q B
5 TV F=0 (2.14)

2.3 Zustandsgleichung und Machzahl

Bisher beschreiben die fiinf Erhaltungsgleichungen sechs unbekannte Grofien: die
drei Zustandsvariablen Dichte p, Druck p und innere Energie e, sowie die drei Ge-
schwindigkeitskomponenten u, v, w. Damit daraus ein geschlossenes Gleichungssystem
wird, benotigt man eine weitere Gleichung, die sogenannte Zustandsgleichung. Diese
beschreibt den thermodynamischen Zusammenhang zwischen den Zustandsgrofien.
Da in dieser Arbeit von einem idealen Gas ausgegangen werden soll, ergibt sich die
Zustandsgleichung nach [15]

p = pRT, (2.15)

mit der charakteristischen Gaskonstante R. Die Verkniipfung der inneren spezifischen
Energie e und der Temperatur 7' ist fiir ideale Gase definiert durch

e=c,T. (2.16)

Hierbei ist ¢, die spezifische Wiarmekapazitiat bei konstantem Volumen. Mithilfe der
spezifischen Wéarmekapazitéat bei konstantem Druck ¢, welche die Enthalpie mit der
Temperatur verkniipft (H = ¢,T'), lasst sich der Isentropenexponent fiir ein kalorisch
ideales Gas definieren [36]

v =2, (2.17)

Cy

Er beschreibt die temperaturbedingte Gasausdehnung und soll fiir die weiteren
Betrachtungen mit dem fiir Luft iiblichen Wert v = 1.4 festgelegt werden.
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Eine wichtige Grofe fiir die Beschreibung der Stromung ist die Machzahl Ma, welche
die Stromungsgeschwindigkeit mit der Schallgeschwindigkeit ¢ in Verbindung setzt.
Die Schallgeschwindigkeit eines idealen Gases ist definiert durch

> =yRT = 72. (2.18)
p

Damit ergibt sich fiir die Machzahl folgender Zusammenhang

|y

>
7o

Ma

(2.19)

Unterhalb einer Machzahl von ca. Ma < 0.3 zeigen Stromungen ein ndherungsweise
inkompressibles Verhalten. Oberhalb dieser Machzahl gelten Stromungen als kom-
pressibel und werden unterteilt in subsonische (Ma < 1), transsonische (Ma ~ 1),
supersonische (Ma > 1) und hypersonische (Ma > 5) Stromungen. Die Einteilung in
verschiedene Machzahl-Bereiche wird in Verbindung mit den Charakteristiken unter
anderem zum Aufstellen der Randbedingungen benétigt [36].
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In dieser Arbeit wird das unstetige Galerkin Verfahren zur ortlichen Diskretisierung
der in Kapitel 2 vorgestellten Euler-Gleichungen genutzt. Prinzipiell ist auch moglich,
den DG-Ansatz sowohl fiir die Orts- als auch fiir die Zeitdiskretisierung zu nutzen,
siche dazu [7]. Fir die zeitliche Diskretisierung soll in der Arbeit ein klassisches
explizites Integrationsschema verwendet werden, siehe Kapitel 3.3.

In diesem Kapitel wird nun das allgemeine Schema des DG-Verfahrens vorgestellt
und fiir die Euler-Gleichungen angewendet. Im Weiteren wird auf die verwendeten
Basisfunktionen, die geometrische Transformation, die numerische Integration sowie
auf die Behandlung gekriimmter Elemente eingegangen. Abschlieend soll ein kurzer
Uberblick iiber die Zeitdiskretisierung und eine mogliche Fehlerabschitzung gegeben
werden.

3.1 DG-Ortsdiskretisierung der Euler-Gleichungen

Die dreidimensionalen, instationiaren Euler-Gleichungen sind nach Kapitel 2.2 definiert
als
0
A.iv. F(q) =0. (3.1)
ot
Ahnlich zu dem FE-Verfahren ist die Variationsformulierung der Ausgangspunkt der
DG-Diskretisierung.
Dazu wird das Gebiet € in ein Netz mit regelméafliger Form 7, = {k} zerlegt, welches
aus den Elementen x € 7T}, besteht. Es gilt

Q= = (3.2)

KETH

Dabei bezeichnet h die stiickweise konstanten Netzfunktionen, welche durch h|,, =
diam(r) fir alle k € T;, definiert werden. Nun fordert man, dass die L?-Projektion
der Differentialgleichungen (Residuum) auf einen Vektor v, der die Testfunktionen
beinhaltet, Null ist. Die Testfunktionen sollen dabei auf x beliebig oft differenzierbar
sein.
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L?(Q) reprisentiert einen Lebesque-Raum und beinhaltet die Funktionen, fiir die
/ 2 < o0
Q

erfullt ist [18].
Fir die Projektion multipliziert man nun die Gleichung 3.1 mit v und integriert tiber
ein Element k € Ty,

/v-g(tld/f—k/v-(V-F(q))dn:O Ve € Ty, Y. (3.3)

Die Anforderungen an q beziiglich der Differenzierbarkeit sind noch stark. Um eine
schwéchere Formulierung zu erreichen, wird die Gleichung partiell integriert

0
/’U-a—?dﬁj—/V’U:F(q)d%—F v (F(q)-n) ds = 0. (3.4)
K K oK
Ok beschreibt die Randfliachen eines Elements x und n den nach auflen gerichteten
Normalenvektor auf den Randflichen Ok. Im Folgenden wird der Losungsvektor g
durch die diskrete Losung g, ersetzt. Als Funktionsraum soll ein Raum mit stiickweise
definierten Polynomen gewéhlt werden. Fir Hexaeder-Elemente ist dieser nach [3]

Q' () :={vy € [L2()]™ = vpl. € [Qup(x)]™, V& € Th}. (3.5)

Hierbei ist m die Lange des Vektors v;,. Der zugehorige Polynomraum fiir ein Element
K 1st

Qu(k) = {f =R flx)= ) uaw“}, (3.6)

a:o;<p

o € R und o= (aq,...,qq).

Der Raum Q, umfasst die Funktionen auf einem Element x mit einem Polynomgrad
kleiner gleich p in jeder Raumrichtung und ist im Dreidimensionalen geometrisch als
Hexaeder zu interpretieren.

Man kann hier einen Unterschied zu dem stetigen Galerkin-Verfahren erkennen. In
diesem werden die diskreten Funktionen mit einer zusatzlichen Stetigkeitsbedingung
in dem Gebiet () definiert. Der sich ergebene Unterschied in den Losungen ist fiir
2D-Elemente in Abbildung 3.1 dargestellt.

10



3 Discontinuous-Galerkin- Verfahren

-y

Abbildung 3.1: Losung der Poisson-Gleichung mit einem DG-Verfahren (oben) und
einem stetigen FE-Verfahren (unten) auf einem quadratischen Netz
mit 2%, 42, 82 und 16 - Elementen - lineare Ansétze [27]

Die Basisfunktionen des dreidimensionalen Raums Q,(x) seien {¢, };le Innerhalb ei-
nes Elements x kann die diskrete Losung g, |, € Q,(x) nun als eine Linearkombination
der Basisfunktionen ausgedriickt werden, vgl. [17]

@@ )= 0" (@.1) = 3 450 0,(@). (37

Hierbei entspricht gf(¢) den numerischen Freiheitsgraden eines Elements . Die
Anzahl der Freiheitsgrade innerhalb eines Elements ist N® := (p + 1)3. Der diskrete
Vektor der Testfunktionen v, wird gleich den Basisfunktionen {¢; }°, gewihlt.

Die diskrete Formulierung ergibt sich durch

/fvh.%d/ﬁ;—/vvhif‘d/ﬁ‘i‘/a 'vh'H(q;7qg7n)d'§:O vthle(Q)
(3.8)

Da die Losung gq;, unstetig zwischen zwei Nachbarelementen sein kann und somit
keine wohldefinierten Werte auf den Grenzflichen hat, ist der Fluss F'(g,,) - n an den
Réndern nicht eindeutig. Um ein eindeutiges Verfahren zu erhalten, wird der Fluss
durch eine Flussfunktion approximiert. Diese Approximation wird tiblicherweise als
numerischer Fluss H(q;l, g5, n) bezeichnet. Hierbei entsprechen g den Randwerten
von gy, bezogen auf das Innere des Elements x bzw. £’ (sieche Abbildung 3.2), vgl. [22].
Beispiele fiir den numerischen Fluss werden in Kapitel 3.1.1 gegeben.

11



3 Discontinuous-Galerkin- Verfahren

Abbildung 3.2: Definition der Randwerte eines Elements [22]

Setzt man den Ansatz 3.7 in die diskrete Formulierung ein und testet gegen die
Basisfunktionen ¢;, wird daraus fiir alle xk € T},

/¢>Z ¢Jd /v¢j-de+/a ¢, H(gt q;.,n)ds =0
firi,j=1,...,N° (3.9)
Da der Losungsvektor q;?(t) ausschliefllich von der Zeit abhéngt und nur die Ba-

sisfunktionen ¢(x) ortsabhéngig sind, kann man die zeitliche Ableitung aus dem
Integral ziehen.

8% /gbng]d/f —/wl Fd/{—l—/ & H(gh g m)ds = 0. (3.10)

I II II1

Das erste Volumenintegral (I) wird tiblicherweise als Massenmatrix m;; geschrieben
und demnach definiert als

:/@-@dn fird,j—1,... N° (3.11)

mit der inversen Massenmatrix (mf;mj; = d;;). Die Massenmatrix ist im allgemeinen
Fall eine symmetrische Matrix. Der Term (II) enthilt die 6rtlichen Ableitungen
der Basisfunktionen und wird daher analog zur FEM der Strukturmechanik als
Steifigkeitsterm sf bezeichnet. Zusammen mit dem numerischen Fluss h; lésst sich
die diskretisierte Gleichung in der kompakten Form schreiben, vgl. [8]:

oq;(t)

m +7f=0 firj=1,....N° Ve €T, (3.12)

wobei 1§ = m¥; (hi — sf) ist.

12



3 Discontinuous-Galerkin- Verfahren

4.

Abbildung 3.3: Das Riemann-Problem mit zwei Initialzustdnden ¢_ und ¢, [24]

3.1.1 Numerischer Fluss

Der numerische Fluss H ist bedingt durch die Approximation des physikalischen
Flusses zwischen zwei Elementen. Im Folgenden soll ein kurzer Uberblick iiber
die Implementierung des numerischen Flusses gegeben werden. Da die Herleitung
des numerischen Flusses nicht Hauptbestandteil der Arbeit ist, wird fiir weitere
Informationen auf [41] verwiesen.

Das Fldchenintegral (II1) aus den diskretisierten Euler-Gleichungen 3.10 wird tber
die Rander eines Elements gebildet. Die Rédnder konnen entweder an anderen Ele-
menten oder an Réndern des Berechnungsgebiets liegen. Der numerische Fluss an
diesen Réandern soll mit H'' (g, g}, n) bezeichnet werden und statt dem Zustand im
Nachbarelement g;,, den Zustand in einer Geisterzelle g}, betrachten.

Physikalisch betrachtet, gibt es nur eine korrekte Losung fiir den Fluss an einem
Elementiibergang. Um diesen numerisch zu finden, muss man das Riemann-Problem
losen, welches durch die eindimensionale nicht-viskose Erhaltungsgleichung

g+ f(q)e =0, (3.13)

mit den Anfangsbedingungen ¢ = ¢_ fiir die linke Seite des Ubergangs (x < 0) und
q = g, fur die rechte Seite (z > 0) gegeben ist (siche Abb. 3.3), vgl. [32].

Die exakte Losung des Problems an jedem Ubergang zu finden, ist mit einem
hohen numerischen Aufwand verbunden. Somit greift man iiblicherweise auf eine
Approximation zurtick.

Die simpelste Variante fiir eine Approximation des Flusses ist vermutlich die Bildung
des Durchschnitts der beiden Seiten:
1

H(gi.q;.n) = 5 (Flai) -+ Flg;)-n). (3.14)

Obwohl die Implementierung sehr einfach ist, wird diese Approximation selten
verwendet, da sie im Allgemeinen zu einem instabilen Verfahren fiihrt.

13



3 Discontinuous-Galerkin- Verfahren

Grundsétzlich sollte die numerische Flussfunktion konsistent und konservativ sein.
Es gibt einige Flussfunktionen, die diese Bedingungen erfiillen, wie zum Beispiel der
Godunov Fluss, Lax-Friedrichs Fluss oder der Roe Fluss, vgl. [41]. Letzterer wird in
der vorliegenden Implementierung verwendet.

Der Roe Fluss basiert auf dem linearisierten Riemann Problem
g+ Aqgs =0, (3.15)

wobei A die Jacobi-Matrix des Flusses £ ist [43]. Der numerische Fluss ergibt sich

dann wie folgt: !
)-(qﬁ-—qi))
(?Roe

(3.16)

1 F-n
’HM%QLq;ﬂw:=2(F@ﬁ)ﬂz+1NqD-n—wﬁ<q

Der Faktor v ist dabei eine in [21] vorgeschlagene Korrektur, durch die das Auftreten
nicht-physikalischer Schocks vermieden werden kann. qp,. ist der sogenannte Roe
average state, vgl. [21].

3.1.2 Randbedingungen

In diesem Kapitel soll ein kurzer Uberblick iiber die implementierten Randbedingun-
gen gegeben werden.

Reibungsfreie Wand

An reibungsfreien Wéanden lauft die Stromung tangential an der Wand entlang.
Dementsprechend werden die Geschwindigkeitskomponenten normal zur Wand gleich
Null gesetzt.

n-u=0 aufl. (3.17)

Um dies zu gewahrleisten, berechnen sich die Geschwindigkeitskomponenten der
Geisterzellen nach folgendem Schema:

(pu)’ = (pu)” ~2 ((pu)* - n) . (319

Der numerische Randfluss ergibt sich damit durch

H = |pin |, (3.19)

14



3 Discontinuous-Galerkin- Verfahren

wobei pj, der arithmetische Durchschnitt des inneren und des Geisterzellen-Drucks
ist, vgl. [8].

Riemann Randbedingungen

Die Idee der Riemann Randbedingungen ist die Vorgabe von Randwerten fiir subsoni-
sche Einstrom- und Ausstromrénder durch die Extrapolation der Riemann Invarianten
nach [30]

2c
Ry = + — 3.20
o=l (3.20)

von den inneren Randelementen. An Einstréomrindern ist g}, so definiert, dass die
Riemann Invarianten R_(q},) und R_(q; ) identisch sind und dass die Randbedin-
gungen fiir den Totaldruck, die Totaltemperatur und den Eintrittswinkel erfiillt
werden. Beim Austritt soll die Bedingung des Gegendrucks erfiillt werden und die
Riemann Invarianten R, , die Entropie und der Austrittswinkel soll gleich den inne-

ren Randwerten sein. Mit den Randwerten g} wird der Fluss durch den Roe Fluss
approximiert, siehe dazu [8].

Periodische Randbedingungen

Bei einer periodischen Randbedingung werden zwei Randflichen aneinander gefiigt,
so als wiirden diese im Berechnungsgebiet direkt nebeneinander liegen. Die Randwerte
g, sind damit identisch zu dem q; des verkniipften Elements. Es wird ebenfalls der
Roe Fluss als numerischer Fluss verwendet.

3.1.3 Vergleich zur Finiten-Volumen-Methode

Allgemein wird das DG-Verfahren als eine Kombination von der FEM und der
FVM bezeichnet. Die Analogie zur FEM wurde in den vorherigen Kapitels bereits
aufgezeigt. Der Zusammenhang zur FVM lasst sich ebenfalls leicht zeigen.

Nimmt man die Basisfunktionen in einem Element als konstant an
p=1, (3.21)

ergibt sich die Diskretisierung der Gleichung 3.10 wie folgt:

oq
%/M“_/W'Fd“+/ 1H(qyt, q;,,n)ds = 0. (3.22)
K K Ok

Aufgrund des Gradientens verschwindet der zweite Term und das Integral der Mas-
senmatrix beschreibt im konstanten Fall das Volumen eines Elements V,,. Damit
erhélt man das klassische FVM - Diskretisierungsschema:

9q;

+ - _
By V. + /(%H(qh,qh,n) ds = 0, (3.23)

wobei j den einzigen Freiheitsgrad in der Zellmitte darstellt.

15



3 Discontinuous-Galerkin- Verfahren

Abbildung 3.4: Referenzhexaeder &

3.2 Elemente und Basisfunktionen

Prinzipiell ist es moglich, die DG-Diskretisierung fiir beliebige Arten von Elementen
durchzufiihren. Im Dreidimensionalen haben sich als Standartelemente Tetraeder,
Hexaeder, Pyramiden und Prismen herausgebildet, wobei Tetraeder und Hexaeder
am haufigsten Anwendung finden. In dieser Arbeit sollen die Hexaeder-Elemente im
Vordergrund stehen.

Zur Vereinfachung wird das physikalische Element s auf ein Referenzelement &
transformiert und alle Operationen, an denen die Elementgeometrie beteiligt ist, fiir
das Referenzelement durchgefiihrt. Neben dem Aufstellen der Basisfunktionen und
der numerischen Integration soll die Transformation in diesem Kapitel thematisiert
werden.

3.2.1 Transformation auf das Referenzelement

Als Referenzelement wird fiir die Implementierung der Hexaeder-Elemente der Ein-
heitswiirfel [0, 1]* verwendet (sieche Abbildung 3.4). Die nattirlichen Koordinaten der
Referenzkonfiguration sollen mit & = (£,7, ()T bezeichnet werden.

Die physikalischen Koordinaten & kénnen mithilfe der Polynomdarstellung aus 3.7
innerhalb eines Elements wie folgt beschrieben werden

x(€) ~ Za:j@bj(ﬁ) V € k. (3.24)

Hierbei stellen @/ die physikalischen Koordinaten der Stiitzpunkte (Eckpunkte) und
¥;(€) die Lagrange-Polynome dar. Die Anzahl der Stiitzpunkte richtet sich nach
der Ordnung der Flachendarstellung und ist beispielsweise fiir ein gerades Hexaeder-
Element N3 = 8. Die inverse Abbildung beschreibt die natiirlichen Koordinaten in
Abhéangigkeit der physikalischen Koordinaten & = &(x).

16



3 Discontinuous-Galerkin- Verfahren

Den Zusammenhang zwischen den partiellen Ableitungen kann man durch die Jacobi-
Matrix J (&) ausdriicken, vgl. [28]

o os oy 02\ ,o
o€ o¢ o¢ o) (o 9 B

Il o e d) 2o e (3.25)
o or oy o:| \d ) 0§ oz

o¢ o¢ 0o¢ 0o¢ 0z

Unter Verwendung der Polynomdarstellung 3.24 erfolgt die Berechnung der Jacobi-
Matrix nach

N3
J(E&) = (Vet;(&) @ 7). (3.26)
j=1
Die Umwandlung des Nablaoperators in natiirliche Koordinaten wird iiber die inverse

Operation

V=IOV mit TE = () (3.27)

realisiert. Die Determinante der Jacobi-Matrix stellt hier die Transformation des
Volumenelements dV von physikalischen Koordinaten in natiirliche Koordinaten dar

dV = |J|dédndc. (3.28)

Durch diese Transformation ist es nun moglich, die Integrale aus der Gleichung 3.10 di-
rekt auf dem Referenzelement & auszuwerten. Daraus resultierend ist es ausschliefflich
notwendig, die Basisfunktionen auf dem Referenzelement in natiirlichen Koordinaten
q@(ﬁ) zu formulieren, vgl. dazu [4].

3.2.2 Basisfunktionen

In der Literatur wird ublicherweise zwischen zwei Arten von Basisfunktionen unter-
schieden, den modalen und nodale Basisfunktionen. In dieser Arbeit sollen Letztere
verwendet werden.

Grundsétzlich wird die skalare, diskrete Losung g, mithilfe von Polynomen (Basis-
funktionen) interpoliert. Fiir N Interpolationspunkte &; wird gefordert

N
(&) =q¢ wd ¢=> ajp;(&) firi=1,...,N (3.29)
j=1

17
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wobei g, die approximierte Losung, a; unbekannte Polynomkoeffizienten und ngﬁj die
Basisfunktionen sind. Die kompakte Schreibweise sieht wie folgt aus:

Vij a5 = (; fllI‘Z:]_,,N (330)

v;; is die Vandermonde Matrix und enthalt die Basisfunktionen, ausgewertet an den
Interpolationspunkten

Mit der Invertierung der Vandermonde Matrix lassen sich die unbekannten Polynom-
koeffizienten durch

a; = 77]‘1' q;, (332)

bestimmen. Die Invertierung wird trivial, wenn die Vandermonde Matrix der Ein-
heitsmatrix entspricht. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Interpolationspolynome
an den Interpolationspunkten fiir ¢ = j gleich Eins und fiir ¢ # j gleich Null sind.
Genau diese Eigenschaft besitzen die Lagrange-Polynome, die im Folgenden als
Basisfunktionen ¢ verwendet werden.

Daraus resultiert, dass die unbekannten Polynomkoeffizienten a; gleich den Losungen
an den Interpolationspunkten ¢; sind, vgl. [23]

aJ:ﬁ]lql:(Sﬂql fur Z,jzl,,N (333)

Offen bleibt lediglich die Wahl der Stitzpunkte . Grundsétzlich sind viele
Arten denkbar. Haufig werden sogenannte dquidistante Knoten gewahlt, wobei die
Stitzpunkte gleichméBig tiber das Gebiet verteilt werden. Ein Vorteil ist sicherlich
die einfache Implementierung der Basisfunktionen. Eine Alternative zu den gleich
verteilten Stiitzpunkten sind die Legendre-GauB-Lobatto (LGL)-Punkte. Diese sind
definiert als die Nullstellen der Legendre-Polynome und den beiden Randpunkten,
vgl. [26]. Beide Versionen von Basisfunktionen sind fiir die Polynomordnungen
p=20,...,3 in Abbildung 3.5 dargestellt.

Bis zur Ordnung p < 3 sind die Interpolationspunkte und damit auch die Basis-
funktionen identisch. Die kubischen Basisfunktionen (p = 3) weisen jedoch schon
auf ein Problem der Verwendung von dquidistenten Knoten hin. Zur Verdeutlichung
des Problems sind Basisfunktionen der Approximationsordnung p = 8 mit gleich
verteilten und LGL-Interpolationspunkten in Abbildung 3.6 zu sehen.

Die aquidistanten Basisfunktionen oszillieren bei hoherer Ordnung sehr stark (siehe
Abb. 3.6a). Daraus resultieren insbesondere bei den Ableitungen sehr hohe Werte
nahe den Endpunkten. Kleine Ungenauigkeiten verursachen daher einen grofien Fehler
in der Approximation. Im Gegensatz dazu werden die LGL-Basisfunktionen an £ = §;

18
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(b) LGL-Interpolationspunkte

Abbildung 3.5: 1D-Lagrange-Basisfunktionen mit den Polynomordnungen p

maximal und nehmen fir |£ — &| > 0 rapide ab. Ungenauigkeiten haben daher einen
geringeren Einfluss auf den approximierten Wert.

In [12] und [16] wurde gezeigt, dass die Interpolation mit dquidistanten Knoten bei
sehr hohen Ordnungen zu einer instabilen Formulierung des Problems fiithrt, da die
Konditionszahl der Massenmatrix exponentiell mit N anwachst. Die Formulierung
mit LGL-Stiitzpunkten hat eine bessere Konditionierung zur Folge und ist damit
stabiler.

19



3 Discontinuous-Galerkin- Verfahren

~
TN
N |

|

~
N
\
\
\

/

—,)

V

—0,®)

0.2

0.4

0.6

0.8

(a) dquidistante Interpolationspunkte

1
0.5 /V\
o L\\ \\/ A P
1 —
-0.5
-1
-1.5
B ®
)
25 —cpZ(E)’
% 0.2 0.4 0.6 0.8

Abbildung 3.6: Lagrange-Basisfunktionen mit der Polynomordnung p = 8

Die Ubertragung der Basisfunktionen ins Dreidimensionale erfolgt iiber das Tensor-

(b) LGL-Interpolationspunkte

produkt der 1D-Basisfunktionen

6(€) = $'P(&) ® 6P (1) ® 'P(Q).

Dies bietet den Vorteil, dass die Basisfunktionen nur als eindimensionale Polynome
implementiert werden miissen und in der DG-Implementierung auf drei Dimension
erweitert werden konnen. Die Anzahl der Knoten wird im Dreidimensionalen kubiert
(N3). In Abbildung 3.7 sind die 64 Knoten fiir kubische Hexaeder-Elemente mit LGL-

und dquidistanten Basisfunktionen dargestellt.

Die Elementmassenmatrix ergibt sich mit der Transformation durch die Jacobi-

Matrix 3.28 und den 3D-Basisfunktionen des Referenzelements

miy = [ 6u(@)s,(@)dn = [ 1716:(6);(€)d

20
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LGL-Knoten aquidistante Knoten

Abbildung 3.7: Knoten der kubischen Hexaeder-Elemente Q3(#) fiir LGL- und aqui-
distante Basisfunktionen

Die Berechnung der Integrale erfolgt mithilfe der numerischen Integration, welche im
néachsten Abschnitt beschrieben werden soll.

3.2.3 Numerische Integration

Da die analytische Losung der Integrale im allgemeinen Fall nicht moglich ist, wird eine
numerische Approximation verwendet. Die Idee wird zunichst im Eindimensionalen
an einem Linenintegral erlautert.

Das kontinuierliche Integral wird durch einer Summe der Form

19)= [ 1@ e~ Q) = 3w Sz (3.36)

ersetzt. Die Approximation mit den Gewichten w; und den Integrationspunkten z;
heiffit Quadraturformel. Fiir eine Funktion f hat die Quadraturformel den Exakt-
heitsgrad m, wenn gilt [19]

I(f)=Q(f) V[ €Su), (3.37)

wobei S,,(2) den Polynomraum mit der maximalen Polynomordnung m darstellt.
Der maximale Exaktheitsgrad ist fiir NV betrachtete Integrationspunkte m = 2M — 1.
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Dieser wird nur durch die Gau-Quadratur erreicht. In der Gau-Quadratur geht
man von der folgenden Approximation

Q(f) = ;wi () = L,(f) = /ab flz)w(z)dx (3.38)

aus. Hierbei ist w(z) die Gewichtungsfunktion. Als Integrationspunkte werden die
Nullstellen von Orthogonalpolynomen zu der Gewichtungsfunktion verwendet. Daraus
resultiert der hohe Exaktheitsgrad der Quadratur. Fiir den Beweis siehe [19].

In der Praxis wird haufig die Gewichtungsfunktion w(x) = 1 gewéhlt. Die da-
zugehorigen Orthogonalpolynome sind die (normierten) Legendre-Polynome. Die
Legendre-GauB-Quadratur (LG) besitzt somit den Exaktheitsgrad 2M — 1, wobei M
die Anzahl der verwendeten Integrationspunkte ist.

Ein interessanter Ansatz wird in der Legendre-Gauf}-Lobatto Quadratur gewahlt.
Neben den Nullstellen der Legendre-Polynome dienen die beiden Endpunkte des
Intervalls als Integrationspunkte der Quadratur. Durch das Festsetzen zweier Punkte
reduziert sich der Exaktheitsgrad um zwei und ist daher 2M — 3, wobei ebenfalls
M Integrationspunkte gewahlt wurden. Gegeniiber dem Nachteil in der Exaktheit
bietet sich mit der Verwendung von LGL-Basisfunktionen ein groier Vorteil in der
Effizienz. Zur Erinnerung gelten fiir die nodalen LGL-Basisfunktionen

(bJ(xl):él] fUI'j:].,,NUIle:].,,M, (339)

wobei z; genau die LGL-Integrationspunkte sind. Dementsprechend haben die Basis-
funktionen an den Integrationspunkten den Wert Eins oder Null. Geht man von der
Approximation fj,(x) = Z;-V:l fi¢;(z) aus, so gilt fiir die Quadratur des Integrals von
Ju

I(fn) = /abzl [i0i(x) de ~ ; ;wzqub](xz) (3.40)

Im allgemeinen, eindimensionalen Fall miissen fiir die Auswertung iiber alle Inte-
grationspunkte und Basisfunktionen M - N Schleifen durchlaufen werden. Unter
Ausnutzung der LGL-Basisfunktionen und -Integration, vgl. Gleichung 3.39 und mit
M = N, reduziert auf sich der Aufwand auf

N
I(fn) = Y wifi, (3.41)
i=1

mit nur N bendtigten Schleifen. Dieses Verfahren wird als Spectral- Element-Method
(SEM) und in Verwendung mit dem Discontinuous-Galerkin-Verfahren als DGSEM
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LGL Basisfunktionen und LGL Integrationspunkte

p=3 & & ®
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S p=2 €0
c
8 p=1 & OKnoten
p=0 —* Integrationspunkte @
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Aquidistente Basisfunktionen und LG Integrationspunkte
=30—* © S *—
o p
s p=20 o ® O
c
'g p=1C % O
p=0 4

0 61 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Abbildung 3.8: Vergleich der Integrationspunkte und der Knoten fir DGSEM (oben)
und DGNODAL (unten) im 1D Referenzsystem [0, 1]

’ \ Interpolationspunkte \ Integrationspunkte \ Exaktheitsgrad ‘

DGNODAL aquidistant LG Som—1
DGSEM LGL LGL Som_3

Tabelle 3.1: Uberblick tiber DGSEM und DGNODAL

bezeichnet. Im Folgenden soll die Anzahl der Integrationspunkte gleich der Anzahl

der Interpolationspunkte sein (M = N).
In der Tabelle 3.1 ist der Unterschied zwischen den beiden verwendeten Verfahren

kurz dargestellt und in Abbildung 3.8 sind die sich ergebenen 1D-Integrationspunkte
und Knoten bis zur 3. Polynomordnung abgebildet.

Da in Kapitel 3.2.1 das Referenzelement auf [0, 1] festgelegt wurde, muss die vor-
gestellte Quadraturformel auf das Einheitsintervall transformiert werden. Diese
Transformation kann mittels der affinen Abbildung

d—c ad — be

:b—a.x b—a '’

¢ a b, (3.42)

durchgefithrt werden. Fiir den speziellen Fall mit [¢, d] = [0, 1] ergibt sich nach [39]

1 a
g_b—a'x_b—a'

(3.43)
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3 Discontinuous-Galerkin- Verfahren

Fiir die Quadratur der Volumenintegrale nutzt man, analog zu den Basisfunktionen,
das Tensorprodukt der eindimensionalen Quadraturformeln. Approximiert werden
soll das Integral im Referenzsystem

aereng)=[ [ [ 1&nodandc (3.44)

Geht man von den eindimensionalen Quadraturformeln

M My M
Qe = we;ig(&) Q=D wyg(n;) wd Qc=> werg(G)  (3.45)
i=1 j=1 k=1

aus, folgt fir die dreidimensionale Quadratur

Me My M

(Qe®Qy®Qc)(f) =D > wewnjwerf (&, Gr). (3.46)

i=1j=1 k=1
Fir die Quadratur der 3D Basisfunktionen nach Gleichung 3.35 resultiert daraus

M M M

(Qe ® @y ® Q) (D) = DD > weswy w1 (€)' (1) (C), (3.47)

i=1j5=1k=1

mit M = Mg = M, = M. Es ist leicht zu erkennen, dass sich der Aufwand
kubiert [20].

Anmerkung zu DGSEM

In der Implementierung ist die Anzahl der Integrationspunkte gleich der Anzahl
an Interpolationspunkten auf N = M = p 4+ 1 mit der Approximationsordnung p
festgesetzt. Fiir die dreidimensionale Quadratur ergibt das (p + 1)® Schleifen tiber
die Integrationspunkte. Bei der numerischen Integration einer Approximation nach
Gleichung 3.40 resultiert in 3D

(p+1)3 (p+1)3

Qe(fn) = (Qe © Qn @ Qc)(fi) = Z Z wi f0;(§ (3.48)

wobel w; = wg Wy, We m ist. Fir die Auswertung der Quadratur und der Basisfunk-
tionen werden nun insgesamt (p + 1)¢ Schleifen benétigt. Unter Anwendung des
DGSEM-Verfahrens reduziert sich der Aufwand analog zum Eindimensionalen auf
(p+1)3. Bei p = 3 ergibt dies eine Reduktion von 4096 benotigten Schleifen auf 64.

Fiir die Integration der Terme I und III aus Gleichung 3.10 ist die Effizienz des
DGSEM-Verfahrens offensichtlich, aber auch fiir die Integration des Terms II aus
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3 Discontinuous-Galerkin- Verfahren

Gleichung 3.10, die den Gradienten der Basisfunktionen enthélt, bietet es Geschwin-
digkeitsvorteile. Dies soll nun am Steifigkeitsterm (II) gezeigt werden.

(p+1)3 p+1

/ Z Vo, - de—/ // Z J| J7'Ved; - F dedndC. (3.49)

Die Quadratur erfolgt nach

(p+1)% (p+1)°

= 2 Z |J| T 'Veds (&, mi ) - F, (3.50)
=1 =

wobei man tiber alle Integrationspunkte und Basisfunktionen insgesamt (p + 1)°
Schleifen braucht. Im allgemeinen Fall lasst sich bei der Verwendung von DGSEM
keine Aussage iiber den Gradienten treffen, sodass diese Quadratur komplett gelost
werden miisste. Mithilfe des Tensorproduktes kann man den Gradienten jedoch
aufschliisseln:

95(€) 96'P ()

T§ ¢ ¢1D(77)<£1D(C)

vedle) = | 28| | o2 Wi | (351
96(€) Do iipg 0 09 (C)
TC o) (f)éb (W)TC

Es lassen sich nun die Eigenschaften der 1D LGL-Basisfunktionen ausnutzen. Fir die
¢-Komponente des Gradienten brauchen lediglich p + 1 Basisfunktionen ausgewertet
werden, da @1 (1;) oder ¢+P(¢;) nur an einem Integrationspunkt (&;, 7, ¢;) nicht Null
sind (i = k & i = [). Dies folgt analog fiir die n und ¢ Komponenten des Gradienten,
womit sich der Aufwand auf (p +1)* - ((p+ 1)+ (p+1)+(p+1)) = 3(p + 1)*
reduziert.

3.2.4 Gekrummte Rander

Fir Verfahren hoherer Ordnung ist eine exakte Behandlung komplexer Oberflé-
chengeometrie sehr wichtig, um genaue Ergebnisse zu erhalten (siehe dazu [4]).
Ublicherweise erfolgt die Vernetzung des Berechnungsgebiets mit geraden Elemen-
ten, fiir die nur die Koordinaten der Eckpunkte gespeichert werden. In [13] wurde
gezeigt, dass wenn man die Ordnung des Verfahrens erhoht (p > 1), stimmen die
Interpolations- und Integrationspunkte nicht mit der gekrimmten Oberflaichenkontur
iiberein. Berechnet man mit den klassischen Elementen eine reibungsfreie Stromung
um einem Zylinder, erhédlt man fiir hohere Ordnungen Oszillationen der Losung an
den geraden Randflédchen, vgl. dazu Kapitel 5.2
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3 Discontinuous-Galerkin- Verfahren

Abbildung 3.9: Normalenvektor der gekriimmten Oberflache [35]

Dieser Effekt kann durch eine Verwendung von gekriimmten Randelementen verhin-
dert werden. Die Transformation von geraden auf gekriimmte Elemente erfolgt tiber
die Polynomdarstellung 3.24 unter Einbeziehung zusétzlicher Stiitzpunkte auf der
gekriimmten Oberfliche. Auf die Berechnungsweise der Jacobi-Matrix hat dies keinen
Einfluss und kann weiterhin, wie in Kapitel 3.2.1 vorgestellt, durchgefiithrt werden.
Durch die hohere Ordnung der Parametrisierung erhoht sich jedoch der Aufwand [8].
Die Berechnung des Normalenvektors n erfolgt iiber das Kreuzprodukt der Tangenten
der gekrimmten Fléche. Die Tangenten aus Abbildung 3.9 ergeben sich wie folgt [35]:

0z 0n
n 0 ¢ 0
n _ 6y — ¢ _ 8y _
37;7 0 02 1
n ¢

Damit ist der Normalenvektor gegeben durch
n =t x t°. (3.53)

Der Normalenvektor im Flachenintegral und die Jacobi-Matrix sind bei gekriimmten
Réndern in jedem Fall von den natiirlichen Koordinaten abhéngig und miissen an
jedem Integrationspunkt neu ausgewertet werden. Dadurch wird die Simulation von
gekrimmten Elementen deutlich rechenintensiver.
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3 Discontinuous-Galerkin- Verfahren

3.3 Zeitdiskretisierung

Die Ortsdiskretisierung der Euler-Gleichungen durch die DG-Methode fiihrt auf ein
System gewohnlicher Differentialgleichungen in der Zeit

oq’ (t)
ot

+7r; =0. (3.54)

Hierbei entspricht qf(t) dem Losungsvektor in jedem Freiheitsgrad j = 1,..., N? eines
Elements r € Tj,. Fiir den Residuenvektor r% verhélt es sich analog. Die Gleichung 3.54
soll nun auch in der Zeit diskretisiert werden. Hierfiir sind zahlreiche Verfahren
bekannt, die man zunachst in implizite und explizite Verfahren unterscheiden kann.
Bei expliziten Methoden wird die gesuchte Losung an dem Zeitpunkt ¢,,, durch
einen bekannten Zustand berechnet. Der Vorteil eines solchen Verfahrens liegt in der
einfachen Implementierung und in dem geringen numerischen Aufwand. Allerdings
unterliegt ein explizites Verfahren gewisser Stabilitatsbedingungen. Die maximale
Zeitschrittgrofe muss die Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) Bedingung erfiillen, damit
das Verfahren stabil bleibt. Implizite Verfahren sind dagegen unbedingt stabil und
lassen im Allgemeinen groflere Zeitschritte als explizite Verfahren zu. Der Zustand an
tn+1 wird hierbei mit dem noch unbekannten Residuenvektor des Zustands an dem
Zeitpunkt ¢, 1 berechnet, vgl. [31]. Dies erfordert eine iterative Losung des Systems
und ist dementsprechend deutlich aufwendiger. In der vorliegenden Implementierung
wird ein explizites Verfahren verwendet.

3.3.1 Explizite Verfahren
Ausgehend von einer Taylor-Entwicklung der Gleichung 3.54 bis zur 2. Ordnung

oq;(t)
ot

gi(t+h) = qi(t) + h + O (3.55)

lisst sich leicht ein explizites Verfahren erster Ordnung herleiten. Setzt man qf(t) =
q", qj(t+h) = q"*', h = At und nach Gleichung 3.54

o0q"(t)
ot

=r(q",t"),
wird aus der Taylor-Entwicklung das explizite Euler-Verfahren 1. Ordnung
q" = q" + Atr(q",t"). (3.56)

Um Verfahren hoherer Konvergenzordnung zu erhalten, kann die Taylor-Entwicklung
bis zu einem beliebigen Abbruchglied fortgefithrt werden. Die entstehenden Einschritt-
Verfahren mit mehreren Stufen pro Zeitschritt (stages), nennt man Runge-Kutta-
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3 Discontinuous-Galerkin- Verfahren

Verfahren (RK). In der DG-Implementierung wird ein explizites RK-Verfahren dritter
Ordnung verwendet. Die Zwischenstufen ergeben sich nach [§]

q1 =q" + Atr(q", "),

3 n 1 n
qzzfq +7<q1+r(q17t +At>)7

4 4
n+1 1 n 2 2 2 n 1
¢ = <q +3(q + (gt +2At)). (3.57)

Bis zur Ordnung s < 5 haben s-stufige ERK auch die Konvergenzordnung s.

3.3.2 CFL-Bedingung

Wie am Anfang des Abschnitts angedeutet, sind explizite Zeitintegrations-Verfahren
bedingt stabil. Das bedeutet, dass sie nur unter bestimmten Bedingungen ein stabiles
Verhalten zeigen. Sind diese nicht erfiillt, wird das Verfahren instabil. Um im Vorfeld
die CFL-Zahl zu ermitteln, die unter der Bedingung

At

ein stabiles Verhalten gewéhrleistet, muss eine von-Neumann-Stabilitatsanalyse fiir
den linearen Fall durchgefiithrt werden. Hierbei ist |c| die Schallgeschwindigkeit, At
die Zeitschrittgroffe und Az eine Netzgrofle. Diese Bedingung ist ebenfalls fiir den
nichtlinearen Fall giiltig, da nur dann die Rundungsfehler nicht vergrofiert werden,
vel. [11].

Fiir die DG-Diskretisierung der Ordnung p und der Verwendung eines (p+ 1)-stufigen
expliziten Runge-Kutta-Verfahren, zeigte sich in den numerischen Tests in [11] eine
CFL-Zahl von

1

CFL = )
2p+1

(3.59)

Fiir die Ordnung p = 0 und p = 1 lasst sich die Bedingung beweisen (siche dazu [10]).
Ab einer Ordnung von p > 2 trifft diese Vorhersage nicht mehr vollstindig zu, da fiir
hohere Ordnungen Abweichungen von etwa 5% auftreten [11].

Die Stabiltatsbedingung ist in der Praxis haufig der limitierende Faktor fiir die
ZeitschrittgroBe. In vielen Anwendungen sind das Netz (Ax) und die Geschwindigkeit
(|u|) fest vorgegeben, so dass nur die ZeitschrittgroBe angepasst werden kann. Dies
resultiert insbesondere fiir hohere Ordnungen in sehr kleinen Zeitschritten und langen
Rechenzeiten.
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3 Discontinuous-Galerkin- Verfahren

3.4 Fehlerabschatzung und Konvergenzordnung

Das DG-Verfahren zur Ortsdiskretisierung ist konvergent, wenn der Fehler ¢ bei einer
Verkleinerung der Netzgrofle h oder bei Vergroflerung der Polynomordnung p kleiner
wird. Innerhalb dieser Arbeit soll nur die h-Konvergenz betrachtet werden. Fiir diese
gilt im L?*-Raum

lel| 2y = C - h*. (3.60)

Der Diskretisierungsfehler ¢ ist hier die Differenz zwischen der exakten Losung ¢ und
der approximierten Losung gp:

£E=q—qp (3.61)

C bezeichnet eine Konstante, h eine Netzgrofle und k die Konvergenzordnung. Im
Allgemeinen ist die Fehlerabschatzung sehr kompliziert und nur fiir spezielle Falle
moglich. Hier sollen zwei mogliche Abschétzungen fiir den skalaren linearen Fall
nach [9] angegeben werden.

Theorem 3.62 (Erste L? Fehlerabschitzung) Sei gy die Anfangsbedingung, k
ein Element der Zerlegung Tn, qo € HP™(k), qi € Q}O und € der Diskretisierungsfehler,
dann gilt

)| | 220y < Clgo| sty hP T2,
wobei C' nicht von h abhdngt.

Unter der Annahme, dass die Anfangsbedingung noch regelméfliger ist, kann die
Bedingung belegt werden.

Theorem 3.63 (Zweite L? Fehlerabschitzung) Sei qo die Anfangsbedingung, k
ein Element der Zerlegung Tn, qo € HP (), qi € Q}D und e der Diskretisierungsfehler,
dann gilt

||€<t)HL2(n) < C’|(]0‘1L1p+2(,,€)h,p—’-17
wobei C' nicht von h abhdngt.

Beweis.
Siehe [9] und fiir allgemeinere Formulierungen siehe [25] and [34].
Anmerkung: HP*? ist hierbei der Sobolev-Raum W22,

Die Theoreme besagen, dass die DG-Diskretisierung bei einer ausreichend glatten
Anfangsbedingung in einem Verfahren (p + 1)ter Ordnung im L?*-Raum resultiert.
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3 Discontinuous-Galerkin- Verfahren

Die Erhéhung der Konvergenzordnung durch eine Erhéhung der Ordnung des Appro-
ximationspolynoms ist ein grofler Vorteil gegeniiber der FVM-Diskretisierung. Um
mit der FVM stabile Verfahren hoherer Ordnungen zu realisieren, miissen mehrere
Zellen in jeder Raumrichtung in die Approximation einbezogen werden (stencil).
Neben dem Anstieg des numerischen Aufwands werden dadurch mehr Informationen
tiber das Netz benotigt [14]. Im Gegensatz dazu werden bei der DG-Diskretisierung
neben dem betrachteten Element ausschliellich die unmittelbaren Nachbarzellen mit
ausgewertet (numerischer Fluss).

Obwohl die vorgestellte Fehlerabschatzung lediglich fiir den linearen Fall durchgefiihrt
wurde, gibt sie doch einen starken Hinweis auf die Grofenordnung im nichtlinearen
Fall, falls die exakte Losung glatt genug ist [9]. In numerischen Untersuchungen konnte
die angegebene Konvergenzordnung des DG-Verfahrens fiir die mehrdimensionalen
Euler-Gleichungen bereits nachgewiesen werden [8].

Fir die numerische Auswertung der Konvergenzgeschwindigkeit k ist ein Modellpro-
blem notig, von der man die exakte Losung ¢ kennt. Durch den Vergleich zweier
unterschiedlicher Verfeinerungsstufen h; und h;,, erhilt man

g — @il C'RE

i = : (3.64)
Hq - qh+1HL2(Q) Clﬂhfﬂ

Unter Anwendung des Logarithmus und der Annahme das C nicht von h abhéngt
wird daraus

o = dillezey o R (3.65)
g — a2 hisa

Nach k aufgelost, ergibt sich

k= In (||q — QZHL?(Q)) —In (||q - QZHHL?(Q)) _

In (h;) — In (1) (3.66)
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4 Stromungsloser TRACE

In dieser Arbeit soll der dreidimensionale DG-Loser in TRACE auf Hexaeder-
Elemente erweitert werden. Ausgangslage der Implementierung ist der DG-Code fiir
Tetraeder-Elemente bis zur Ordnung p = 3.

Entwickelt wurde TRACE am Institut fiir Antriebstechnik des Deutschen Zentrums
fir Luft- und Raumfahrt in Koln und ist urspriinglich ein FVM-Solver fiir die
Navier-Stokes-Gleichungen auf strukturierten und unstrukturierten Netzen. Der
grundlegende Prozessablauf ist in der Abbildung 4.1 rudimentéar dargestellt.

Die DG-Diskretisierung ist in den Flow-Solver TRACE integriert und benutzt trotz
unterschiedlicher Strukturen viele gemeinsame Funktionen (Einleseroutinen, Kommu-
nikation, Ausgaben etc.). Der allgemeine Prozessablauf ist dementsprechend &hnlich.
TRACE ist wie auch POST und PREP grofitenteils in der Programmiersprache C
geschrieben. Zur Netzgenerierung wurde in der Arbeit hauptsédchlich Pointwise als
kommerzielles Programm verwendet. Die exportierte Output-Datei ist ein struktu-
riertes Netz im CGNS-Format. CGNS steht fiir CFD General Notation System und
ist die in Trace unterstiitze Elementdatenbank. Die CGNS-Notation legt dabei die
Elementtypen und die Nummerierung der Flachen, Eckpunkte und Knoten eines
Elementes fest und muss daher in den Implementierungen stets beachtet werden. Im
Pre-Processing folgt die Einrichtung des Modells. In GMC (General Mesh Connector)
konnen Randbedingungen, Initialisierung, Zeitschrittgroffe und weitere Parameter
vorgegeben werden. Aulerdem kann das strukturierte Netz in ein unstrukturiertes
Netz umgewandelt werden. Die Erzeugung von gekrimmten Elementen (hoherer
Ordnung) erfolgt beispielsweise in PREP, dem Pre-Processing Tool von TRACE,
vgl. dazu [13]. Uber das Control-File kénnen spezielle, neu implementierte Module
angewahlt werden, wie zum Beispiel die DG-Ortsdiskretisierung oder das explizite
Runge-Kutta-Verfahren. Fiir das DG-Verfahren wird die Approximationsordnung
und die Art der Basisfunktionen ebenfalls im Control-File festgelegt. Die Aufberei-
tung der Stromungsdaten nach der Simulation erfolgt iber das Post-Processing Tool
POST. Mit POST wird zum Beispiel die Verfeinerung des Netzes zur Darstellung
von Approximationen hoherer Ordnungen, die Berechnung des L?-Fehlers und die
Auswertung des Druckbeiwertes durchgefiihrt.

Der grundsatzliche Ablauf des Flow-Solvers mit Verwendung der DG-Ortsdiskretisierung
und des 3-stufigen expliziten Runge-Kutta-Verfahrens ist in Abbildung 4.2 darge-
stellt. Hierbei handelt es sich nicht um den vollstdndigen Programmablauf. Es sollten
lediglich die essentiellen Programmteile aufgelistet werden. Als Ausgangspunkt der

31



4 Strémungsléser TRACE

Netzgenerator
(Pointwise, G3DHexa)

Erzeugung
des Netzes

[ Mesh.cgns J

GMC + PREP ----| Pre-Processing

lp

[ Control file ] [ TRACE.cgns j

TRACE > ---|_Flow-Solver

CPOD - - - -| Post-Processing

post.plt,
post.cgns,
data.dat, ...

h 4

TECPLOT ----| Visualisierung

Abbildung 4.1: Allgemeiner Simulationsprozessablauf [1]

Simulation dient die CGNS- und die Control-Datei, die in der Initialisierung des
Programms eingelesen werden. Auf der Grundlage werden allgemeine Solvereinstel-
lung definiert und Parameter, wie beispielsweise die RK-Koeffizienten, bestimmt.
Weiterhin wird in der Initialisierung der Speicher fiir die DG-Strukturen allokiert,
Netzauswertungen vorgenommen (z.B. Verdrehung der Elemente zueinander) und die
Randelemente hoherer Ordnung parametrisiert. Im Anschluss folgt die Berechnung
der Massenmatrix und der Anfangsbedingung fiir jedes Element und darauthin die
Anpassung der Randwerte in den Geisterzellen. Da TRACE mehrere Blocke parallel
auf verschiedenen Prozessoren rechnen kann, muss dementsprechend mit jeder neuen
Losung eine Kommunikation zwischen den Blocken stattfinden. Nach Initialisierung
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CGNS-Datei
Control-Datei
LiNSsEEEEEEEEsssEESEEgEEEEEEssEEEsEEEEEEEE
tracelnit
(CGNS einlesen, Solvereinstellungen, etc.)
[
initDG
Allokieren der DG-Strukturen

Initialisierung

InitHighOrderPanels

[

Massenmatrix
mf; = [, ¢;j¢idr, Vi € Ty
I
Anfangsbedingung
m5; [, #iqodr, Vi € Ty
[
Update der DG-Randbedingungen

e ——————————-

EEEEsEEEsEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEsEEsEEEEEmEEa’

‘ ‘Blockkommunikation‘ ‘

|
1

Kopieren der DG-Losung
Initialisierung des Residuums (RHS)

Berechnung numerischer Fluss
hf =[5, ¢iHds, Yok € Ty,

‘ ‘ Update der DG-Randbedingungen ‘ ‘

[

Berechnung Euler Fluss (Steifigkeitsterm)
st = [. V- Fdk,Yk € Tj,

RK-Step-DG

Hinzuftigen der inv. Massenmatrix
K _ 2k (B _ gk
v = (R — %)

[

‘ ‘ L* Residuum |[r]|2(0) ‘ ‘

I

Update der Losung
durch RK-Koeffizienten und RHS

--------------------1---------------------

‘ ‘ Update der DG-Randbedingungen

‘ ‘B10(’kkommunikati()n

falsch
qW,q®

[I71lc2@) < Thrie

oder
kZeitschritt > nZeitschritt

wahr

CGNS-File

Abbildung 4.2: Ablaufplan Runge-Kutta-DG-Solver
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des Residuums folgt die Berechnung der RHS, mit den numerischen Fliissen fiir alle
Flachen, dem Steifigkeitsterm und der Multiplikation der inversen Massenmatrix.
Daraufhin wird die L>-Norm von jeder konservativen Variablen im Residuenvektor
ausgewertet und aufsummiert. In der Folge wird die Losung analog des RK-Schemas
upgedatet (abhéngig von der aktuellen RK-stage). Nach dem Update der Randbedin-
gung und einer Blockkommunikation folgt eine Uberpriifung der Abbruchkriterien.
Ein Abbruch kann durch Erreichen der gewiinschten Gréfle des Residuums oder der
maximalen Anzahl an Zeitschritten erfolgen. Hierbei sei angemerkt, dass ein Abbruch
nur nach Beendigung der drei Runge-Kutta-stages geschehen kann. Der Output der
Ergebnisse erfolgt in einer CGNS-Datei, die dann mit POST oder direkt in Tecplot
ausgewertet werden kann.
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In diesem Kapitel werden einige numerische Beispiele zur Verifikation des DG-
Verfahrens fiir die instationaren Euler-Gleichungen auf unstrukturierten Netzen
vorgestellt. In den Simulationen werden die innerhalb dieser Arbeit implementierten
Hexaeder-Elemente der DGNODAL-Formulierung verwendet. Fiir die Zeitdiskretisie-
rung soll ein 3-stufiges explizites Runge-Kutta-Verfahren eingesetzt werden.

Einleitend erfolgt eine Konvergenzstudie des Verfahrens. In dieser wird das Konver-
genzverhalten verschiedener Approximationsordnungen beziglich der stetig feiner
werdenden Netzgrofle h untersucht. Die Studie soll sowohl fiir das DGNODAL-
als auch fiir das DGSEM-Verfahren durchgefiihrt und die Ergebnisse miteinander
verglichen werden.

Im Anschluss wird die Stromung um einen Zylinder simuliert. Bei diesem Beispiel
steht die Verwendung von gekriimmten Réndern (Randelemente hoherer Ordnung)
im Fokus. Dazu soll neben dem Stromungsfeld auch der Druckbeiwert am Profil zum
Vergleich der geraden und gekriimmten Rénder herangezogen werden.
Abschlieend wird die Stromung um ein NACA-Profil untersucht. Mithilfe von
gekrimmten Randelementen soll gezeigt werden, dass sich die Losung mit der
DG-Diskretisierung bei deutlich groberer Vernetzung an eine Referenzlosung des
FV-Solvers TRACE auf einem sehr feinen Netz annahert.

5.1 Konvergenzstudie

5.1.1 Aufbau des Modells

In dem Kapitel 3.4 wurde formal eine Konvergenzordnung von O(hP*!) im L?-Raum
des DG-Verfahrens auf allgemeinen Netzen vorgestellt, wobei p die Approximations-
ordnung ist. Diese gilt es nun in praktischen Untersuchungen mit den implementierten
Hexaeder-Ansétzen zu beweisen. Hierzu wird ein Testfall mit verschiedenen Appro-
ximationsordnungen p = 0, ..., 3 auf systematisch feiner werdenden Netzen h — 0
simuliert. Die Ergebnisse werden durch die Berechnung der L2-Norm des Fehlers zur
exakten Losung miteinander verglichen.

Da man fiir die Bildung des Fehlers die exakte Losung des Problems kennen muss,
eignen sich nur einfache Beispiele fiir eine Konvergenzstudie. In dieser Arbeit soll eine
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5 Numerische Ergebnisse

dreidimensionale Schwankung der Dichte in der Form einer Gauf3-Funktion berticksich-
tigt werden. Diese Schwankung wird mit der Stréomung durch das Berechnungsgebiet
geschickt und an einem Punkt mit der dort initialisierten Gau-Funktionen verglichen.
Die Anfangsbedingungen der GauBverteilung werden wie folgt berechnet

pPo+a exp <—ln(2) <("”U§0)2 + (y;go)2 i (ZU§O)2>>
z Y z

q[)(p()vu()avamva) = PolUo s (51)

Do i p0|U0’2
v—1 2

wobei xy die Koordinaten der Spitze, o die Breite und a die Hohe des Pulses
darstellen. Die Konstanten sind definiert nach

po = 1K9/m3: p, = 86118Pa; a = 0.01;

100 0.5 0.1
w=| 0 |™5s xo=105|m: o=[01]|m.
0 0.5 0.1

Die Initialisierung des Stromungsfeldes ist in Abbildung 5.1 dargestellt.

Die exakte Losung des Anfangswertproblems ist trivial und kann durch ein Ver-
schieben des Gauf-Pulses bestimmt werden. Die Auswertungsposition soll bei & =
(1.5,0,0)T liegen und wird mit der vorgegebenen Geschwindigkeit ug nach 0.01s
erreicht.

Die Konvergenzstudie erfolgt auf einem kartesischen Netz mit gleichméfiigen, qua-
derférmigen Elementen und betrachtet insgesamt sechs Verfeinerungsstufen. Die
Verfeinerungsstufen sind in der Ubersicht 5.1 dargestellt. Als NetzgroBe h wird
die Kantenldnge der quaderféormigen Elemente verwendet. Die Réander in y- und
z-Richtung wurden als reibungsfreie Wande modelliert und fiir den Einlass und den
Auslass in z-Richtung wurden periodische Randbedingungen gewahlt.
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Abbildung 5.1: Initialisierung des Stromungsfeldes der Konvergenzstudie

Elementanzahl | h in [m] Darstellung
54 1/3

250 0.2
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2000 0.1
16000 0.05
128000 0.025
1024000 0.0125

Tabelle 5.1: Verfeinerungsstufen der Konvergenzstudie

Es konnte jedoch nicht jedes Netz mit jeder Approximationsordnung gerechnet
werden. Beispielsweise war die GroBle des GauB-Pulses fiir das Netz 54 bei linearer
Approximation nicht ausreichend, sodass alle Knoten mit Eins initialisiert wurden
(siehe Abb. 5.2). Bei p = 0 trat dieses Problem nicht auf, da die Knoten in der
Elementmitte liegen. Auflerdem war die lange Simulationszeit fiir hohe Ordnungen
auf feinen Netzen ein limitierender Faktor.
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Abbildung 5.2: GauB-Puls auf dem Netz mit 54 Elementen bei linearer Approximation
(p=1)

Als Beispiel sind die Initialisierungen der verschiedenen Approximationsordnungen
auf dem Netz mit 2000 Elementen in Abbildung 5.3 zu sehen.

Man erkennt sofort, dass je hoher die Approximationsordnung ist, desto glatter
wird der Gauf3-Puls dargestellt. Dies liegt an der steigenden Anzahl von Interpola-
tionspunkten. Die ungewohnlich glatte Form von p = 0, sieche Abb. 5.3a, ist durch
eine interne Interpolation der elementzentrierten Losungen des Visualisierungstools
Tecplot bedingt. Infolgedessen werden die Unstetigkeiten der Elementiibergénge ver-
schmiert. Bei hoheren Ordnung wirkt sich diese Interpolation nicht so stark aus, da
schon vordefinierte Werte auf den Rédndern (Randknoten) der Elemente existieren. Im
Folgenden wurden die initialisierten Dichtefluktuationen durch das Berechnungsgebiet
geschickt und nach 1m ausgewertet.
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Dichte
[kg/m°]

(d)p=0

Abbildung 5.3: Initialisierung auf dem Netz mit 2000 Elementen bei Verwendung
verschiedener Approximationsordnungen, gezoomter Schnitt in der
xy-Ebene bei z = 0.5m

5.1.2 Auswertung fir DGNODAL

Die Ergebnisse nach der Simulation auf dem 2000er Netz sind in Abbildung 5.4
dargestellt. Man sieht deutlich die numerische Dissipation (Diffusion) bei der kon-
stanten und der linearen Approximation (Abb. 5.4a und 5.4b). Diese Dissipation ist
durch die Approximation des numerischen Flusses bedingt und sorgt fiir eine Art
Verschmierung der Losung. Fiir p = 0 hat sich der Dichtepuls so ausgedehnt, dass
er durch die periodischen Randbedingungen wieder ins Berechnungsgebiet eintritt.
Allgemein gilt, je hoher die verwendete Polynomordnung ist, desto hochwertiger wird
die Flussndherung.
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1.0007

l:l 1.0006

1.0005
 1.0004

1.0003
i 1.0002
1.0001

(c)p=2 (d)p=3

Abbildung 5.4: Simulationsergebnisse auf dem Netz mit 2000 Elementen bei Ver-
wendung verschiedener Approximationsordnungen, Schnitt in der
xy-Ebene bei z = 0.5m

Fiir die Visualisierung des konstanten Falls (Abb. 5.4a) musste die Skala angepasst
werden, da das Maximum nach der Simulation weniger als 10% des Ausgangsmaxi-
mums betrigt. Fiir die anderen Darstellungen gilt die bisher verwendete Skala bis zu
ciner Dichte von 1.01 ¥9/m?. Bei der Losung mit p = 3 erkennt man schon kaum
einen Unterschied zum initialisierten Gauf}-Puls, vgl. Abbildung 5.3d und 5.4d.

Fiir die Auswertung wurde die Differenz mit der exakten Losung in jedem Knoten und

daraufhin die L?-Norm gebildet. Die sich ergebenen Fehler sind iiber die Netzgrofie
h im LogLog-Diagramm 5.5 aufgetragen.
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Abbildung 5.5: Konvergenzraten der DGNODAL-Implementierung

Die Steigung der Kurven stellt die Konvergenzordnung des Verfahrens da. Hierzu
wurden jeweils die vorausgesagte Konvergenz als schwarze Referenzkurve geplottet.
Im Mittel wurden alle erwarteten Steigungen getroffen. Weitere Verfeinerungsstufen
konnten nicht mehr gerechnet werden, da die lange Rechenzeit den Nutzen (Aussage-
kraft) tibersteigt. Herauszustellen ist, dass die Approximationsordnungen p > 1 die
Konvergenzgeschwindigkeiten bei feineren Netzen sogar zu tibertreffen scheinen.
Dies kann aus der Verwendung regelméfiger, kartesischer Netze resultieren, da die
Fehlerabschatzung fiir allgemeine Zerlegungen durchgefithrt wurde. Auflerdem féllt
auf, dass die Kurve der konstanten Approximation teilweise die erwartete Konvergenz
nicht trifft. Die Steigung scheint sich jedoch zum Ende hin anzupassen und es wird
erwartet, dass sich fiir feinere Netze die Konvergenzrate wieder einstellt. Fiir den
praktischen Nutzen ist ebenfalls der Vergleich der Freiheitsgrade und der benétigten
CPU Zeit sehr interessant (siche Abbildung 5.6).

Bei der gleichen Anzahl an Freiheitsgraden reduziert sich der Fehler mit steigender
Approximationsordnung deutlich, siehe Abb. 5.6a. Dies lasst den Riickschluss zu, dass
die Simulation auf einem groben Netz mit hoher Approximationsordnung genauere
Ergebnisse liefert als auf einem feinen Netz unter Verwendung einer niedrigen Ordnung
bei gleicher Anzahl an Freiheitsgraden. Dieses Pro-Argument fiir die Verwendung von
Verfahren hoherer Ordnungen bestétigt sich auch in der CPU-Zeit, vgl. Abb. 5.6b. Zur
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Abbildung 5.6: L2-Fehler iiber die Freiheitsgrade des Modells und die CPU-Zeit
(DGNODAL)

Erreichung einer gewissen Fehlerordnung ist p = 3 deutlich schneller als die niedrigen
Ordnungen. Gleichfalls muss man anerkennen, dass diese Fehlerordnung sehr klein
ist. Es stellt sich in der praktischen Anwendung die Frage, in wie weit ein Fehler
dieser Grofle mit den physikalischen Annahmen (z.B. Turbulenzmodellierung) fiir die
Simulation realer Stromungen iiberhaupt eine Rolle spielt. Nichtsdestotrotz zeigen
sich hier die Potentiale des DG-Verfahrens hoherer Ordnung, die in Verbindung mit
hochauflosenden Verfahren, wie beispielsweise der Direkten Numerischen Simulation
(DNS), im Bereich der Forschung schon genutzt werden.

5.1.3 Auswertung fiir DGSEM

Die Ergebnisse der Konvergenzstudie sind zusammengefasst in Abbildung 5.7 darge-
stellt. Im Groflen und Ganzen treffen die Beobachtungen der DGNODAL - Imple-
mentierung ebenfalls auf das DGSEM-Verfahren zu.

Auffallend ist hier, dass die Konvergenzordnungen auf den groberen Netzen nicht
getroffen werden, siehe Abb. 5.7a. Dies konnte daran liegen, dass auf groben Netzen
der geringere Exaktheitsgrad der Integration einen grofien Einfluss auf den gesamten
Fehler hat. Insbesondere bei der linearen Approximation scheint sich die Verschiebung
der Integrationspunkte auf den Rand des Elements stark auszuwirken. Bei feineren
Netzen wird die Konvergenz jedoch gut getroffen und wie beim DGNODAL-Verfahren
teilweise tibertroffen. Weiterhin léasst sich feststellen, dass der Verlauf der p = 0
Kurve gleich dem des DGNODAL-Verfahrens ist, vgl. Abb. 5.5 und Abb. 5.7a. Dies

ist nachvollziehbar, da die Knoten und die Integrationspunkte im konstanten Fall fiir
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beide Verfahren identisch sind. Herauszustellen ist aulerdem, dass sich eine hohe
Approximationsordnung bei Betrachtung der benétigten CPU Zeit viel frither lohnt
als beim DGNODAL-Verfahren, sieche dazu Abb. 5.6b und 5.7c. Das heif3t, dass
p = 3 schon fiir die Erreichung eines vergleichsweise grolen Fehlers schneller als die
niedrigeren Ordnungen ist. Daraus kann man folgern, dass das DGSEM-Verfahren
besser fiir die Verwendung hoher Approximationsordnungen geeignet ist und erst
dann seine Starken zeigt.
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Abbildung 5.7: Konvergenzraten der DGSEM-Implementierung
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Abbildung 5.8: Vergleich der CPU Zeiten von DGNODAL (—) und DGSEM ( ---- )

5.1.4 Vergleich von DGNODAL und DGSEM

Interessant ist nun der Vergleich von DGSEM und DGNODAL. In Kapitel 3.2.3
wurden die Vor- und Nachteile des DGSEM-Verfahrens in der Theorie gezeigt.
Diese gilt es in den numerischen Untersuchungen zu belegen. Hierzu wird die CPU

Zeit betrachtet und die Ergebnisse beider Implementierungen in einem Diagramm
dargestellt, sieche Abb. 5.8.

De facto zeigen sich die Vorteile des DGSEM-Verfahrens erst fiir hohere Approxi-
mationsordnungen. Bei einer konstanten Approximation verhalten sich die beiden
Verfahren anndhernd gleich. Die geringen Differenzen in den Simulationszeiten sind
durch die unterschiedlichen Implementierungsweisen bedingt. Bei einer Polynom-
ordnung von p = 1 hat das DGNODAL-Verfahren noch Vorteile, da sich der Fehler
der LGL-Integration zu sehr bemerkbar macht. Es lasst sich jedoch feststellen, dass
schon bei dieser niedrigen Ordnung DGSEM Geschwindigkeitsvorteile bietet. Ab
einer Ordnung von p > 3 wird der Nutzen des DGSEM-Verfahrens sichtbar. Hier hat
die ungenauere Integration nur noch einen geringen Einfluss auf den Gesamtfehler
und die Vorteile in der Geschwindigkeit kommen zur Geltung. Bei der kubischen
Approximation ist das DGSEM-Verfahren in jedem untersuchten Fall schneller. Mit
dem Ansatz die DG-Ortsdiskretisierung mit moglichst hohen Ordnungen nutzen zu
wollen, ist DGSEM deutlich besser geeignet als DGNODAL.
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Abbildung 5.9: Vernetzung des umstréomten Zylinders mit ca. 600 Hexaeder- Elemen-
ten

5.2 Umstromung eines Zylinders mit gekriimmten
Randern

Als ein néchstes Beispiel soll die Umstrémung eines Zylinders (Ma = 0.3, a = 0°) un-
tersucht werden. Das verwendete unstrukturierte Netz ist in Abbildung 5.9 dargestellt.
In z-Richtung wurde die Vernetzung nur mit einem Element realisiert, da bei einem
gleichmafigen Profil keine Stromung in diese Richtung erwartet wird. Beim Einlass
und Auslass werden Riemann-Randbedingungen verwendet. Die Zylinderoberfliche
wird als reibungsfreie Wand und die seitlichen Begrenzungsflichen als periodisch
modelliert.

Nach [31] stellt sich fiir geringe Machzahlen eine stationidre Stromung ein, die langs
der mittleren y-Achse symmetrisch ist.

Die Mach-Kontur der Approximationsordnung p = 2 mit der Verwendung von
geraden Randelementen ist in der Abbildung 5.10 zu sehen. Insbesondere in der
vergroflerten Ansicht sind die Oszillationen an den Randflichen deutlich zu erkennen,
siehe Abb. 5.10b. Wie in Kapitel 3.2.4 aufgefiihrt, entstehen diese Oszillationen durch
die inkorrekte Darstellung der Randflachen und sind physikalisch nicht zu begriinden.
Durch die Erzeugung numerische Viskositat an diesen Stellen, entsteht ein Nachlauf
hinter dem Profil (Abb. 5.10a). Darin kann man sogar scheinbar instationdre Effekte
wie eine Wirbelbildung feststellen, die fiir die Euler-Gleichungen nicht auftreten
dirften.

Im Folgenden sollen gekrimmte Réander fiir die Simulation verwendet werden. Die
Erstellung dieser Randelemente erfolgt iiber das Pre-Processingtool PREP, vgl. [13].
In Abbildung 5.11 ist der Unterschied zwischen den entstehenden Knoten fiir die
Polynomordnung p = 2 dargestellt. Man sieht hier, wie sich die Knoten nun an die
Kriimmung der Oberfliche anpassen.
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(a) Berechnungsgebiet (b) Zoom

Abbildung 5.10: Mach-Kontur und Stréomungslinien der Stromung um einen Zylinder
unter der Verwendung von geraden Randelementen mit quadrati-
schen Ansatzen

Y

<

Abbildung 5.11: Vergleich der entstehenden Knoten fiir die Ordnung p = 2 mit
geraden Randelementen (blau) und gekrimmten Elementen (rot)

Obwohl die Unterschiede in den Positionen der Knoten nicht auflerordentlich grof3
sind, stellt sich eine deutliche Abweichung im Stromungsverlauf ein. Dieser ist fiir
die Approximationsordnung p = 2 in Abbildung 5.12 zu sehen.

Durch die Verwendung von Randelementen mit quadratischer Flachendarstellung
ergibt sich ein gleichméafBigerer Verlauf der Stromungskontur. Auch die Oszillationen
an den Randflichen sind nicht mehr vorhanden. Die Symmetrie langs der mittleren
y-Achse kann nur ndherungsweise beobachtet werden, da sich hinter dem Profil
Spitzen in den Konturlinien bilden. Diese resultieren aus der Approximation der
Oberflachenkontur. Zwar ist diese durch die quadratische Darstellung angenahert

47



5 Numerische Ergebnisse
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(a) Berechnungsgebiet (b) Zoom

Abbildung 5.12: Mach-Kontur der Stromung um einen Zylinder unter der Verwendung
von gekrimmten Randelementen (quadratische Flachendarstellung)
mit quadratischen Ansétzen (links) und eine vergrofierte Ansicht
(rechts)

worden, entspricht aber noch nicht der genauen Kontur. Dadurch bildet sich weiterhin
ein leichter Nachlauf, der in den Konturspitzen sichtbar wird. Zur Behebung dieses
Effekts miisste die Oberflache noch genauer approximiert werden.

Zuséatzlich zu den genannten Effekten kann man eine Entropieproduktion an den
ungenau approximierten Riandern feststellen. Ublicherweise ist die Erzeugung von
Entropie ein Effekt, der bei reibungsbehafteten Wénden zu sehen ist und daher bei
einer nicht-viskosen Stromung nicht auftreten sollte. Um die Giite der numerischen
Approximation zu verifizieren, kann dementsprechend die Entropie herangezogen
werden. Fiir die DG-Diskretisierung mit geraden und gekriimmten Elemente wurde
dies in Abbildung 5.13 realisiert.

Die ausgepragte Entropieproduktion bei geraden Elementen, Abb. 5.13a, ist offen-
sichtlich und spricht fiir den Fehler der Approximation. Doch auch bei gekriitmmten
Elementen, Abb. 5.13b, kann ein leichter Anstieg festgestellt werden. Dies bestatigt
die vorherigen Beobachtungen des schwach erkennbaren Nachlaufs, vgl. Abb. 5.12a.
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(a) Gerade Randelemente (b) Gekriimmte Randelemente

Abbildung 5.13: Vergleich der Entropie bei der reibungsfreien Umstromung eines
Zylinders

Um die Ergebnisse der geraden und gekriimmten Rénder zu vergleichen, soll aufler-
dem der Druckbeiwert ¢, am Profil ausgewertet werden. Der Druckbeiwert ist eine
dimensionslose Grofle aus der Aerodynamik und stellt, bezogen auf einem Punkt,
den Zusammenhang zwischen dem statischen und dem dynamischen Druck dar. Fiir
eine nahezu inkompressible Stréomung um einen starren Korper, ist der Druckbeiwert
definiert nach [31]

:p_poo

1.2
§pcoo

: (5.2)

Cp

wobei p der statische Druck am Auswertungspunkt, p., der statische Druck in der
Zustromung und c,, die Anstromungsgeschwindigkeit ist. In einer inkompressiblen
Stromung wird der Druckbeiwert im Staupunkt maximal Eins. Fir die Umstromung
eines Zylinders unter Vernachlissigung der Viskositét, existieren zwei Staupunkte,
vor und hinter dem Profil. Die Auswertung des c,-Wertes erfolgt in den Flachenmittel-
punkten der Randelemente des Zylinders. In Abbildung 5.14 sind die Druckbeiwerte
iiber die z-Koordinaten fiir gerade und gekriimmte Rénder dargestellt.

Der erwartete Druckbeiwert im Staupunkt vor dem Profil wird fiir alle Ordnungen
gut getroffen. Im Folgenden ergeben sich jedoch Unterschiede. Die Verldufe der
Druckkoeffizienten mit gekriimmten Elementen sind nahezu identisch und stimmen
am Staupunkt hinter dem Zylinder mit dem erwarteten Wert ¢, = 1 iiberein. Dies
lasst auf eine annahernd auskonvergierte Losung schliefen, da die Erhéhung der
Approximationsordnung kaum Unterschiede bringt. Die lineare Losung p = 1 mit ge-
raden Elementen kommt diesen Verlauf am néchsten, weicht jedoch insbesondere am
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Abbildung 5.14: Vergleich der Druckbeiwerte am umstromten Zylinder von geraden
und gekrimmten Elementen fiir verschiedene Approximationsord-
nungen

hinteren Staupunkt vom erwarteten Ergebnis ab. Erhoht man die Ansatzordnung auf
geraden Elementen wird die Abweichung deutlich groBer und ergibt unphysikalische
Verlaufe. Diese Untersuchungen zeigen die dringende Notwendigkeit gekriimmter
Randelemente bei Verwendung der DG-Diskretisierung. Ohne Randelemente hoherer
Ordnung wird die Oberflichenkontur zu ungenau approximiert. Nach [4] fithrt dies
in der Folge zu Oszillationen an den Randflichen und unphysikalischen Stromungs-
verlaufen.

5.3 Umstromung eines Tragfliigelprofils

In diesem Abschnitt soll die Stromung um ein anwendungsnahes Tragflachenprofil
mit der implementierten DG-Diskretisierung untersucht werden. Die Ergebnisse
werden mit der Referenzlosung des FV-Solvers TRACE auf einem sehr feinen Netz
verglichen.
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Abbildung 5.15: Vernetzung des NACA0012-Profils mit ca. 200 Hexaeder- Elementen

Betrachtet wird die subsonische, nicht viskose Stromung um das NACA0012-Profil
bei einem Anstromwinkel @ = 1.49° und der Machzahl Ma = 0.3. Wie in der
Konvergenzstudie gezeigt, liegen die Vorteile der Verfahren hoherer Ordnungen in
der Moglichkeit, auf sehr groben Netzen ausreichend genaue Ergebnisse zu simulieren.
Aus diesem Grund wurde das in Abbildung 5.15 dargestellte, grobe Netz mit einem
Element in z-Richtung fiir die DG-Diskretisierung verwendet.

Wie im letzten Beispiel gezeigt, muss die gekriimmte Oberflache des Profils mit
Randelementen hoherer Ordnung vernetzt werden. Der Unterschied in den Mach-
Verteilung ist fir die Ansatzordnung p = 2 in Abbildung 5.16 zu sehen. Man erkennt
auch bei diesem Profil eine deutlich gleichméfligere Form der Stromung bei der
Verwendung von gekrimmten Réandern.

Als Referenzergebnis soll eine Simulation des FV-Solvers TRACE auf einem sehr
feinen Netz dienen. Das Netz und die Mach-Konturen sind in Abbildung 5.17 darge-
stellt. Im Vergleich sehen die Mach-Konturen der Referenzlosung dhnlich denen der
DG-Diskretisierung mit gekriimmten Elementen aus, vgl. dazu Abb. 5.16b und 5.17b.
In beiden Féllen stellt sich eine glatte Form ein und die Auswirkungen des Anstell-
winkels sind gut zu erkennen. Lediglich hinter dem Profil weichen die Ergebnisse
leicht voneinander ab. Die Probleme von numerischen Verfahren an den spitzen
Hinterkanten bei reibungsfreien Stromungen sind jedoch hinreichend bekannt und
sollten damit nicht weiter betrachtet werden. Fiir nidhere Informationen wird auf [2]
verwiesen. Die Verwendung von geraden Randelementen, zu sehen in Abbildung 5.16a,
fithrt dagegen zu sehr groflen Abweichungen von der Referenzlosung.
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(b) Gekriimmte Randelemente

(a) Gerade Randelemente
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Abbildung 5.16

Referenznetz mit ca. 10000 Elementen und die Mach-Kontur auf

diesem Netz mit der F'V-Diskretisierung

Abbildung 5.17
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Ein differenzierteren Blick auf die Unterschiede ldsst die Betrachtung der Entropie zu.
Hierfiir werden die Entropie-Konturen der Referenzlosung auf dem feinen Netz, der
FV-Diskretisierung auf dem groben Netz und der DG-Diskretisierung quadratischer
Ansatzordnung mit geraden und gekriimmten Randelementen visualisiert.

Herauszustellen ist, dass die FV-Diskretisierung auf dem groben Netz, Abb. 5.18a, fir
die grofite Entropieproduktion sorgt und damit die ungenauste der vorgestellten Vari-
anten ist. Bei der Verwendung von geraden Randelementen ist die Entropiedifferenz
der DG-Diskretisierung ebenfalls noch ausgepragt (Abb. 5.18¢c). Mit gekrimmten
Réndern sind dagegen nur noch geringe Abweichung von der Referenzlosung zu

<

b) Referenzlosung
- -X
) DG p =2 - gerade ) DG p = 2 - gekriimmt

Abbildung 5.18: Vergleich der Entropie-Konturen
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erkennen, vgl. Abb. 5.18d und 5.18b. Die Simulation vergleichbarer Ergebnisse auf
deutlich groberen Netzen ist ein grofier Vorteil der DG-Diskretisierung.

Im Folgenden wird die Verdanderung der Entropie-Verteilung bei Erhéhung der
Polynomordnung untersucht, sieche Abbildung 5.19.

a) Referenzlosung )DGp=1
)DGp=2 )DGp=3

Abbildung 5.19: Vergleich der Entropie-Konturen fiir verschiedene Approximations-
ordnungen p mit gekrimmten Randelementen, Skala angepasst an
die Referenzlosung

Die Skala wurde in diesen Visualisierungen auf die Referenzlosung angepasst. In
diesem Rahmen weist das Ergebnis der DG-Diskretisierung erster Ansatzordnung
(Abb. 5.19b) noch grofie Abweichungen von der Referenzlésung auf. Insbesondere
vor dem Profil ist ein ausgepréigtes Maximum der Entropie zu erkennen. Erhoht man
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die Diskretisierungsordnung, wird der Entropieverlauf gleichméfiger. Die Losung mit
quadratischen Ansétzen ist der Referenzlosung am ahnlichsten, vgl. Abb. 5.19¢ und
Abb. 5.19a. Die Verwendung kubischer Anséatze scheint sogar die Referenzlosung zu
iibertreffen und fiir eine geringere Produktion iiber das gesamte Profil zu sorgen.
Lediglich direkt vor dem Profil existieren grofle Entropieunterschiede in allen DG-
Diskretisierungsordnungen. Auffallend ist auflerdem, dass bei allen DG-Ergebnissen
Entropiespriinge im Berechnungsgebiet zu sehen, die nicht direkt am Profil liegen.
Griinde dafiir konnten die Unstetigkeiten an den Elementiibergédngen sein.

Fiir einen weiteren Vergleich der Approximationsordnungen sollen auflerdem die
Druckbeiwerte am Profil ausgewertet werden (siche Abb. 5.20). Hierzu wird die
Vorderseite des Profils betrachtet, da die c,-Verteilung dort am aussagekréftigsten
ist. Auf die Visualisierung der Ergebnisse von geraden Elementen wurde aufgrund
der Ubersichtlichkeit verzichtet.

Neben der Referenzlosung ist auflerdem die ¢,-Verteilung des groben Netzes mit
FV-Diskretisierung visualisiert worden. Wie auch schon in Verbindung mit Abbil-
dung 5.18 vermutet, zeigen sich deutliche Abweichungen und die DG-Ergebnisse sind
im Allgemeinen niaher an der Referenzlosung. Das Ergebnis mit linearen Ansétzen ist
dabei noch am weitesten entfernt. Hier liegen die Druckbeiwerte an den Auswertungs-

t = = = Referenz
------- FVM, grob

< gekrimmt, p=1
—e—— gekriimmt, p=2
e _gekrimmt, p=3

.
0 0.02 0.04 0.06 0.0
x-Koordinate [m]

Abbildung 5.20: Vergleich der Druckbeiwerte am NACA-Profil verschiedener Appro-
ximationsordnungen ausgewertet in den Flachenmittelpunkten
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' F = = = Referenz
r— ------- FVM, grob
gekrimmt, p=2

N W S O A—O— gekriummt, p=3

:

0 0.02 0._04 0.06 0.0
x-Koordinate [m]

Abbildung 5.21: Vergleich der Druckbeiwerte am NACA-Profil verschiedener Appro-
ximationsordnungen ausgewertet in den Integrationspunkten

punkten deutlich neben der Referenzkurve. Erhoht man die Approximationsordnung
bei Verwendung gekriimmter Elemente ndhern sich die Werte denen der Referenz-
16sung an. Fiir p = 3 (griine Kurve) ergibt sich eine gute Ubereinstimmung. Dies
konnte schon bei der Betrachtung der Entropie beobachtet werden und bestétigt
sich hiermit. Aufgrund der wenigen Auswertungspunkte kann der genaue Verlauf
der Kurven nicht verglichen werden. Hierzu sollen nun die Integrationspunkte der
jeweiligen Ordnung als Auswertungspunkte dienen. Die sich ergebenen Verlaufe sind
in Abbildung 5.21 dargestellt.

Der Verlauf ist nun durch die erh6hte Anzahl an Auswertungspunkten deutlich glatter.
Jedoch ergeben sich aufgrund der Unstetigkeiten zwischen den Elementen leichte
Wellen im Verlauf. Allgemein lésst sich feststellen, dass die kubischen Ansatzordnung
(gritne Kurve) dem erwarteten ¢,-Wert im Staupunkt am néchsten erreicht. Auch der
Druckverlauf unter dem Profil wird sehr gut getroffen. Oberhalb des Profils (kleineres
¢p) entstehen jedoch gréflere Wellen im Verlauf, die zu einer Abweichung von der
Referenzkurve fithren. Ein Grund dafiir kénnte die noch nicht vollstandig auskonver-
gierte Losung bei kubischen Ansétzen sein. Durch die explizite Zeitintegration und
der hohen Approximationsordnung benétigt das Erreichen der Maschinengenauigkeit
eine gewisse Zeit und konnte innerhalb dieser Arbeit nicht mehr realisiert werden.
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Abschlieflend lésst sich festhalten, dass durch eine Erhéhung der Ordnung eine
deutliche Annéherung an die Referenzkurve erreicht werden konnte. Insbesondere
bei Verwendung kubischer Anséitze konnen grofie Ubereinstimmungen festgestellt
werden. Lediglich die lange Simulationszeit bis zur auskonvergierten Losung ist
ein Nachteil, welcher sich jedoch durch den Einsatz von impliziten Verfahren zur
Zeitdiskretisierung aufheben kann. Grundséatzlich zeigen sich hier die grofien Vorteile
fir die Genauigkeit der Simulation, die die DG-Diskretisierung mit der Moglichkeit
zur Erhohung der Approximationsordnung bietet.
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Im Rahmen dieser Arbeit wurde der DG-Stromungsloser fiir die Euler-Gleichungen
um Ansatze fiir Hexaeder-Elemente bis zur vierten Ordnung erweitert. Die Implemen-
tierungen wurden dartiber hinaus in verschiedenen Testféllen verifizieren. An diesen
Beispielen konnten die Potentiale der DG-Diskretisierung demonstriert werden.

Die durchgefiihrte Konvergenzstudie belegt die vorausgesagte Konvergenz von O(hP*1)
fir DGNODAL und DGSEM und zeigt die Abhangigkeit der Genauigkeits- von
der Approximationsordnung p. Weiterhin wurde belegt, dass im Bereich hoher
Genauigkeiten eine Erhohung der Ordnung effizienter ist als die Verfeinerung des
Netzes. Dies ist einer der Hauptgriinde fiir die Verwendung von Verfahren hoherer
Ordnungen. Bei der Gegeniiberstellung von DGSEM und DGNODAL konnte des
Weiteren ein Vorteil in der Simulationsgeschwindigkeit fiir DGSEM festgestellt werden,
der sich bei hoheren Ordnungen verdeutlicht. Aus diesen Griinden ist fiir das DG-
Verfahren mit Hexaeder-Elementen DGSEM zu bevorzugen. Ein Nachteil ist jedoch
die komplizierte Ubertragen des DGSEM-Verfahrens auf andere Elementtypen.

In einem néachsten Beispiel wurde die Notwendigkeit von gekriimmten Réndern bei
der DG-Diskretisierung gezeigt und deren Implementierung fiir DGNODAL validiert.
Hierzu wurde die nicht-viskose Stromung um einen Zylinder mit geraden und ge-
kriimmten Randelementen betrachtet. Die Vernetzung mit geraden Randelementen
erzeugt dabei eine unphysikalische Losung mit der Bildung eines Nachlaufs. Im Ver-
gleich dazu ergibt die Verwendung gekriimmter Rénder einen deutlich gleichméfigeren
Stromungsverlauf. Dies bestéatigt sich auch in der Darstellung der Entropie-Konturen
und in den Verldufen der Druckbeiwerte am Zylinder.

Als ein anwendungsnaher Testfall sollte die reibungsfreie Stromung um ein Tragfltigel-
profil untersucht werden. Dabei wurde die DG-Diskretisierung auf einem groben Netz
mit der Referenzlosung des FV-Solvers TRACE auf einem feinen Netz verglichen.
Mit steigender Ansatzordnung ndhert sich die DG-Losung an die Referenzlosung
an. Dies konnte insbesondere bei der Visualisierung der Druckbeiwerte am Profil
verdeutlicht werden. In der Darstellung der Entropie-Konturen zeigt die DG-Losung
vierter Ordnung sogar ein besseres Ergebnis als die Referenz.

Aufgrund der Stabilitdtsbedingung expliziter Zeitdiskretisierungsverfahren konnten
in den numerischen Untersuchungen nur kleine Zeitschritte verwendet werden. Dies
fithrte insbesondere bei hohen Approximationsordnungen zu sehr langen Rechenzeiten

o8



6 Fazit und Ausblick

bis zur Erreichung einer auskonvergierten Losung. Durch die Implementierung eines
impliziten Verfahren zur Zeitintegration konnte sich die Rechenzeit fiir stationére
Simulationen deutlich verringern.

Der néachste logische Schritt in der Weiterentwicklung des DG-Stromungslosers ist
die Betrachtung der viskosen Terme. Hierzu wére die Diskretisierung der RANS-
Gleichungen mit dem DG-Verfahren und die Kopplung mit verschiedenen Turbu-
lenzmodellen ein erstes Teilziel. Die groflen Potentiale der DG-Ortsdiskretisierung
liegen aber in Verbindung mit hochauflosenden Verfahren wie zum Beispiel der
Large Eddy Simulation (LES), der Detached Eddy Simulation (DES) oder der Direct
Numerical Simulation (DNS), weshalb diese das Hauptziel sein sollten. In diesem
Zusammenhang ist die Erhéhung der implementierten Ansatzordnungen eine weitere
denkbare Aufgabe.

Eine spannende Problematik ware auflerdem die Simulation verschiedener Element-
typen innerhalb eines Netzes oder die Betrachtung von hangenden Knoten. Um das
volle Potential der Methode zu nutzen, wéare schlussendlich auch die Implementierung
von verschiedenen Adaptionsstrategien denkbar.

29



Literaturverzeichnis

[1]

Trace-portal. http://www.trace-portal.de/wiki/index.php/TRACE, 2013. Online;
Zugrift 25. Januar 2015.

J. Anderson. Computational  fluid — dynamics. McGraw-Hill
Science /Engineering/Math, 1 edition, February 1995.

M.A. Augustin. Numerische Untersuchungen eines wunstetigen Galer-
kin—Verfahrens zur Losung der Konvektions—Diffusions—Gleichung. Diplomarbeit,
Naturwissenschaftliche-Technische Fakultat der Universitdat des Saarlandes, 20009.

F. Bassi und S. Rebay. A high-order accurate discontinuous finite element
method for the numerical solution of the compressible navier-stokes equations.
J. Comput. Phys., 131(2):267-279, 1997.

C.E. Baumann und J. T. Oden. A discontinuous hp finite element method for
convection—diffusion problems. Computer Methods in Applied Mechanics and
Engineering, 175(3-4):311 — 341, 1999.

J. Blazek. Computational fluid dynamics: principles and applications; 2nd ed.
Elsevier, Burlington, MA, 2006.

S. Carstens. Diskontinuierliche Galerkin-Verfahren in Raum und Zeit zur
Simulation von Transportprozessen. Schriftenreihe Fachgebiet Baumecha-
nik/Baudynamik. Kassel University Press, 2013.

S. Cherednichenko, C. Frey, und G. Ashcroft. On the application of the discon-
tinuous Galerkin method to turbomachinery flows. 6th Furopean Congress on

Computational Methods in Applied Sciences and Engineering, pages 2359-2375,
2012.

B. Cockburn. Discontinuous Galerkin methods for convection dominated pro-
blems. School of Mathematics, University of Minnesota.

B. Cockburn und C.-W. Shu. The Runge-Kutta local projection P1-
discontinuous-Galerkin finite element method for scalar conservation laws. IMA
Preprint Series, 388, 1988.

60


http://www.trace-portal.de/wiki/index.php/TRACE

Literaturverzeichnis

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

B. Cockburn und C.-W. Shu. Runge- Kutta discontinuous Galerkin methods
for convection-dominated problems. J. Sci. Comput., 16(3):173-261, 2002.

M.O. Deville, P.F. Fischer, und E.H. Mund. High-order methods for incompres-
sible fluid flow. Cambridge University Press, 2002.

S. Drapkina, C. Frey, und G. Ashcroft. On the integration of high-order boundary
elements in a 3d discontinuous Galerkin method for turbomachinery flows. In
FEuropean Conference on Computational Fluid Dynamics - ECFD VI, Juli 2014.

M. Dumbser und M. Késer. Arbitrary high order non-oscillatory finite volume
schemes on unstructured meshes for linear hyperbolic systems. Journal of
Computational Physics, 221(2):693 — 723, 2007.

J.H. Ferziger und M. Peric. Numerische Stromungsmechanik. Springer Berlin,
Heidelberg, 2008.

P.F. Fischer. Galerkin methods for incompressible flow simulation. Techni-
cal report, Mathematics and Computer Science Division, Argonne National
Laboratory, 20009.

G. Gassner. Discontinuous-Galerkin- Verfahren. Vorlesungsskript. Institut fir
Aerodynamik und Gasdynamik der Universitat Stuttgart, 2013.

T. Gratsch. FEine auf dem Skalarprodukt basierende Darstellung der moder-
nen Statik unter besonderer Betrachtung der Methode der finiten Elemente.
Dissertation, Fachgebiet Baustatik der Universitat Kassel, 2002.

M. Hanke-Bourgeois. Grundlagen der numerischen Mathematik und des wissen-
schaftlichen Rechnens. Teubner-Verlag, Wiesbaden, 3. edition, 2009.

H. Harbrecht. Numerische Mathematik. Vorlesungsskript. Institut fiir Ange-
wandte Analysis und Numerische Simulation der Univsitat Stuttgart, 2009.

A. Harten und J.M. Hyman. Self adjusting grid methods for one-dimensional
hyperbolic conservation laws. Journal of Computational Physics, 50(2):235 —
269, 1983.

R. Hartmann und P. Houston. Adaptive discontinuous Galerkin finite element
methods for nonlinear hyperbolic conservation laws. SIAM J. Sci. Comp.,
24:979-1004, 2002.

J.S. Hesthaven und T. Warburton. Nodal discontinuous Galerkin methods: algo-
rithms, analysis, and applications. Springer Publishing Company, Incorporated,
1st edition, 2007.

61



Literaturverzeichnis

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

R. Hochstetter. Adaptive Discontinuous-Galerkin-Verfahren zur Losung der
Flachwassergleichungen mit verschiedenen Flussfunktionen. Diplomarbeit, Fa-
kultat fiir Mathematik, Technische Universitat Miinchen, 20009.

C. Johnson und J. Pitkdranta. An analysis of the discontinuous Galerkin method
for a scalar hyperbolic equation. Math. Comput., 46(173):1-26, January 1986.

G. Karniadakis und S.J. Sherwin. Spectral/hp element methods for CFD. Nu-
merical mathematics and scientific computation. Oxford University Press, 1999.

P. Kaufmann, S. Martin, M. Botsch, und M. Gross. Flexible simulation of
deformable models using discontinuous Galerkin fem. Graph. Models, 71(4),
2009.

D. Kuhl und G. Meschke. Finite Elemente Methoden I € II. Vorlesungsskript.
Lehrstuhl fiir Statik und Dynamik der Ruhr-Universitat Bochum, 2002.

B. Landmann. A parallel discontinuous Galerkin code for the Navier-Stokes and
Reynolds-averaged Navier-Stokes equations. Dissertation, Fachbereich Luft- und
Raumfahrttechnik der Universitat Stuttgart, 2007.

C.B. Laney. Computational gasdynamics. Cambridge University Press, 1998.
Cambridge Books Online.

C. Liubon. Turbulenzmodellierung und Detached-Eddy-Simulationen mit einem
Discontinuous-Galerkin- Verfahren hoher Ordnung. Dissertation, Fakultat der
Luft- und Raumfahrttechnik der Universitat Stuttgart, 2011.

B. Van Leer, J.L. Thomas, P.L.. Roe, und R.W. Newsome. A comparison of
numerical flux formulas for the Euler and Navier-Stokes equations. volume

87-1104 of AIAA PAPER, 1987.

S.K. Lele. Compact finite difference schemes with spectral-like resolution.
Journal of Computational Physics, 103(1):16 — 42, 1992.

P. Lesaint und P.A. Raviart. On a finite element method for solving the neutron
transport equation. Univ. Paris VI, Labo. Analyse Numérique, 1974.

B.Q. Li. Discontinuous finite elements in fluid dynamics and heat transfer.
Computational Fluid and Solid Mechanics. Springer, 2006.

M. Moller. Hochauflosende FEM-FCT-Verfahren zur Diskretisierung von kon-
vektionsdominanten Transportproblemen mit Anwendung auf die kompressiblen
Fulergleichungen. Diplomarbeit, Fachbereich Mathematik der Universitat Dort-
mund, 2003.

62



Literaturverzeichnis

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

X. Nogueira, L. Cueto-Felgueroso, I. Colominas, H. Gmeza, F. Navarrina, und
M. Casteleiro. On the accuracy of finite volume and discontinuous Galerkin
discretizations for compressible flow on unstructured grids. International Journal
for Numerical Methods in Engineering, 00:1-6, 2000.

W.H. Reed und T.R. Hill. Triangular mesh methods for the neutron transport
equation. 1973.

E. Rose. Implizite Runge-Kutta-Verfahren und ihre Anwendung auf Steuerungs-
probleme. Diplomarbeit, Fakultat der Mathematik und Physik der Universitéat
Bayreuth, 2007.

C. Tam und J.C. Webb. Dispersion-relation-preserving finite difference schemes
for computational acoustics. Journal of Computational Physics, 107(2):262 —
281, 1993.

E. F. Toro. Riemann solvers and numerical methods for fluid dynamics: a
practical introduction. Springer, Berlin, 2nd edition, 1999.

7.J. Wang, K. Fidkowski, R. Abgrall, F. Bassi, D. Caraeni, A. Cary, H. Deconinck,
R. Hartmann, K. Hillewaert, H.T. Huynh, N. Kroll, G. May, P.O. Persson, B. van
Leer, und M. Visbal. High-order CFD methods: current status and perspective.
Int. J. Num. Meth. Fluids, 72(8):811-845, 2013.

A. Wolkov, C. Hirsch, und B. Leonard. Discontinuous Galerkin method on
unstructured hexahedral grids for 3d euler and navier-stokes equations. AIAA
Paper 2007-4078, 2007.

63



Hochschule fiir Angewandte Wissenschaften Hamburg
Hamburg University of Applied Sciences

Erklarung zur selbststdndigen Bearbeitung einer Abschlussarbeit

Gemal der Allgemeinen Priifungs- und Studienordnung ist zusammen mit der Abschlussarbeit eine schriftliche
Erklarung abzugeben, in der der Studierende bestatigt, dass die Abschlussarbeit ,— bei einer Gruppenarbeit die
entsprechend gekennzeichneten Teile der Arbeit [(§ 18 Abs. 1 APSO-TI-BM bzw. § 21 Abs. 1 APSO-INGI)] —
ohne fremde Hilfe selbstandig verfasst und nur die angegebenen Quellen und Hilfsmittel benutzt wurden. Wort-
lich oder dem Sinn nach aus anderen Werken enthommene Stellen sind unter Angabe der Quellen kenntlich zu

machen.”
Quelle: § 16 Abs. 5 APSO-TI-BM bzw. § 15 Abs. 6 APSO-INGI

Dieses Blatt, mit der folgenden Erklarung, ist nach Fertigstellung der Abschlussarbeit durch den Studierenden
auszuftllen und jeweils mit Originalunterschrift als letztes Blatt in das Prifungsexemplar der Abschlussarbeit
einzubinden.

Eine unrichtig abgegebene Erklarung kann -auch nachtraglich- zur Ungiiltigkeit des Studienabschlusses fiihren.

Erklarung zur selbststdndigen Bearbeitung der Arbeit

Hiermit versichere ich,

Name: Bergmann

Vorname: Michael

dass ich die vorliegende Masterarbeit bzw. bei einer Gruppenarbeit die entsprechend
gekennzeichneten Teile der Arbeit — mit dem Thema:

Erweiterung eines 3D Discontinuous Galerkin Stromungslosers

ohne fremde Hilfe selbstandig verfasst und nur die angegebenen Quellen und Hilfsmittel
benutzt habe. Wortlich oder dem Sinn nach aus anderen Werken entnommene Stellen sind unter
Angabe der Quellen kenntlich gemacht.

- die folgende Aussage ist bei Gruppenarbeiten auszufillen und entféallt bei Einzelarbeiten -

Die Kennzeichnung der von mir erstellten und verantworteten Teile der Masterarbeit ist
erfolgt durch:

Ort Datum Unterschrift im Original




	Einleitung
	Hintergrund
	Zielsetzung

	Euler-Gleichungen
	Erhaltungsprinzipien
	Erhaltung der Masse
	Erhaltung des Impulses
	Erhaltung der Energie

	Kompakte Schreibweise
	Zustandsgleichung und Machzahl

	Discontinuous-Galerkin-Verfahren
	DG-Ortsdiskretisierung der Euler-Gleichungen
	Numerischer Fluss
	Randbedingungen
	Vergleich zur Finiten-Volumen-Methode

	Elemente und Basisfunktionen
	Transformation auf das Referenzelement
	Basisfunktionen
	Numerische Integration
	Gekrümmte Ränder

	Zeitdiskretisierung
	Explizite Verfahren
	CFL-Bedingung

	Fehlerabschätzung und Konvergenzordnung

	Strömungslöser TRACE
	Numerische Ergebnisse
	Konvergenzstudie
	Aufbau des Modells
	Auswertung für DGNODAL
	Auswertung für DGSEM
	Vergleich von DGNODAL und DGSEM

	Umströmung eines Zylinders mit gekrümmten Rändern
	Umströmung eines Tragflügelprofils

	Fazit und Ausblick

