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Einleitung

1 Einleitung

Schnell rotierende Maschinen sollen im Betrieb einwandfrei laufen. Einige dieser rotierenden
Maschinen werden iiberkritisch betrieben. Uberkritsch meint hier den Betriebszustand nach
durchfahren von eine oder mehrere Resonanzstellen. An diese Resonanzstellen entstehen sehr
groBBe Fliehkrifte, an denen die Rotorauslenkungen sehr grof3 werden konnen. Um grof3e Aus-
lenkungen und damit die Zerstorung der Maschine zu vermeiden und um die Funktion der Ma-
schine zu kontrolieren, muss das dynamische Verhalten des Rotors beim Hochlaufen in diesen

Stellen bekannt sein [1].

Das Durchfahren biegekritischer Drehzahlen ist fiir den sicheren Betrieb rotierender Maschi-
nen von besonderer Bedeutung. Insbesondere muss der Antrieb iiber ausreichende Leistungs-
reserven verfiigen, um nicht in der Resonanz zu verbleiben. Strukturmechanische Ansétze zur
Beschreibung der Resonanzdurchfahrt elastischer Rotoren finden sich beispielsweise in [2] und
[3]. Allerdings ist die dynamische Interaktion von Rotoren mit Dichtelementen, siehe [4], [5]
[6], bisher noch nicht ausreichend diskutiert. Im Rahmen dieser Masterarbeit wird daher ein
Modell zur Simulation der Resonanzdurchfahrt eines elastischen Rotors erstellt und mit ei-
nem Modell eines elastomeren Radialwellendichtringes gekoppelt, wobei die Methode der Fi-
niten Elemente angewendet wird. Im Einzelnen werden dabei folgende Aufgaben erarbeitet:
Den Aufbau eines Rotormodells und Simulation der Resonanzdurchfahrt sowie der Aufbau ei-
nes Dichtungsmodells unter Beriicksichtigung der Gummielastizitit und schlieBlich gekoppelte

Berechnungen mit und ohne Dichtung.
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Grundlagen

2 Grundlagen

In diesem Kapitel soll ein mathematisches Modell des zu untersuchenden Rotors erstellt wer-
den. AnschlieBend werden die Differentialgleichungen des Modells hergeleitet und schlielich
werden die Elementmatrizen fiir die Berechnung vorbereitet. Fiir die Losung der Systemglei-
chungen werden zwei numerische Verfahren zum Einsatz kommen. Dabei handelt es sich um

die numerischen Verfahren nach NEWMARK und RUNGE-KUTTA.

2.1 Elastischer Rotor

Uberwiegend werden rotierende Maschinen iiberkritisch betrieben. Das heif3t, dass die Reso-
nanzstellen bzw. die Kritischen Drehzahlen durchfahren werden, bis der Arbeitsbereich erreicht
wird. Die Abbildung 1 zeigt ein das Gleichgewicht von der Fliehkraft und der Riickstellkraft ei-
nes elastischen Rotors. Aufgrund von Fertigungsungenauigkeiten, liegt der Schwerpunkt S der
Scheibe nicht auf die Drehachse. Da die Maschine unsymmetrisch rotiert, hat der Schwerpunkt
der Scheibe vom Rotor einen Abstand € vom WellendurchstoBpunkt W. Die entstandene Flieh-
kraft F hat nach R. GASCH UND H. PFUTZNER: Rotordynamik eine Einfiihrung [7] die Grofe:

Abbildung 1: Gleichgewicht in der ausgelenkten Lage des elastischen Rotors

F=(w+ 8)m92
und die elastische Riickstellkarft
Fe=cyw
Das Gleichgewicht zwischen der Fliehkraft ' und die Riickstellkraft F, liefert:

cyw = (yw + €)mQ?
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Umformen nach der Wellenauslenkung yy ergibt

_emQ? eQ?
yw_c—sz_%—Q2

Dabei ist ¢ die Wellensteifigkeit, € die Erregerkreisfrequenz und m die Masse der Scheibe.

2

Mit der Eigenkreisfrequenz des Schwingers @y~ = .-, erhilt man fiir die Wellenverformung yy

in y-Richtung o
()
1—($2)2

@y

Die Abbildung 2 stellt die Auslenkung yw in Abhédngigkeit von % dar, bei Q = wy werden fiir

yw=E¢€

yw unendliche Werte angenommen. Dieser Bereich muss schnell durchfahren werden, um die

Zerstorung der Maschine zu vermeiden [7].
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Abbildung 2: Wellenauslenkung in der Abhingigkeit von %

2.2 Mathematisches Rotormodell
Um das Verhalten des Rotors bei der Resonanzdurchtfahrt zu erldutern, wird ein so genannter
Laval-Laufer — eine mittig besetzen Welle — betrachtet. Es besteht aus einer biegeelastischen

Welle mit runden Kreisquerschnitt und einer einzigen Scheibe. Dabei wird die Scheibe durch
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Grundlagen

die Masse m und der Massentrigheitsmoment J;, beschrieben. Der Laval-Liufer ist an beiden
Enden starr gelagert, wobei die Scheibe in der Rotationsebene verbleibt. Dadurch werden die
gyroskopische Effekte ausserhalb der Drehebene nicht beriicksichtigt. In der Abbildung 3 wird

das entsprechende Modell des Rotors mit Antriebsdrehmoment 7, dargestellt.

Abbildung 3: Laval-Liufer mit gewihlten Koordinatensystem

Anders als die analytische Untersuchung auf das Verhalten des Rotors bei der Resonanzdurch-
fahrt, an der freigeschnittenen Rotorscheibe,[8] mochte man nun die verteilten Masse und Stei-

figkeit der Welle mitberiicksichtigen.

2.3 Differentialgleichungen

Aufgrund der zu komplizierten analytischen Losung, wird die Methode der Finiten Elemente
(FEM) als bekanntes Verfahren der Strukturmechanik eingesetzt. Mit FEM wird das mathema-
tische Modell des Rotors in N Einzelelemente zerlegt. Allen Elementen liegt als Elementtyp ein
Balkenelement zugrunde. Jedes Element besteht aus zwei Knoten an den Enden des Balkenele-
ments, und pro Knoten sind 5 Freiheitsgrade vorhanden, zwei Verschiebungen quer zu Rotati-
onsachse und drei Verdrehungen. Das Balkenelement kann als Torsionsstab um die x-Achse und
als Biegebalken um xy- sowie xz-Achse getrennt behandelt werden, da die Freiheitsgrade ent-
koppelt sind. Als erstes wird die Differentialgleichung des Torsionstabes und des Biegebalkens

hergeleitet.

Die Differentialgleichung des Torsionsstabes

Um die Beziehungen fiir die rotatorische Schwingungen aufzustellen, wird analog zu B. KLEIN
FEM [9: S. 54] hier ein Drehstab-Elements mit einen runden Kreisquerschnitt eingefiihrt, wie in
Abbildung 4 dargestellt. Nach dem Impulssatz an dem infinitesimalen Drehstab-Element wird

die entsprechende Differentialgleichung aufgestellt. Dabei bedeutet M; das Torsionsmoment, m;
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medx
_  —
4%_6 . E M; +dM,
doeo
. - N

Abbildung 4: Impulsbetrachtung an einem infinitesimalen Drehstabelement

das verteilte Moment, d® 6 die Drehtrigheitskraft und dx die Linge des infinitesimalen Stabes.

dO®O = —M, + M, +dM, + m,dx (1)
mit d@:/rz-dmzp/r2~dv:p/rz.dA.dx:p-J,,-dx
mit  J,= / r*-dA 2)

J), ist das polare Flichentrigheitsmoment und gleich das Torsionstrigheitsmoment /; bei einer
Kreiswelle, p die Dichte, dm das infinitesimale Massenelement, dV das infinitesimale Volu-

menelement und dA das infinitesimale Flachenelement.
Durch Einsetzen von d® und Teilen durch Differential dx erhilt man

. dM,
pIpf=—"+m 3)

In Abbildung 5 ist eine kreisformige Welle, die an einem Ende, durch ein Moment belastet
wird dargestellt. Die kinematische Beziehung zwischen der absoluten Verdrehung ds und der

Winkeldnderung y bzw. zwischen der absoluten Verdrehung ds zum Verdrehwinkel d ist:

ds ds

sin(y) = o und sin(d@) = —

ds =dx-sin(y) = r-sin(d0)
Mit den kinematischen Annahmen, dass
¢ die Querschnitte ihre Gestalt behalten und

* ebene Querschnitte Eben bleiben (keine Verwolbung)
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dx

Abbildung 5: Keisformige Welle

sowie der Annahme fiir kleine Verformungen
sin(y)=y  und sin(d@) = do

besteht zwischen der Verdrehung d6 und der Winkeldnderung y (Abbildung 5) folgender Zu-

sammenhang
r-do =vy-dx
Daraus folgt
}/=r~ﬁ=r~9' 4)
dx

Aus dem Elastizititsgesetz ist die Schubspannung 7 als Produkt von Schubmodul G und Win-
keldnderung y bekannt.

T=G-y
Durch Einsetzen der Winkeldnderung y aus (4) in das Elastizitdtsgesetz, erhédlt man fiir die
Schubspannung
de
tT=G-r-—=G-r-0 &)
dx
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Das Moment aus den Schubspannungen entspricht dem im Schnitt wirkende Torsionsmoment ;. [10]

Mt:/r’CdA /rGr—dA

—G/r dA—

~G-J,- d-GJp@' mit Jp:/rsz ©)
X

Nun wird das Torsionsmoment M, in die Gleichung (3) eingesetzt, das ergibt

.. d
p-J, 6= a(G-J,,-e’) +my
p-J,0=G-J, 0" +m, fir ~ GJ, = const (7)
Die Gleichung (7) stellt die starke Form des Gleichgewichts in jedem Punkt des Torsionssta-

bes dar. Hierbei bezieht sich die starke Form auf die Ordnung der Differentialgleichung (7)
gegeniiber der Ordnungsherabsetzung der Differtialgleichung (10) im folgenden Abschnitt.

Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Die Terme der Gleichung (7) werden auf die linke Seite gebracht, mit einer virtuellen Verschie-

bung 660 multipliziert und iiber die Linge / des Stabelements integriert.
l .o
| 86 (ps,6~G1,8" ) dx =0 (8)
0

Die virtuelle Verschiebung 86 hat folgende Eigenschaften [11]:
* Es geniigt die geometrischen Randbedingungen,
* ist infinitesimal klein
* und ist beliebig.

Das Integral wird nun als Einzelintegrale beschrieben

Therm (D
——N—

! ) / !
/ §56pJ,0dx / §0GJ,0"dx— / §0m;dx =0 ©)
0 0 0
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Der Therm () in Gleichung (9) wird partiell Integriert
! ! !
/ §56GJ,0"dx = [69(;1,,9’] - / §56'GJ,0'dx
0 0 0
Damit nimmt die Gleichung (9) folgende Formel
l . l l l
/ 86pJ,0dx — [SBGJPG’] +/ 69’GJ,,9'dx—/ 80m,dx =0
0 o /0 0

Es ist hierbei zweckmiBig die Gleichung in innere und duflere Krifte aufzuteilen

I . I I !
/ §56pJ,0dx + / §56'GJ,6'dx = / §0mdx + {SGGJPG'} (10)
0 0 0 0
Die Gleichung (10) ist die schwache Form der Differentialgleichung des Torsionsstabes. Wobei
GJ,0' = M, ist.

Aufstellen der Differentialgleichung des Euler-Bernoulli-Balkenelement
Die Grundlage fiir die Berechnung des Balkenelements ist die Hypothese von Euler-Bernoulli

des Biegebalkens, siche Abbildung 6. Aus dem Gleichgewicht des infinitisimalen Balkenele-

q:

Y Y Y Y \ 4 \ 4

dOW Q+dQ

M+dM

Z dmw
Abbildung 6: Impulsbetrachtung an einem infinitesimalen EULER-BERNOULLI-Biegebalken
ments unter beriicksichtigung der Tragheitskréfte erhdlt man

dmw = —Q+Q+ Q'dx+q.dx
pAwdx = Q'dx + g,dx (11

Dividiert man das Differential dx erhilt man

pA = Q' +q; (12)
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Unter der Bedingung, dass die Summe der Momente Null ist, folgt

dev’ :M+(Q+Q'dx)dx—|—qzdxd7x —M—M'dx—dmv'f/% (13)
mit
de = /rzdm
=p / r2dA - dx
= pJpdx.

Nach dem Umformen und dem Eliminieren der Therme hohere Ordnung wird aus Gleichung (13)
pJW =0—M (14)

Nun wird die Gleichung (14) nach Q umgeformt sowie abgeleitet und in die Gleichung (12)
eingesetzt.

pAW = pJ, W' +M" + ¢, (15)

Mit dem Einsetzen des Biegemomets M = —EIw" in die Gleichung (15), bekommt man schlieB3-
lich

pAW = pJ W' —EW" +q,  mit  EI=Xkonst (16)
Die Gleichung (16) ist die Differentialgleichung der Biegeschwingung des EULER-BERNOULLI-

Balkens. Dabei ist w = w(x, 1) die Durchbiegung des Balkens, p die Dichte, A die Querschnitts-
flache, E1 ist die Biegesteifigkeit des Balkens.

Prinzip der virtuellen Verschiebungen
Analog zu der Differentialgleichung des Torsionsstabes, wird die Gleichung (16) mit einer be-

liebigen Testfunktion w multipliziert und tiber die Lidnge / des Balkens integriert

l
/ Sw (pAW — pJ " + ELw"" —q;)dx =0
0
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Das ergibt nach der Summenregel fiir Integrale

Therm() Therm@®)
I I D S
/ 5prde—/ 5prpW”dx+/ BWEIyw”"dx—/ owg,dx =0 (17)
0 0 0 0

Nun wird der Therm (I) von der Gleichung (17) einmal und der Therm (2) zweimal partiell

integriert

! l l
/ SwpAWdx — [aijpw’} + / Sw' pJ, W' dx+
0 0 0

l

l l l
{5wElyw/"} — {5W'E1w"} + /O Sw'ELW"dx — /0 Swq.dx =0 (18)
0

0

Nach Umformung erhilt man

I I I
/5prv’t>dx+/ 3w’p],,v'\>’dx+/ Sw'ELw"dx =
0 0 0

l l

l l
+ |:5W/EIyWU:| —f-/o owq,dx (19)
0

{5prpv'(/] — [5wElyw”/]

0 0

Die Gleichung (19) stellt nun im Gegensatz zur Gleichung (16) die schwache Form des Gleich-
gewichtes des EULER-BERNOULLI-Balkens dar. Dabei ist pJ,#w' = o die Drehtrigheitskraft,
EILw" = —Q, die Querkraft und EI,w" = —M,, das Biegemomet.

I I I
/6prde—i—/ 5w’pJpv‘f/dx—|—/ SW'ELw"dx =
0 0 0

I I I !
|:5WOC:| + {6WQ;| - |:5W/My1 + / Owgq.dx (20)
0 0 o /0

2.4 Elementmatrizen zur Welle des FE-Rotormodells

Das Balkenelement fiir das Rotormodell nach Abbildung 7 vereinigt einen Balken fiir gerade
und schiefe Biegung mit einem Torsionstab. Seine Verriickungen werden beschrieben durch die
Koordinaten U; bis Us des Knotens (1) und U bis Uy des Knotens (2) [12: Seite 223].

Es wird vorausgesetzt:

» Konstante Querschnittsfliche A = const, konstante Massenbelegung p = const und Werk-

stoffeigenschaften langs des Balken E1 = const.
* Knoten () und Q) liegen in den Querschnittsschwerpunkten.

* Die Koordinaten fallen mit den entsprechenden Hauptachsen zusammen.
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* Die Schubmittellinie liegt in der Schwerlinie.

Damit ergeben sich die folgenden Bestimmungsdaten des Elements:

[ die Linge des Balkenelements in m
A die Querschnittsflidche in m?
LI, Fliachentrigheitsmomente in m*
IT Torsionstrigheitsmoment in m*

k
p  Die Dichte in m—g3

N
E Elastizitatsmodul in —
m

1% Querkontraktionszahl

Die Gleichungen (10) und (19) stellen die schwache Form der Differentialgleichungen von

Abbildung 7: Balkenelement mit 5 Freiheitsgrade

Torsionstab und Balkenelement dar. Als Erstes werden die Elementmatrizen fiir das Balkenele-
ment in die xy-Ebene zusammengebaut. Der Vektor der Elementfreiheitsgrade U ist wie folgt

zusammengebaut:

T
U:[Ul Uy Us Uy Us Ug U; Ug Ug UIO}

T
:[Vl Wi (O] Wll Vll Vo W (0 Wzl Vzl}

V1,Va, W1, W, sind die Freiheitsgrade der Biegung und W, W, V/,V; sind die Freiheitsgrade der
Verdrehung um y- und z-Achse. ¢, ¢, sind die Verdrehungen um die x-Achse. Das Balkenele-
ment kann in den Ebenen xy, xz und yz getrennt behandelt werden, da die Ebenen entkoppelt

sind. In folgenden Abschnitt wird zuerst das Balkenelement in die xy-Ebene behandelt.
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a) Elementmatrizen des Balkens in xy-Ebene
Nach der Abbildung 8 ist das Balkenelement in der xy-Ebene mit dem entsprechenden Frei-

heitsgrade zu sehen. Die schwache Form des Biegebalkens in der Gleichung (20) wird nun in

e l -
U | Us |
y Us Uio
EalZava
z X Knoten (]) } Knoten Q)
| x | 2
0 c=7-1 Q6
5 Mo
Knoten () Knoten Q)

Abbildung 8: FE-Element des Balkens in xy-Ebene

die xy-Ebene geschrieben. Statt die FeldgroBe w(x,?), gz, My, Q. und I, wird nun v(x,t), gy, M.,

Oy und I, beschrieben. Dies sieht nun wie folgt aus
[ [ 1
/ 5va\'idx—l—/ 5v/pJp\7'dx—|—/ 5v”EIZv”dx =
0 0 0
[ 1 ! i
[5\106] + {SVQy] — |:5V/MZ:| +/ Ovq,dx 21
0 0 o “0

Nun wird die Verschiebung v(x,7) niherungsweise durch eine geeignete Ansatzfunktionen ap-
proximiert. Da das Balkenelement in Abbildung 8 vier Freiheitsgrade hat, wird eine Ansatz-

funktion dritten Grades fiir die gesuchte Durchbiegung in die y-Richtung gewdhlt:

ao
v(x,1) = vy(x,t) = agp +aix+ ax® +azx® = [1 x x? xﬂ Zl (22)
2
as
und deren Ableitung
v, (x,1) = ay +2ax+ 3aszx’ (23)

Mit den Verschiebungsrandbedingungen an den Knotenpunkten des Balkenelements

vi(x=0,1) =U,
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vh(x:O,t):UI:ao
Vi (x=0,1) =Us =a,
vh(le,t):U6=a0+a1l+a212+a313
Vi(x=1,1) = Ug = a) + 2ayl + 3a3/?
Als Matrixschreibweise
Ui 1 0 0 O agp ap Ui
U. 01 0 O U.
3| = S e P e VS (24)
U6 1 1 1 l aj ar U6
Uso 0 1 21 32| |a3 as Uso
A

Nach dem Einsetzen der Gleichung (24) in die Gleichung (22) ergibt

U,
U
Vh(X,t>=[1 x x? xﬂA_l >
Us
Uio
Uy
=1 3x2 2x 2x2 X 3x2 2x3 2 X U5
I R i B L - B B B N S
Uio
Ui
=@ m@) e wE@] | =HL U0
6
Uio

Die Polynome £;(x) heien Hermitsche Polynome und haben die Eigenschaft, dass sie am Kno-
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ten () den Wert 1 und an allen anderen Knoten den Wert 0 haben. Wie man sieht ist:

hi(x=0)=1, h(x=0)=0, hi(x=1)=0, Ri(x=1)=0
hy(x=0)=0, W(x=0)=1, hy(x=1)=0, W(x=10)=0
h(x=0)=0, Hx=0=0, Ihx=0)=1, HKx=0)=0
ha(x=0)=0, Hx=0=0, h(x=0)=0, Hx=1I0)=1

Nun wird die Ansatzfunktion vj(x,7) in die schwache Form des Gleichgewichtes des Balken-
elements eingesetzt, das hei3t die Gleichung (21) wird mit dem finiten Balkenelement approxi-

miert. Fiir die virtuelle Verschiebung év wird die gleiche Ansatz verwendet.

vp(x,1) = ny(x) Uy (2); ovp(x) = ( )-0Uyy = 5U£y~ny(x)
B(x,0) =HL(x) - Uy(t); 8V (x) = SUL-H,y(x)

W, (x,0) =, (0) - U (1); 8v)(x) = SUL -H, (x)

Vi (1) = H'{ (x) - Uy (1)

hierin sind die virtuellen Verschiebungen von der Zeit unabhingig.

/ 5U pAHT, (x) Uy () dx + / SUL ML (x) p, BT () Uy (1) -+

/15U£H%, (X) ELH" L, (x)Usy (1) dx =

! ! !
[5U§Hw@y4 +[6U§Hw@x51 PUQH@() } + OaugHyombdx (25)
0 0
Durch Ausklammern der Vektor der virtuellen Verschiebung & U){y — da sie von den x Koordinate
unabhéngig ist und alle Therme auf die linke Seite bringen — wird aus der Gleichung (25)

folgender Ausdruck

3UT{/“HW )PAHL (x) Uy ( ch+:/ (x)pJ H'. () Uy (1)dx+
l

/0 HY, (x) ELH" L (x) Uy (1)dx — [ny(x)oc} -

0

{ny<x)le+ {H;y( ];— / ley(x)qydx] ~0

Da die virtuellen Verschiebungen beliebig sind, das heiflt man kann SUQ frei wahlen, fuhrt dies
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dazu, dass der Klammerausdruck Null ist.

[ l
/0 H,,, (x)p AR, (x)dxUsy (1) + /O H, (1)pJ, B (x)dxUsy (1) +
l

/Ol Hgy(X)EIZH"zy (x)dxUyy (1) — {ny (x) a] O_

{ny (x) Qy] ; + [H;y (x)MZ} ; - /0 "Hey (9)gdx = 0 26)

Da die Vektoren der unbekannten Knotenbeschleunigung Uzy und Knotenverschiebung Ufy nur
von der Zeit abhingig sind, folgt daraus

M, Uy () + Ko Uy (1) = £+ Koy 27)

Hierin ist M, oy = M., ..+M., . die Elementmassenmatrix, besteht aus translatorischen Anteilen

M., und rotatorischen Anteilen M, . Dabei ist

€xyT €xyR

!
M., = /0 H.,, (x) pAHL, (x)dx
und ;
T
M,,, = /0 HL, (x)pJ,H'", (x)dx
weiter ist K., die Elementsteifigkeitsmatrix:

l
T
K., = | Hy(ELH', (x)dx

f,

e,y 18t der Lastvektor aus der Elementstreckenlasten

l
fexy\/ :/0 ny(‘x)qydx

und fexyS der Vektor der Knotenkrifte:
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Der Vektor H,y(x) ist an der Stelle x = [ bzw. x = 0 wie folgt definiert

hl(x:l) 0 hl(x:()) 1
H,(x=1)= 2= _ und  Hy(x=0)= 2x=0)) _
mx=0| |1 h(x=0)| |0
ha(x=0| |0 ha(x=0)| |0
bzw.
Hix=0] o Hix=0] o
Hy(x =1 0 H,(x =0 1
(=)= |20 imd  H(x=0)= 20TV _
Hyx=0| |0 Hy(x=0)| |0
hy(x=1) 1 hy(x=0) 0

Daraus folgt fiir den Vektor der Elementknotenkrifte fexyS

—(a&'+ Q) |x=0 0

_ M |x:0 . MS

€y - -
s (a/+Q) |x:l Q6
—M | = Mo

Um die Integrale der Elementmatrizen einfacher auszuwerten, werden die natiirlichen Koordi-

naten eingefiihrt, siche Abbildung 8.

Mit

x= fiir 0< x<! (28)

ergeben die Interpolationspolynome H,, (&)

(E-1D*E+2)

hy = ;
L HE-1)*(E+1)
2 8
s — _(€+1312(5_2)
o M+ 1)
T 8
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In der Abbildung 9 ist der Verlauf der Formfunktionen dargestellt.

021 7

'0.4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

§

Abbildung 9: HERMITEsche Polynome in der xy-Ebene

Daraus folgt fiir die Elementmassenmatrix

l l
M., = /0 H., (x)pAH, (x)dx + /0 H., (x)pJ, 1y, (x)dx

nach Transformation (28)

! dé 2
de=zds 071

sowie fiir die Ableitungen der Formfunktionen

dH,y(x) dey(X)ﬁ _ %dHXy(x) 2 0

e dE dx 1 dE 1wl

dx

d&

_dPHy(x) _d ld%(x)} _2d [dey(xq _ % % {dH;cy(x)] _AdHL() 4

H’ == = et AP = U
e [ dx 2 a2 phnls)

folgender Ausdruck in natiirlichen Koordinaten

M., = Lpa [ My@L )z + 2pu, [ (BT, €102
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Die Integralauswertung der Elementmassenmatrix ergibt

13 6 2 9 6 1 2
RBPAL+ 5Pl 3iPAL + 1Pl 70PAl = 5pIp 0PI — 2pPAl
T 3 2 1 1 3

M, — 30PALP +15PLp  1sPAP +35pIpl gPAL — 5Py —35PIpl — 1igPAl

x 9 6 2 1 6 1 2
’ WPAL=pl,  FPAL = 15pl, BPAL+§pl,  —15Ply — 31gPAL

13 ap2 L3 1 2 1 a3
0PIy = 20PAL —55PIpl — gPAL  —35PIy — 3ioPAL qizPAL + {5plpl

Die Elementsteifigkeitsmatrix K., erhélt man analog zu der Elementmassenmatrix. Nach Trans-

formation des Integrales in den naturhchen Koordinaten bekommt man

K., = / H/, (x) ELHL (x) EI / HY, (&)HL (&)dé
Die Elemente der Elementsteifigkeitsmatrix nehmen nach der Auswertung folgende Werte an

12 6/ —12 6l
_EL | 6l 47 —6 2
OB S12 —6l 12 —6l
6l 20> —61 417

Anzumerken ist, dass sowohl die Elementsteifigkeitsmatrix als auch die Elementmassenmatrix

symmetrische Matrizen sind.

SchlieBlich ist der Vektor der Streckenlasten f,

6

l ! : gyl | 1

Feov = /0 Hy (x)gydx = 54y /_ Ho(8)de =75 |
—1

Die Umsetzung zur Berechnung der Elementmatrizen in xy-Ebene zeigt folgender Programm-
ausdruck mit dem Programm MATLAB.

1 clc, close all, clear all
> syms A E 1 rho Iz Ip xi qy real

3 % Der Vektor der Formfunktionen

4+ Hxy = [((xi - 1)"2%(xi + 2))/4 , (l=(xi - 1)""2%(xi + 1))/8,

5 -((xi + D)M2x(xi - 2))/4,(1x(xi - 1)=(xi + 1)72)/8]";

6 H_xyst = diff (H_xy,xi,1l); % erste Ableitung von H_xy ...
nach xi

7 H_xystst = diff (H_xy,xi,2); % zweite Ableitung von H_xy ...
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20

21

22

23

24

nach xi

% Steifigkeitsmatrix

K_xy = ExIz+8/1"3xint (H_xyststxH_xystst',xi,-1,1)

pretty (K_xy) 9%mathematische Schreibweise

% Massenmatrix

M_xyT = rho#A*1/2%int (H_xy+*H xy',xi,-1,1); % Translatorisch
M_xyR = rhoxIp*2/lxint (H_xyst+H_xyst',xi,-1,1); % Rotatorisch

M_ e = M_xyT+M_xyR

pretty (M_e)

% Der Vektor der Streckenlasten

fe

= lxqy/2+int (H_xy,xi,-1,1)

pretty (fe_s)

subplot(1.,3,1) % Plot der Matrizen
spy(fe_s),title ('Streckenlasten ')

subplot(1,3,2)

spy (M_e) , title ('Massenmatrix ")

subplot(1,3,3)

spy (K_xy) ,title ('Steifigkeitsmatrix ')

b) Elementmatrizen des Balkens in xz-Ebene

Analog zu den Schritten fiir den Aufbau der Elementmatrizen des Balkens in der xy-Ebene,

werden auch hier durchgegangen, um die Balkenmatrizen in der xz-Ebene herzuleiten.

In der Abbildung 10 ist das Balkenelement in der xz-Ebene mit Knotenfreiheitsgrade und Kno-

tenlasten dargestellt.

Knoten(D Knoten(Q)

3 l R

Abbildung 10: FE-Element des Balkens in xz-Ebene

Zuerst wird die gesuchte FeldgroBe w(x,) in der integraler Form der Gleichung (19) nihe-
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rungsweise durch eine Ansatzfunktion vom dritten Grades approximiert.

! ! !
/Sprde—i-/ 5w/pJpw’dx-|-/ SW'ELw"dx =

0 0 0
I

l l /
{Spr,,w’} — {SWEIyw”’} + {SW/EIyw”} + /0 Swq.dx (29)
0 0 0
ao
_ 2 3 _ 2 3| |
w(x,t) = wp(x,1) = ag+a1x+axx” +azx’ = [1 X x° x }
a
as

wh,(x,1) = ay + 2apx + 3azx*

Durch die Verschiebungsrandbedingungen an den beiden Knoten des Balkenelements in der

Abbildung 10, konnen die vier unbekannte Konstanten ag bis a3 bestimmt werden.

Wh(x:O,t):Uz = q U, 1 0 0 0 a
w,(x=0,1)=—-Us =a . Uy _ 0 -1 0 0 ap
wp(x=011)=U; =ag+ail+al*+a3l® Uy | Y S R & a»
wh(x=1,t) = —Uy = aj+2ayl+3a3l? Us 0 —1 =21 —37| |a3

mit

Klein Stiickprogramm fiir die Berechnung der Vektor der Formfunktionen H,,(x) = (B~1)” XZ
x

x3
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1 % Berechnung der Vektor der Formfunktionen H_xz(x)

> syms x 1 real

3 B = [T OO0 O0; O -1 0 O % Matrix B

4 1 1 122 173; 0 -1 -2x1 -3x172];

s V = [T x x72 x73];

¢ H_xz = (BA-1) 'sV' % Vektor der Formfunktionen

7 pretty (H_xz); % Mathematische Schreibweise von
H_xz

s H_x0 = subs (H_xz,x,0) % H_xz soll an der stelle "X=0"
1 sein

9 Hst_x0 = subs (diff (H_xz,x),x,0) % H' _xz soll an der stelle "X=0"
1 sein

o H_xI = subs (H_xz,x,1), % H xz soll an der stelle "X=1"
1 sein

n Hst_xI1 = subs (diff (H_xz,x) ,x,1) % H' _xz soll an der stelle "X=1"
1 sein

Mit dem Ansatzfunktion wy(x,¢) wird nun die schwache Form approximiert. Das heifit, das

Intervall der Integration wird in einzelne keile Intervalle unterteilt.

Nach dem Einsetzen des Ansatzes in die Gleichung (29) und einige Umformungen bekommt

man
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0.8

06

~—~ 04r

< o2}

_04 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

§

Abbildung 11: HERMITEsche Polynome in der xz-Ebene

! l ..
| SULH()pARL () Unc(r)dx+ [ SULHL (0, () Uscl0)dx+

/ SULH” (x)ELH"L (x)U,.(t)dx =
l
— {SU){ZHXZ( x)ELw" ] [5UTH’ (x)EI w/’] -

XZ5EXZ
0

l
{(SU){ZHXZ (x) pJpW'}
0

/ SULH,.(x)g-dx (30)

Auch hier wird die Virtuelle Verschiebung 5U£Z ausgeklammert und die Verktorverschiebung
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U,.(t) sowie die Vektorbeschleunigung U, (¢) hinter dem Integrale gezogen

[
6U)7€; [/ sz(x)pAH )dexz +/ pJ HI ( )dXﬁXZ(t)+

l l

+ [sz (x)EIyw"’] —

/ H,(x)ELH" L (x)dxU,(r) — [sz(x)p T W/] 0

0

! !
{H;Z(x)Elyw”} — /0 sz(x)qzdx} =0
0

Da die virtuellen Verschiebungen beliebig sind, ist der Klammerausdruck Null. Es folgt daraus

die Schwingungsgleichung.

M sz (t) + Keszxz (t) = fexzs + fesz @31

€xz

Dabei ist

M., =M, , +M,, die Massenmatrix

!
M, , = / H,,(x)pAHL (x)dx translatorischer Anteil
M. . / x)pJ)p H’ -(x)dx rotatorischer Anteil

K., / H' (x)ELH"] (x)dx die Steifigkeitsmatrix

l l

!
— {sz(x)Elyw’ " } + {H;Z(x)Elyw” ] der Vektor der Knotenlasten
0

f, = [sz (x) pJpW'}
0

0

1
fo., = / H,,(x)q.dx der Vektor der Streckenlasten
0

Genauso wie in der xy-Ebene, werden hier auch die Integrale in den natiirlichen Koordinaten

transformiert. mit

5:27)6—1 vV —1<E<

dx:£d§

) R 2dRE) 2,
H () dx - dé 5_7 dé ijz(é)
HY () = HL(E)
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folgt fiir die Matrizen

M., = tpa [ Mm@+ 2o, [ @)W E)ae

exz: EI/ H// HNT é)dé

I !
fe s = |Hx(x )pJPW} - {sz(x)Elme} + {H;z(x)El w }
L 0 0 0
(0))
] A
= |Hy(x)pJpW" — Hy (x) ELw"” +H;Z(x)EIyw”] =
: o |97
Mo
6
l [ gl |1
foy = | Hulaedx = 5q. [ Ho(@)ag =45 |
[
Die berechneten Matrizen M., und K., sehen wie folgt aus:
13 6 21 9 6 2
BPAI+ Pl —aPALR — 5Pl 7PAL=5pIp  —1ply+ g5pPAl
21 3,2 2 3
M, — 210PAZ — 1Pl TosPAL + 15P1 ! 420pAl + 1Py —3PIpl — 1igPAl
XZ 2 2
0pAl lpI 420pAl + 10pI pAl + 5lpI Oplp + 210pAl

~10Plp + 3pPAL —55pIpl — 1PAL 1oplp +2iPAL gsPAL + f3pl,l

12 -6l —12 —6l
_EL |—6l 4% 6l 2
“T B 12 o6l 12 6l
—6l 21> 6l 4l

Fiir die Kontrolle auch hier das Matlab Programm

1 % xz-Ebene
2 syms A E 1 rho Iy Ip xi qz real

3 % Der Vektor der Formfunktionen

4 Hxz = [((xi - 1)"2x(xi + 2))/4 , -(l=(xi - 1)"2=(xi + 1))/8,

5 -((xi + D)MA2x(xi - 2))/4, -(Ix(xi - 1)=x(xi + 1)72)/8]1";

6 H_xzst = diff (H_xz,xi,1); % erste Ableitung von H_xy ...
nach xi

7 H_xzstst

diff (H_xz,xi,2); % zweite Ableitung von H_xy ...
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nach xi

8 % Steifigkeitsmatrix

9 Ke_xz = Exly*8/173%int (H_xzststxH_xzstst ', xi,-1,1)

10 pretty (Ke_xz) % mathematische
Schreibweise

11 % Massenmatrix

12 M_xzT = rho*Ax1/2*int (H_xzxH_xz',xi,-1,1); % Translatorisch
13 M_xzR = rho*Ip*2/lxint (H_xzst+H_xzst',xi,-1,1); % Rotatorisch
14 Me_xz = M_xzT+M_xzR

s pretty (Me_xz)

16 % Der Vektor der Streckenlasten

17 fexz_ v = l*xqz/2+int (H_xz,xi,-1,1)

18 pretty (fexz_v)

19 subplot(1,3,1) % Plot der Matrizen
0 spy(fexz_v),title('Streckenlasten ')

21 subplot(1,3,2)

» spy(Me_xz),title ('Massenmatrix ')

23 subplot(1,3,3)

24 spy(Ke_xz),title ('Steifigkeitsmatrix ")

c) Elementmatrizen des Torsionstabes
Nachdem die Elementmatrizen des Balkens in der beiden Ebenen fertiggestellt sind, wird nun

die Elementmatrizen und die Knotenkrifte des Torsionsstab erstellt.

Die Abbildung 12 zeigt das Torsionsstabelement mit den zugehorigen Freiheitsgrade und Kno-

tenlasten.
M5 My
- . o
Knoten(]) Knoten(Q)
y ) I R
U3 : p 7A : US
z X Knoten | Knoten(Q)
— —
X _ 2
§=1

Abbildung 12: FE-Element des Torsionsstabes

Die schwache Form des Stabes laute nach der Gleichung (10) wie folgt
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l - l l l
/ §56pJ,0dx + / §56/'GJ,8'dx = / §0mydx + [69M,} (32)
0 0 0 0

Fiir die Verschiebung 0 (x,7) muss mindestens lineare Ansatzfunktion gewihlt werden, da sonst
die Bedingung M; = GJ,0’ nicht erfiihlt ist. Von daher wird fiir die Verdrehung des Stabes um

die x-Achse folgenden Ansatzfunktion

0(x,t) ~ Oy(x,1) =ap+ajx = [1 x] [Z()] (33)
1

Mit der Verschiebungsrandbedingung an den beiden Endknoten des Stabes
0,(x=0,1) =Us =ag und Op(x=1,t)=Us=ap+al
erhélt man fiir die unbekannten Konstanten ag und a; folgendes

195

c

Us
Us

Nach Einsetzen in die Gleichung (33) ergibt fiir die Ansatzfunktion 6y,(x,7) folgendes

=[1-1 4]

Fiir die Virtuelle Verschiebung 66 wird die Gleichung Ansatz verwendet

Us

Ug

U;
Us

Us

Us =N'(0)U(r) (34

0,(x.0) = [1 x| C! =M~

86 ~ 56, =N’ (x)8U, = SU'N(x)

Nun wird die Ansatzfunktion in die schwache Form, Gleichung (32), eingesetzt, das ergibt

/0 ' SUTN(x)pJ,NT ()0 (1)dx + /0 ' SUTN' (1)GJ, N (x)Uy (1) dx —

l [
/0 SUTN(x)midx+ [5U£N(x)M,] (35)
0

Die virtuellen Verschiebungen sind beliebig, sie werden vom Integral ausgeklammert. Es ergibt
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bleibt schlieflisch folgendes

! T ! / 1T
/O N(x)pJ,NT () Us()dx + /0 N (0)GJ,N" (x)U, (1)dx =

l

/0 N+ [N(x)Mt] 0 (36)

Daraus folgt

Mexe(t) + Kexe(t) - fexv + fexs (37)

Dabei ist ,
M, =pJ, / NN (x)dx
0

die Elementmassenmatrix des Torsionsstabes,
! T
K. =GJ, / N (N (x)dx
0

die Elementsteifigkeitsmatrix,
l
f.., = / N(x)m,dx
0

der Vektor der verteilte Moment,
l

f., = {N(x)M,} ;

Vektor der Knotenkrifte des Torsionstabes. Transformiert man die Integrale in die Natiirlichen

Koordinaten bekommt man folgendes:

E=2_1 R dx = Ld¢ fiir —1<EL1

~I%

No=[1-3 3] = NO=[la-& ia+g)

N(x) = IN'(€)
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I ! T
Me, =iy | NENT(§)dE @)
2 rl
K, =Gy} [ NENT(6)dE (39)
1 ]
fo =mis [ N(E)dE (40)
- 1
M(E=1) NM(§=-1)
£, = NEM,| = M ey — M e 41
o= e N2<é=1>] = Nz<c§:—1>] e D
= | M) M “2)
Mgy Mg
ogl ! ol
. = ?pJpl ?Pjpl] Kex:[ lGJp Gji] 43)
sPIpl 3PIpl -7 T

Die Abbildung 13 zeigt den Verlauft der Formfunktion N(&) Fiir die Berechnung der Element-

—— N9
09 N2 (f) T

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

§

Abbildung 13: FORMFUNKTIONEN DES STABELEMENTES

matrizen des Stabes ist das folgende MATLAB Skript
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1 syms xi I Jp G rho m_t
> N = [(1-x1)/2 (1+xi)/2]";
3 Nst = diff (N, xi,1);

4 % Steifigkeitsmatrix des Elementstabes

s Keex = GxJp#2/l=int(NstxNst',xi,-1,1)
6 % Massenmatrix des Elementstabes

7 M_ex = rhosJp*1/2%int(N*N',-1,1)

8 % Vektor der verteilte Momente

9 fexV = m_tx1/2+«int (N, -1,1)

2.5 Losungsverfahren
Die Differentialgleichungen in dieser Arbeit werden mit zwei Integrationsverfahren integriert.

Das erste ist das RUNGE-KUTTA Verfahren und das zweite ist das NEWMARK Verfahren.

Rung-Kutta-Verfahren
Das RUNGE-KUTTA-Verfahren wird auf die Differentialgleichungen erster Ordnung angewan-
det. Eine Differentialgleichung erster Ordnung hat die Form

dy

y=—= fley@®) 5 y(to) =0 (44)

durch integration innerhalb des intervalls [¢,,¢,1] folgt

Int1 Int1
[ dy = f(t,y(t))dt

til
In+1

Y(tns1) = y(tn) = f(t,y(t))dt

Wtasr) =y(t)+ [ £(t.3(0))dr (45)

In

Hierin stellt der letzte Summand in Gleichung (45) die gesuchte Funktion dar. Der Summand
wird ndherungsweise an vier Stellen der Schrittweite Ar = ¢, —t,, ausgewertet. Fiir den Sum-

mand erhilt man die Vorschrift [13]

Int1 Al’
/ f(t,y(t))dt%g(k1+2(k2+k3)+k4>
t’l

Fiir die Gleichung (44) folgt

At
Ynt1 :yn‘i‘g(kl +2(ky +k3)+k4) (46)
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fiir die Vereinfachung

Ynt1 =Y(tas1) s Yo =y(tn)
mit

ki = f(tn,yn)

ksz(hﬁ% , yrﬁ%kl)

k3:f<tn+% : y:ﬂr%kz)

k4 :f(tn+At s yn"‘At k3)

Wobei die k| bis k4 die Funktionswerte von f(¢,y(r)) innerhalb des Zeitschrittes At = [t,,,#,+1]

sind. Die Gleichung (46) wird auf Differentialgleichungen erster Ordnung angewendet.

Newmark-Verfahren
Das zweite Verfahren nach NEWMARK, ist ein implizites Integrationsverfahren. Im Unterschied

zu den expliziten Methoden, wird die Schwingungsdifferentialgleichung
MU, +DU, +KU, = F(z,) 47)

mit diesem Verfahren nicht zum Zeitpunkt 7, sondern im néchsten Zeitpunkt 7, | ausgewertet
[13: Seite 391]. Beim NEWMARK-Verfahren werden die Verschiebungen und Geschwindigkei-
ten der Differentialgleichung zur Zeitpunkt 7, wie folgt approximiert [14]

(A1)
2

U1 =U,+ AU, + [(1 —2B)Un +2BI"JH+1} (48)

o o

Upt1 =Up+ A1 {(1 - Y)Un + }/Un—f—l} (49)
U,i1, Upat1, Uy ist der Beschleunigungs- Geschwindigkeits- und Verschiebungsvektor zur
Zeit (t +At), und U, U, U, ist zur Zeit ¢. At die Integrationsschrittweite, § und ¥ sind kon-
stante NEWMARK-Parameter. Nach [14] ist 0 < 8 < 0.5 und 0 < y < 1. AnschlieBend wird
die Gleichung (48) nach U,,;; umgeformt und in die Gleichung (49) eingesetzt, auf dieser Art

entsteht der Beschleunigungsvektor und der Geschwindigkeitsvektor in Abhingigkeit von dem

Seite 30



Grundlagen

Verschiebungsvektor zum Zeitpunkt 7, 1.

. 1. (1-2B)..
Un+1 - W |:Un+1 Un} ,BAlUn 2[3 Un (50)
Uit = 2o | Upr = Uy | + (1= 2)0, + ar(1 - )1, (51)
BA: B 23
Es werden die folgenden Konstanten fiir die Vereinfachung der Gleichungen eingefiihrtt
1 1 ~ (1-2B)
TR PT A BT 2B
Y Y Y
= —— =1-= =At(1— ==

Betrachtet wird nun die allgemeine Schwingungsgleichung zur Zeit t,,1
MU, 1 +DUpy1 + KU, =F(f41) (52)

mit M die Massenmatrix, D die Ddmpfungsmatrix, K die Steifigkeitsmatrix und F(,) der
Kraftvektor. Nach dem Einsetzen des Beschleunigungs- und Geschwindigkeitsvektors (Glei-

chung (50) und (51)) in die Schwingungsgleichung (Gleichung (52) ) erhélt man
M {al (Upi1—U,) — U, — ocﬂ'%} +
D [064(Un+1 ~U,) +asU, + 066134 + KU1 =F(tps1) (53)
umformen nach U,
{oclMJr oc4D+K} U, 1 =F(t, 1) —M { —oqU, — U, - a3ﬂn} —
D { —auU,+ 05U, + aél"Jn]
Daraus folgt

{F(l‘n_’_l) —-M { —oyqU, — Otzﬁn — OC3I“Jn] —D [ —ouU, + 065Un + a6Un”

Uy = (54)

[OﬁM +ouD + K}

Mit den Anfangsbedingungen U,, = U, U, =V, U, =Up zur Zeitpunkt ¢ werden die Verschie-
bungen zur Zeit t + 1 gerechnet, und mit der Gleichung (50) und (51) werden die Beschleuni-

gungen und Geschwindigkeiten berechnet. Dies ist moglich nur wenn M, D, K und F von den
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Verschiebungsvektor U unabhéngig sind.

3 Losung der freigeschnittenen Scheibe
In diesem Abschnitt wird die Untersuchung des Rotors an einem freigeschnitenen Scheibe

durchgefiihrt.

3.1 Herleitung der Differentialgleichungen

Das Modell eines biegeelastischen Rotors besteht aus einer massebehafteten Scheibe und ei-
ner elastischen masselosen runden Welle. In der Mitte der Welle ist die Scheibe angeordnet
und das Drehzentrum liegt in der Mittelebene der Scheibe, dieser Punkt wird Wellendurchsto-
sspunkt W gennant. Die Exzentrizitit € ist der Abstand zwischen W und der Scheibenschwer-
punkt S. Die Verschiebungen von W und S in der (y,z)-Ebene werden mit yw, zw und ys, zs
bezeichnet. Die Scheibe ist gegeniiber der Umgebung gegen Translation geddmpft, ausgedriickt
mit der Dampfungskonstante d. Die Lager sind Starr und die Dimpfungskrifte werden vernach-
lassigt [7: Seite 9] [12: Seite 147]. Weiter wird vorausgesetzt, dass die Scheibe sich nicht schrig
stellt.

Nun werden alle auf die Scheibe wirkende Krifte (Trigheitskrifte und Dadmpfungskrifte) im
Schwerpunkt § sowie die im Wellendurchstosspunkt W, wirkende elastische Riickstellkrifte
cyw und czw in y,z-Ebene betrachtet, sieche Abbildung 14. Mit dem Kréfte- und Momente-

gleichgewicht in y und z-Richtung werden die Bewegungsgleichungen aufgestellt.

A 4

A 4

y

Abbildung 14: Kriftegleichgewicht an der ausgelenkten Scheibenwelle
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mys +dys +cyw =0 (53)
mzs+dzs+czw =0 (56)
J§ = Ty + c&(zw cos(9) — yw sin()) 7

| Symbol | Name

m Masse der Scheibe
d Diampfung
c Steifigkeit der Welle
J Massentriagheitsmoment der Scheibe
£ Exzentrizitit
T, Antriebsmoment
0,9 Drehgeschwindigkeit und Drehbeschleunigung

Tabelle 1: Parameterbedeutung

Zwischen der WellendurchstoBpunkt W und Scheibenschwerpunkt S besteht der Zusammen-
hang:

ys = yw +€cos(@) (58)
zs = 2w + €sin(Q) (59)

Durch die erste und zweite Ableitung nach der Zeit der Gleichungen (58) und (59) bekommt

man

ys =yw — EQsin(@)

Js = yw — €@ sin(@) — £ cos(@)

zg=zZw +€Pcos(@)
()

7 =Zw + €Pcos( —£(pzsin((p)

Mit einsetzen von den Geschwindigkeiten yg, Zs und den Beschldunigungen jig, Zg, werden die
Gleichungen (55) bis (57) auf den WellendurchstoBpunkt W umgeformt.

mjiy —mesin(@) —me¢? cos(@) +dyw — desin(g) +cyw = 0 60)
mzy +me§cos(p) —me? sin(@) +dzw +decos(¢) +czw =0 ©1)
J =T, + ce(aw cos(@) — yw sin(9)) 62)
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Teilt man durch die Masse der Scheibe m mit Beriicksichtigung der folgenden Abkiirzungen:

d
— =2Day £:a)g
m m

dabei ist D das Lehrsches Dampfungsmal} und @y die Eigenkreisfrequenz des Schwingungssys-

tems. Dann bekommt man

$w — €Psin(p) — ¢ cos(@) +2Dapyw — 2D@yEPsin(@) + @fyw =0 (63)
Zw + €@ cos(@) — ep?sin(@) + 2Dayzy + 2DwyePcos(@) + wizw =0 (64)
JO =T, + ce(zw cos(@) — yw sin(@)) (65)

Die Koordinaten hingen von den Parametern &€, D, @y, T,, ¢ ab. Es werden dimensionslose

GroBen eingefiihrt um diese Parameter zu reduzieren.
Es wird die bezogene Zeit T = @yt definiert [1].

Fiir die Zeitableitungen folgt:

. dyw dywdt

WSS T ar ar 0w

ZW:a)OZ{/lla

. d|dyw| dldyw| d| dyw| 5,
yW_dt{dtl_der{dt]_wodr{wodr = 90w
.Z'W:CO(%Z%/,

und @ = a)g(p"

Nachdem diese GroBen in die Differentialgleichungen (63) bis (65) eingesetzt werden sowie

durch a)g dividieren, erhilt man

Wi, — e sin(@) — e@'* cos(@) + 2Dyl — 2De@’ sin(@) +yw =0 (66)

2+ ¢ cos(@) — £¢'* sin(Q) + 2Dz} +2De@’ cos(¢) +zw = 0 (67)
T, cE .

¢" = J_a)g + J_a)g(zw cos(¢) —ywsin(9)) (68)

Erneut ist eine dimensionslose Kenngrofle notig um die Exzentrizitit € zu eliminieren. Mit den

dimensionslosen Koordinaten
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und durch teilen der Gleichungen mit &, folgt

V' — ¢ sin(@) — ¢'* cos(9) + 2Dy —2D¢’sin(¢) +y =0 (69)

7'+ " cos(¢) — ¢'*sin(@) +2D7 +2D¢’ cos(@) +z =0 (70)
2

0= Jart e CEOS(@) —ysin(o) an
7 ~

Dabei ist e die bezogene Exzentrizitidt und 7 das bezogene Antriebsmoment.

In Matrizenschreibweise konnen die Gleichungen wie folgt aussehen:

1 0 —sin(p)| |y’ 2D 0 —¢'cos(@)—2Dsin(@)| |y
0 1 cos(o) 1+ 0 2D —¢'sin(e) +2Dcosgo} 7|+
00 1 ¢ 0 0 ¢’
1 0] [y 0
0 1 Of [z] =10
esin(Q) —ecos(p) O] |o T

Mit dem Beschleunigungsvektor U”, dem Didmpfungsvektor U’ und dem Verschiebungsvek-
tor U

U’ = _y// 7’ (p//} T — [U// 944 U//} T
1 Y2 Y3
- T T
U/ — yl Z/ (p/:| — |:U1/ Ué U§:|
- T T
U=y z QD} :[Ul U U3]
- T
F=|0 0 7|
folgt die Differentialgleichung zu
MU"” +DU'+KU =F (72)
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mit
[1 0 —sin(g) 2D 0 —¢'cos(¢)—2Dsin(¢)
M= |0 1 cos(p) D= |0 2D —¢'sin(¢p)+2Dcos(9)
00 1 0 0 0
1 0 0
K= 0 1 0
| esin(@) —ecos(p) O

wobei M die Massenmatrix, D die Ddmpfungsmatrix und K die Steifigkeitsmatrix ist.

Die Gleichung (72) ist eine nicht lineare Differentialgleichung von zweiter Ordnung. Sie wird
mit zwei numerische Methoden geldst. Zum einen mit dem RUNGE-KUTTA-Verfahren und
zum anderen mit dem NEUMARK-Verfahren.

a) Runge-Kutta-Verfahren
Mit RUNGE-KUTTA-Verfahren muss als erstes die Differentialgleichung auf die erste Ordnung

gebracht werden. Das heisst die Gleichung (72) mit drei weiteren weiten Groen beschrieben

wird.
Ui Ul U, U/ U,
U= || = U=|U|=|Us|] = U'=|Uj)|=|U
Us Ué Us U’g{/ Ué

Mit den doppelten Freiheitsgraden nimmt die Differentialgleichung (72) folgende Form an

U} Uy U
M |U{| +D |Us| +K |Uy| =F (73)
U¢ Us Us

SchlieBlich bekommt man die Differentialgleichungen in der Form

Ul Uy

Uy| = |Us (74)
Uzl Us

A Uy Uy

ULl =M"'| -D |Us| =K |U, | +F (75)
| Ug | Us Us
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Das folgende Programm zeigt die Gleichungen in MATLAB. Rechnet man ohne Dichtung,
konnen die Parameter alpha und beta fiir die Dichtung im Programm (Dgl_mit_Dichtung) auf Null

gesetzt werden.

1 % Funktion der Differentialgleichungen

> function [dU] = Dgl_mit_Dichtung (t , U) %#ok<xINUSL>
3 % t @ Zeit

4 % U : Verschiebung

s global d ep T sdof alpha beta

¢ dU = zeros(2xsdof,1);
7 111 = 1:2xsdof;

s U = U(iii) '

o phi = U(3);

1o phip = U(6);

11 % Massenmatrix
2 M= [1, 0, -sin(phi);

13 0, 1, cos (phi);

14 0, 0, 1];

15 % Daempfungsmatrix

16 D = [2xd*(1+alpha), O, (-2xdxsin(phi)-phipxcos(phi));
17 0, 2«d=(1+alpha), (2xdxcos(phi)-phipxsin(phi));

18 alpha#2xd+eps#sin(phi), -alpha#2xdxepscos(phi), O0];
19 % Steifigkeitsmatrix

20 K = [l+beta, 0, O;

21 0, 1+beta, O;

2 (I+beta)xepxsin(phi), -(l+beta)sepscos(phi), O0];
3 % Kraftvektor

u f = zeros(3.,1);
s f(3) = T,

26 dU(1:sdof)

27 dU(sdof+1:2%sdof)

28 end

U(sdof+1:2«xsdof) ;
M\( -DxU(sdof+1:2xsdof) -K«U(1:sdof)+f(:));

Siehe das komplette MATLAB-Programm RK_OhneDichtung und RK_MitDichtung in dem beige-

fligten Datentréger.

b) Neumark-Verfahren
Die Differentialgleichungen (72) werden so umgeformt, dass diese mit dem NEWMARK- Verfahren

gelost werden konnen.

Als erstes werden in den Gleichungen (69) bis (71) die nichlineare Terme auf die rechte Seite
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gebracht.
Y/ +2Dy +y = ¢"sin(9) + ¢’ cos(9) +2D¢' sin(p) (76)
' +2D7 +z=—¢"cos(p) + ¢ sin(p) —2D¢’ cos(¢) 77
(p” =T +ezcos(p) —eysin(@) (78)

Schreibt man diese Gleichungen nun als Matrixschreibweise um, erhélt man

1 0 0 [y 2D 0 Of | 1 0 O |y
01 0| |Z|+]0 2D O |Z|+]|0 1 Of|z|=
00 1 00 0||g

¢"sin(9) + ¢* cos(¢) +2D¢' sin(¢)
—@" cos(9) + ¢ sin(¢) — 2D’ cos(¢) (79)
T + ezcos(¢p) —eysin(@)

v~

F

Oder als Kurzschreibweise
MU”+DU +KU=F = F(U”,U’,U)

Wird diese Gleichung nach (53) (siehe Abschnitt 2.5) umgeformt und alle Terme auf die linke
Seite gebracht, ergibt dies folgendes

f(Un+1) =M {OC] (Un—H — Un) — OtzUn — OC3I"Jn‘| +

D la4(Un+l - Un) + O‘SI.Jn + a6ﬁn1 + KUn—H - F(tn—i-l) =0 (80)
Dabei ist
(1 0 0 2D 0 0 1 00
M=1|01 0o/, D=0 2D 0}, 010
0 0 1 0O 0 O 000
¢"sin(@) + (p’2 cos(@) +2D¢’sin(@) y y y"
F(tui1) = | —¢" cos(¢) + ¢'*sin(@) — 2D¢’ cos(¢) | , z|, U=|Z|, U |
T + ezcos(@) —eysin(9) ¢ ¢"

Da der Kraftvektor F(¢,,1) von den gesuchten Verschiebungen abhingt, ist die Gleichung
(80) nichtlinear. Eine direkte Losung dafiir ist nicht moglich. Mit dem NEWTON-RAPHSON-
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Verfahren kann sie linearisiert und iterativ gelost werden.

Auf der rechten Seite der Gleichung (80) steht eine Null, dass heif3t fiir die Nullstellenbestim-
mung gilt die Iterationsvorschrift [15] und [16]. Die TAYLOR-Reihe fiir die Gleichung (80)

lautet
. L, f(Uys) : : 19%(Uyy1) : k
+1y _ n+l +1 n+1 +1
MU =10+ | U 3 | [ v
81
Bricht man die TAYLOR-Reihe nach dem linearen Term ab, bekommt man folgendes
vt =v - —U  fiiri=1,2,3,... und ——t2 0 (82
aUn+l Ui

n+l1

Siehe das MATLAB-Programm Newmark_OhneDichtung in dem beigefiigten Datentréger.

3.2 Beriicksichtigung der Dichtung

Das Radialwellendichtring wird als Feder-Dampfer zur Untersuchung des Rotor modelliert. Die
Abbildung 15 zeigt das angebrachte Feder-Dampfer-Elemente im WellendurchstoBpunkt W des
Rotors. Die Ddmpfungselemente haben die Konstanten » und k.
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b,::l k
Z z
O ud >
k
[ wl W
bl—l cyw
ys|----1
dys
A
x .o
mys
\ 4
y

Abbildung 15: Kriftegleichgewicht an der ausgelenkten Scheibenwelle mit Dichtung

Das Krifte- und Momentegleichgewicht nach Abbildung 15 ergibt folgende Beziehungen:

mys +dys +byw + (c+k)yw =0 (83)
mZS+dZS+bZW+ (C—f—k)Zv[/ =0 (84)

9= T (k+ clawcos(p) - (+ o sint)| + eb | aw cos() ~ywsin)| (89

Nach dem man die Koordinaten des Scheibenschwerpunkts eliminiert, siche Abschnitt 3.1, er-

hilt man
myy — mePsin(Q) —med? cos(@) + dyw —de@sin(@) + byw + (c+k)yw =0 (86)
mzw +mePcos(9) —med? sin(@) +dzw +depcos(@) +bzw + (c+k)zw =0 (87)

JO=T,+¢€|((k+c)zwcos(@) — (k+ c)yw sin( } —|—8b{ Zw cos(@) — yw sin) (88)
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Analog zu Abschnitt 3.1 werden hier dimensionslose Grof3en eingefiihrt. Das ergibt nach dem
Dividieren durch die Eigenkreisfrequenz @y folgendes

Wi — €9 sin(p) — £¢' cos(@) + 2Dy} — 2De@’ sin(¢) +2Dayfy + (

1+ B)yw =0 (89)
2l + €@ cos(@) — £¢'*sin(@) + 2Dz, +2De@’ cos(@) +2Dazly + (1+B)zw =0 (90)
T, (c+k)e , eb :
"= =2 cos(@) — ywsin(@)) + — | (z}y cos(@) — yyy sin 91
P P (2w cos(@) —yw sin(@)) + 7= | (zw cos(@) = yyy sin) oD
Dabei ist:
b bd . b . .
— =—-—=2Dmyx mit — = a demensionslose Didmpfung
m dm d
k k k k
crk_c +—=af+ AR of(1+B) mit - = dimensionslose Steifigkeit
m m m cm c

Dividiert man nun durch die Exzentrizitit € sowie die dimensionslosen Koordinaten 2% —=

= =yund
¥ = z, nehmen die Gleichungen folge Form an
y' = ¢"sin(¢) — ¢ cos(9) +2D(1 + @)y — 2D sin(¢) + (1+ B)y =0
' +¢" cos(¢) — ¢ sin(@) +2D(1 + @) +2D¢’ cos(@) + (1 +B)z =0
T, (c+k)e? : e%b ,
/i a / /
= + cos(p) — ysin + — cos(¢) —y sin 92
0= Gt gr G0 () —sin(g)+ S| (Zeos(g)—y'sin()) | 92)
~—  N—— ~~~
T e(1+B) 2eDo
Dabei ist:
(c+k)e?>  ce?  ke? e k 2 o
= =e+—=—=e(l+ :der Trédgheitsradius
Jwd Joi  Ja} ¢ w32 m e(1+P) l g !
eb £ b
— =5 ——=2Da
Jog “oym

Die Gleichungen (92) werden nun analog wie bei der Berechnung ohne die Ddmpfungselemente
fiir beide Verfahren umgeformt.
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Fiir die Losung mit dem RUNGE-KUTTA-Verfahren folgt

1 0 —sin(o)| [y 2D(1+ ) 0 — @' cos(@) —2Dsin(@)| [
0 1 cos(e) |||+ 0 2D(1+a)  —¢'sin(p)+2Dcos(o)| | Z
00 1 o 2eDosin(p) —2eDacos(Q) 0 o'
1+ 0 e(1+B)sin(@) y 0]
0 14 —e(1+B)cos(p)| [z|=1]0] (93)
0 0 0 [0) T
Fiir die Losung mit dem NEWMARK-Verfahren folgt
1 0 0] [y 2D(1 + @) 0 0] [y 1+8 0 0] [y]
01 0| ||+ 0 2D(14+a) Of |[Z|+] O 1+B 0] |z]| =
0 0 1] ¢ 0 0 0] |¢ 0 0 0] |o]

¢ sin(@) + ¢’ cos( )+2D(p’sin((p)
—¢' cos((p)—i-(p sin(@) —2D¢’ cos(¢) (94)
T+e(l1+P)|zcos(@)—ysin(¢p } +2eDa [z cos(@) —y'sin(@)

3.3 Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden die Simulationsergebnisse dargestellt und diskutiert. Die Diffe-
rentialgleichungen sind in dem dimensionslosen Zeitinterval fy = 0 bis #,,; = 600 mit einer
Schrittweite At = 0.1 (in MATLAB Programm At = dt) integriert. Die Anfangsbedingungen
sind alle Null bei der Anfangszeit t = 0. Es wird nur die Auslenkung in y-Richtung iiber die
Zeit betrachtet und dargestellt, da der Wellenquerschnitt symmetrisch ist. Die Winkelgeschwin-
digkeit ¢ wird iiber die Auslenkung dargestellt. Alle genannten Informationen gelten fiir beide

Verfahren.

Die MATLAB Programme RK_OhneDichtung, RK_MitDichtung, Newmark_OhneDichtung und

Newmark_MitDichtung sind in dem beigefiigten Datentriger enthalten.

Die folgenden Abbildungen 16 und 17 zeigen den Verlauf der Auslenkung in y-Richtung und
der Winkelgeschwindigkeit in den WellendurchstoBpunkt W. Wie in den Abbildungen zu se-
hen, liefern beide Verfahren mit dem Antriebsmoment von 7" = 0.012 gleiche Ergebnisse. Der
Lavall-Laufer fihrt die Resonanzstelle durch. In der Nihe der Resonanzstelle verlangsamt sich

die Drehgeschwindigkeit, da sie mit dem Auslenkung gekoppelt ist.
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| Parameter | Wert | Symbol in MATLAB |
Dampfungsgrad D 0,02 d
bezogene Exzentrizitit e 1073 ep
bezogene Dimpfung o 1,32 alpha
bezogene Steifigkeit 0,09 beta
bezogene Antriebsmoment 77 | 0.011 und 0.012 | T

Tabelle 2: Berechnungsparameter fiir die freigeschnittene Scheibe

Resonanzdurchfahrt ohne Dichtung fiir ¢ =0.001 & T' =0.012

20 . 8
—Yyw

-
o
T
(e}

Geschwindigkeit U’(3) = ¢’

Auslenkung U(1) = yw

_20 1 1 1 1 1 O
0 100 200 300 400 500 600

bezogene Zeit T

Abbildung 16: Mit RUNGE-KUTTA-Verfahren: Durchfahren
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Resonanzdurchfahrt ohne Dichtung fiir e =0.001 & T =0.012
T T T 8

20 T
—Yyw
/
¥ S
g I
10 16
I «@
VS ~
= =
- Rt
0 4 QO
a0 Y
= o0
o)
a3 k=
2 B
3 -0t 128
< 8
(@)
_20 1 1 1 1 1

0
0 100 200 300 400 500 600
bezogene Zeit T

Abbildung 17: Mit NEWMARK-Verfahren: Durchfahren

Resonanzdurchfahrt ohne Dichtung fiir ¢ =0.001 & 7' =0.011

20 T 2
—Yyw
/
g I
I ®
= IS
= 2
0 1 O
{e10) -
g o0
=
LY
= R
2 B
wn
: 3
< 8
(@)
_20 1 1 1 1 1 0

0 100 200 300 400 500 600
bezogene Zeit T

Abbildung 18: Mit RUNGE-KUTTA-Verfahren: Hangenbleiben
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Resonanzdurchfahrt ohne Dichtung fiir ¢ =0.001 & 7' =0.011
20 ; ; ; ;

2
—Yyw
/

g I
I D
= S
= =
0 1 O
a0 v
= o0
o)

-~
5 £

@
2 S
< o
(@)

_20 1 1 1 1 1 O

0 100 200 300 400 500 600
bezogene Zeit T

Abbildung 19: Mit NEWMARK- Verfahren: Hangenbleiben

Unter dem schwischen Antriebsmoment von 7' = 0.011 ist der Fall des Hingenbleiben in der
Resonanzstelle dargestellt, Abbildung 18 und 19.
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Resonanzdurchfahrt mi Dichtung fiir ¢ =0.001 & 7' =0.011

10 T T

8
—Yyw
/
= I
;b 5 B 7] 6 Ve
! S
= S
- b=
0 4 QO
a0 A
= oD
3
o £
2 =
wn
5 5f 12 r§
< )
@)
_10 1 1 1 1 1 0

0 100 200 300 400 500 600
bezogene Zeit T

Abbildung 20: Mit RUNGE-KUTTA-Verfahren: Dichtung

Resonanzdurchfahrt mit Dichtung fiir e =0.001 & T =0.011
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Abbildung 21: Mit NEWMARK- Verfahren: Dichtung
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In den Abbildungen 20 und 21 wurde mit der Dichtung gerechnet. Im Vergleich zu den Ab-
bildungen 18 und 19 ist hier kein Hiangenbleiben des Rotors mehr in der Resonanzstelle beim
Hochfahren. Die Ddmpfung hat einen Einflu auf die Auslenkungen und der Rotor bleibt nicht

mehr in der Resonanzstelle hingen.

4 Losung mit der Finite Elemente Methode
In diesem Abschnitt wird das mathematische Modell mit der Methode der Finiten Elemente
gelost. Analog zu der Losung an der freigeschnittenen Scheibe wird hier auch das Modell ohne

und mit Dichtung gelost.

4.1 Systemmatrizen des FE-Modells

In der Abbildung 22 ist das gesammte FE-Model des Rotors dargestellt. Das obere Bild der
Abbildung 22 zeigt das FE-Modell als Balkenelement mit 5 Freiheitsgrade pro Knoten. An den
Knoten (J) ist das Antriebsmoment 7, gezeichnet. Die Scheibe des Rotors wird als starreren
Korper modelliert. Sie wird durch ihre Masse und ihre Massentrdgheitsmomente beziiglich des
Schwerpunktes erfasst. Der Scheibenschwerpunkt hat die Verschiebungen U;s bzw. Upg in y
bzw. z-Achse sowie die Verdrehung Uss um die x-Achse. Die Verschiebung in x-Achse und die
Verdrehungen um y bzw. z-Achse werden nicht beriicksichtigt. Im folgenden Vektor Us sind die

Freiheitsgrade des starreren Korpers zusammengefasst.

Uis

Uas Uis
Us= |Uss = |Uss

Uss =0 Uss

[Uss =0]

Daraus folgt analog fiir den Dampfungsvektor und den Beschleunigungsvektor ebenfalls im

Schwerpunkt S
Uis Uis
Us= |Uss]| Us = | Uns
Uss Uss
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Us Uio Uis

Abbildung 22: Das Berechnungsmodell des Rotors

Die auf die Scheibe wirkende Trigheitskrifte Fr, = —mUis, F. = —mUas und Fr, = —JUss
sowie die Dampfungskrifte Fy, = —dU;s und F;, = —dUs miissen fiir die Berechnung be-
riicksichtigt werden. Sie konnen nicht direkt in dem Prinzip der virtuellen Verschiebung fiir
das Balkenelement addiert werden, da sie nicht in Wellendurchsto3punkt wirken sondern in
Schwerpunkt der Scheibe S. Daher miissen sie auf den WellendurchstoBpunkt W transformiert
werden. Die Scheibe sitzt mittig beziiglich der Gesamtlinge der Welle, in Ubereinstimmung zu

den gewihlten Annahmen.

Der Knoten, in dem die Verschiebungen der Scheibe vom Schwerpunkt auf die Wellendurch-
stoBpunkt transformiert werden, wird zukiinftig node genannt und in der Simulation als Kenn-
zeichner verwendet. Wenn die Anzahl der Elemente eine gerade Zahl ist, wird fiir den Knoten
node folgende Formel verwendet

Anzahl der Elemente nel

de = 1=—+1
node 5 + 2+
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Wobei nel die Anzahl der Elemente ist. In diesem Fall sitzt die Scheibe immer mittig auf der

Welle, in Bezug auf die Gesamtlénge.

Wenn die Anzahl der Elemente eine ungerade Zahl ist, wird fiir den Knoten node die folgende

Formel verwendet

Anzahl der Elemente +1
node = +1

2
Die Scheibe sitzt danach nicht mittig auf die Welle.

Da jeder Knoten des Berechnungsmodells 5 Freiheitsgrade ndo f(= 5) hat und die Scheibe nur
Drei, muss bei der Transformation, von der Scheibe auf die Welle, auf die Richtung des jewei-
ligen Freiheitsgrad geachtet werden. Nach Gleichungen (58) und (59) ist der Zusammenhang
zwischen W und S wie folgt vergleiche mit Abbildung 7 :

Uis = U(n()de~nd()f)—4 + €cos (U(n()de’"d”f)—z) ©3)
Uss = U(node~nd0f)—3 t+é€ Sin(U(flOde'ndOf)_z) 6)
Uss = Ulnodendof)—2 oD

Fiir die Vereinfachung wird folgende Schreibweise verwendet

Yw = U(node~ndof)—4, Zy = U(node-ndof)—37 ¢ = U(node~nd0f)—2

Die erste und zweiten Ableitung nach der Zeit fiir die Scheibenfreiheitsgrade ergeben

Uss = Viy — e@sin() 98)
Ups = Zw + €@ cos() (99)
Uss = ¢ (100)
Us = Y — @ sin(@) — ep?cos @ (101)
Uprs = Zw + €pcos @ — ep’sing (102)
Uss = ¢ (103)

SchlieBlich ergibt sich fiir die Ddmpfungskrifte und Trigheitskrifte der Scheibe nach der Mul-

tiplikation mit der Ddmpfungskonstante d, der Scheibenmasse m und Massentridgheitsnoment
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J in Wellendurchstopunkt folgende Beziehungen

dUlS = dYW —deg sin((p)
dUps = dZy +de@ cos(Q)

mlys = m¥y —mepsin(Q) —me@? cos @

mUss = mZy +mep cos ¢ —me P> sin @

JxUBS = Jx(p

(104)

Da die Schwingungsgleichung mit zwei Verfahren gelost wird, werden die Gleichungen (104)

in zwei Varianten als Matrixschreibweise geschrieben. Zuerst wird das Verfahren nach RUNGE-

KUTTA und anschlieBend nach NEWMARK dargestellt. Hierbei wird die Gesamtanzahl an Frei-

heitsgrade des Systems, die Sytemfreiheitsgrade, benotigt

Runge-Kutta-Verfahren

sdof = ndof - (nel +1)

Werden die Gleichungen (104) als Matrixschreibweise geschrieben, dann erhélt man folgen-

des

m O

—mesin(@)

0 m mecos(@)

0 O

Jx

m
0
0
YW d
Zw|+ 10
¢ 0

o o © 3 o

0| [Uis

d 0 0| |Us
0 UQS +10 d 0 UZS =
Je| |Usg 0 0 0f |Uss
—me@cos(p) —desin(@) | | Yw
—me@sin(@) +decos() | |Zw (105)
0 ¢

Wenn man die Gleichung (105) auf Systemfreiheitsgrade erweitert, spannen sich die Matrizen
zu (sdof x sdof) und die Vektoren zu (sdof x 1) groBe Abbildungen auf.
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Dies sieht wie folgt aus

0 o] | O [0 o] | O
0 0
m 0 O UIS d 00 UIS
0 m 0 Us | + 0do Uss | =
0 0 J Usg 0 0O Uss
0 0
0 0] 1o 0 0] 10
[0 0] | O
0
m 0 —mesin(Q) Yw
0 m mecos(o) Zw | +
0 0 T @
0
0 0f | o
MM, b
[0 0] | O
0
d 0 —me@cos(@)—desin(@) Yw
0 d —me@sin(@)+decos(@) Zy (106)
00 0 @
0
0 0] | o
DDy M

Daraus folgt eine Differentialgleichung zweiter Ordnung. Thre Massenmatrix MMg und ihre
Déampfungsmatrix DDg der Scheibe werden zu den Massenmatrix und Dampfungsmatrix des
Balkens addiert, da die gleichen Freiheitsgrade haben. MMy bzw. DDy sind die Scheibenmas-

senmatrix bzw. Scheibendimpfungsmatrix, bestehend aus sdo f x sdof Elemente.
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Nicht gezeigte Elemente von MM bzw. DDy der Gleichung (106) sind Null. U bzw. U sind die
Beschleunigungsvektor bzw. die Geschwindigkeitsvektor des Systems und haben eine Linge

von sdof x 1.

Schreibt man nun die Bewegungsgleichung des Balken mit der Gleichung der Scheibe zusam-

men erhilt man
(MM3 +MM;)U + (DD +DDg)U + KKzU = F (107)
Es bedeuten in Gleichung (107):

MMjp die Massenmatrix des Balkens im Gesamtystem, mit einer GroBe von (sdof x sdof)
DDg die Dampfungsmatrix des Balkens im System, mit einer GroBe von (sdof x sdof).
Da der Balken ohne Dimpfung gerechnet wird, ist die Balkendampfungsmatrix
eine Nullmatrix
KKp die Stefigkeitsmatrix des Balkens im System, mit einer GroBe von (sdof X sdof).

F der Vektor der Balkenknotenkrifte im System ist (sdof x 1) Spaltenvektor

T
F:m:@()no.no

Die Assemblierung der Systemmatrizen des Balkens zeigt folgender Programmausdruck

1 for iel = 1:nel % 1el: Laufvariable; nel: Anzahl der Elemente
2 index = Assemblierung (iel ,nnel ,ndof); % nnel=2, Elementknotenanzahl
3 % Balkenelementmatrizen
4 [Keb, Deb ,Meb, Feb ] = Balkenelement (A,E,G,Ix ,Iy,Iz,1,Ip,rho);
5 % Balkensystemmatrizen
6 [MMb, DDb, KKb, ffb ] = ..
Balkensystemmatrizen (MMb, DDb,KKb, ffb ,Meb, Deb, Keb, Feb , index) ;
7 ffb (3) = Ta;

s end

Die MATLAB-Funktion Assemblierung gibt den index als Vektor zuriick. Der index besteht aus den
Freiheitsgraden des jeweiligen Elements und gibt die Zugehorigkeit zum Gesamtsystem an. Die
Funktion Balkenelement berechnet hierbei die Balkenelementmatrizen. Die Funktion Balkensystem-
matrizen hingegen assembliert die Elementmatrizen in die Systemmatrizen. Diese drei Funktio-
nen werden zuerst von dem MATLAB-Skript Systemmatrizen und schlielich von der MATLAB-
Funktion Runge_Kutta aufgerufen.

Um die Differentialgleichung (107) mit dem RUNGE-KUTTA-Verfahren zu integrieren, soll sie
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zuerst auf eine Differentialgleichung erster Ordnung umgeformt werden. Mit dem Vektor der

Systemfreiheitsgrade U

T
U=[Ui . U]
ist
. M. . T
U=[01 .. Uy
- 1T
= _Usdof+1 U2><sd0f_
(L] _-- .o T
U=[01 .. Uy
M . . T T
= _Usdof+1 szmf_
Daraus folgt fiir die Gleichung (107)
U] 1 Usd0f+1
Usdof | Usxsdof
Usdof+1 Usdof—H Ui
(MM3 + MMy) : + (DDg + DDy) : +KKp =F (108)
Uszdof_ Usxsdof Usdof

Randbedingungen
Um die Gleichungen (108) 16sen zu konnen, miissen sie noch an die Randbedingungen ange-

passt werden.

Das Rotormodell ist an den Endknoten in y-Richtung und in z-Richtung gesperrt, dass heif3t die
Freiheitsgrade U und U, an den Knoten (I) und die Freiheitsgrade Uy, r—4 und Uy, r—3 an den
Knoten nnode = nel + 1 (nnode = Anzahl der Systemknoten) haben den Wert Null. Die iibrigen
Systemfreiheitsgrade sind in den folgenden Vektor zusammengefasst

free = [3 4 ... (sdof—5) (sdof—2) ... sdof] freie Freiheitsgrade

fixed = [1 2 (sdof —4) (sdof — 3)] gesperrte Freiheitsgrade

Da die Systemfreiheitsgrade in der Gleichungen (108) aufgrund des Losungsverfahrens verdop-
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pelt sind, miissen die gesperrten Freiheitsgrade des Geschwindigkeitsvektors auf Null gesetzt

werden.

Freie Freiheitsgrade fiir die Geschwindigkeiten:
freep = [sdof+3 sdof+4 ... (2-sdof—5) (2-sdof—2) ... 2-sdof
Gesperrte Freiheitsgrade fiir die Geschwindigkeiten:
fixedp=|sdof +1 sdof +2 (2-sdof —4) (2-sdof -3)|

Zusitzlich zu den Randbedingungen sollen auch die Anfangsbedingungen fiir die Zeit an der
Stelle ¢y definiert werden. Hier wird der Verschiebungsvektor U zur Zeit t = 0 den Wert Null ha-
ben. Das folgende Programmcode zeigt die MALTLAB Funktion der Bewegungsgleichungen.

Das komplette programm ist im Anhang unter den Namen RK_OhneDichtung.

1 % Function, die die Differenzialgleichungen definiert:

> function [dU] = Dgl (t, U)

3 % t @ Zeit

4 % U : Verschiebung (Auslenkung)

s global MMs_red DDs_red KKs_red ffs_red free freep Jx m ep d
¢ global MMb_red DDb_red KKb_red ffb_red sdof node ndof

7 dU = zeros(2xsdof,1);

8 1 = 1:2xsdof; % Laufvariable

9 U = U(i) ",

10 % U = [U(1),... ,U(sdof) ,U(sdof+1),... ,U2xsdof)]"'; Fhg.
nu % U(l),... ,U(sdof) sind die Verschiebungen

2 % U(sdof+1),... ,U2xsdof) sind die Geschwindigkeiten

13 phi = U((nodexndof) -2); % Verschiebung an W

14 phip = U(((nodexndof) -2)+sdof); % Geschwindigkeit an W

15 % Systemmatrizen der Scheibe
16 % Massenmatrix der Scheibe
17 MMs = zeros (sdof ,sdof);

15 MMs((nodexndof) -4 ,(nodexndof) -2) = -mxep*sin (phi) ;
19 MMs((nodexndof) -3 ,(nodexndof) -2) = mxepxcos (phi);
20 MMs((nodexndof) -4 ,(nodexndof) -4) = m;
21 MMs((nodexndof) -3 ,(nodexndof) -3) = m;
2 MMs((nodexndof) -2 ,(nodexndof) -2) = Jx;

3 MMs_red = MMs(free ,free);

24 % Daempfungsmatrix der Scheibe

25 DDs = zeros (sdof ,sdof);

26 DDs((nodexndof) -4 ,(nodexndof) -2) = -dxep#sin (phi) -mxep=cos (phi)=phip;
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27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

DDs ((nodesxndof) -3 ,(nodexndof) -2)
DDs ((nodexndof) -4 ,(nodexndof) -4)
DDs((node*ndof) -3 ,(node*ndof) -3)
DDs_red = DDs( free , free);

% Steifigkeitsmatrix der Scheibe
KKs zeros (sdof , sdof) ;
KKs_red KKs(free , free) ;

% Knotenkrafvektor der Scheibe
ffs = zeros(sdof,1);

dxep#cos (phi)-mxep*sin (phi)=*phip;
d;
d;

ffs_red = ffs(free,1);

MMatrix = MMb_red+MMs_red;

DMatrix = DDb_red+DDs_red;

KMatrix = KKb_red+KKs_red;

FVektor = ffb_red+ffs_red;

% DGL in erster Ordnung

dU( free) = U(freep);

dU(freep) = MMatrix\( - DMatrix+«U( freep ) - KMatrix*U( free )+FVektor) ;

assignin ( 'base ', 'dU',dU(free)) % ausgabe von dU(free) in Workspace
assignin ( 'base ', 'dU',dU(freep)) % ausgabe von dU(freep) in Workspace
end

Newmark-Verfahren

Fiir das NEWMARK-Verfahren werden die Gleichungen (104) wie folgt umgeformt

m 0 0 UIS d 0 0 UIS

0 m 0 Uzs}+0do Uss| =

0 0 Jo |Uss 0 0 0 |Uss
m 0 0] [¥w d 0 0] [Yw —me@sin(Q) — mep? cos(@) —dedsin(@)
0 m O |Zw|+1|0 d O| |Zw|+ | mepcos(p) —med?sin(@) +dedcos(o)
0 0 Jo| ¢ 0 00|]|¢ 0

(109)
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Auf die Systemfreiheitsgrade kann man die Gleichung (109) auf die Form

[0 ol o] To ol [ 0]
0 0
m 0 0 Uis d 00 Us
0 m 0 Uss | + 0 d 0 Uss | =
0 0 J Uss 000 Uss
0 0
0 0] | o |0 ol | o
[0 0] |0 [0 ol | 0
0 0
m 00 Y d 00 Yiv
0 m 0 Zy | + 0 d20 Zw | +
0 0 J ) 000 )
0 0
0 0] 1o 10 0] 1o
MEIS UT{ D‘ISS \6_/
o ;
—me@sin(Q) —me@? cos(Q) — desin()
me cos(Q) —me@?sin(@) +ded cos(@) (110)
0
0 0]
Fs

umschreiben. In der Gleichung (110) nicht dargestellte Elemente sind Null. Analog zu der Um-
formung der Gleichungen (104) fiir das RUNGE-KUTTA-Verfahren wird die Bewegungsglei-
chung des Balkens mit der Gleichung (110) in eine gemeinsame Gleichung zusammengefasst.
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Man erhilt danach die folgende Gleichung
(MM +MM;)U + (DDg + DDg)U + KKpU +F; =F (111)

Mit der Umformung nach NEWMARK (53) kann man die Gleichung (111) folgend umschrei-
ben

(MMB +MMS) {al (Un+1 - Un) - aZUn - a3ijn +

(DDg +DDy) | 04(Uy 1 — Uy) + 05U, + a6ﬁn:| +KKgU, 1 +Fs(thr1) =F(tpr1)  (112)

Eine Umformung und Losung der Gleichung ist nicht moglich, da der Kraftvektor Fg von den
Verschiebungsvektor U, ;| = U(#,,1) abhingt. Damit ist sie eine nichtineare Gleichung und
kann nur durch Iterieren des Verschiebungsvektors U, gelost werden. Die am héufigsten
in der FEM angewandte Methode fiir das Losen von Systemgleichungen, ist das NEWTON-
RAPHSON-Verfahren [14]. Wenn man die Gleichung (112) auf die folgende Form umschreibt

(MM; + MMg) {051 (Unt1 —Uy) — U, — 03U, | +

(DD +DDs) | 04 (U1 — Uy) + a5 U, + 066&4 +KKpU, 11 +Fs(thi1)—

F(ty11) =0=£(U, 1) (113)

kann man sehen, dass sie Null wird, wenn es einen Vektor U;Tl gibt, dass die Bedingung

f(Ui;_fl) = 0 erfiillt. Mit dem bekannten U}, ; gibt die TAYLOR sche Reihenentwicklung [17]

fisr U/LY nachfolgender Losung

8f(Un+1 )

f i+1 —f i
(U1 = ) + 250

n+1

| {Uf:;ll ~UL +1] + Terme hoherer Ordnung (114)
Ul

n+1

. ; . . . .. Of(U,
Dabei ist f(U, ;) der Funktionswert an der Stelle des Zeitschrittes ¢, sowie ist ;Till)

Ui
die Ableitung der Funktion f(U, ) nach dem Verschiebungsvektor U, an der Stelle 7, .

Nach Vernachlidssigung von Termen hoherer Ordnung vereinfacht sich die Gleichung (114).

If(Upt1)

f i+1 —f i
U =10, )+ S

n+1

[Uﬁﬁ;ﬂ - fm] (115)
Ui

n+1
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Wenn U;frll eine Losung der Funktion f(U, ) ist, ergibt fiir

: (U, 11) : :
w0+ 250 o -, <o
n+1 U;Prl
(U, 1) i1 ' ~
— T:HU:' | UL —=U, | =—f(U,,,)
of(U : .
% S0 = —(U) (116)
n+1 L

In der Gleichung (116) wird der Verschiebungszuwachs 5U;:11 berechnet und anschlielend die
verbesserte Verschiebungslosung Ui:_fl = Uil Tt 5U;erll fiir den néchsten Zeitschritt verwen-
det.

Randbedingungen

Genauso wie beim RUNGE-KUTTA-Verfahren sollen hier auch die Randbedingungen des Be-
rechnungsmodell beriicksichtigt werden. Die Konstante Matrizen MMpg, MMg, DDg, DDg und
KKjp haben (sdof x sdof) Elemente. Alle diese Matrizen miissen auf (sdof —4 x sdof —4)
reduziert werden. Da an den beiden Endknoten des Modells je zwei Freiheitsgrade gesperrt
sind. Sowohl der verschiebungsabhingige Vektor Fg als auch die Vektoren U, U und U haben
die Linge (sdof x 1), siehe die Gleichung (110). Diese Vektoren werden auf (sdof —2 x 1)
reduziert. Die Anfangsbedingungen fiir die Verschiebungen, Geschwindigkeiten und Beschleu-

nigungen werden bei der Losung zur Zeit ¢ = 0 auf Null gesetzt.

Das Programmcode fiir die Losung mit NEWMARK-Verfahren ist im Anhang unter den Namen

Newmark_OhneDichtung.

4.2 Beriicksichtigung der Dichtung

Analog wie in dem Abschnitt 3.2 wird fiir die Dichtung ein Feder-Diampfer-Element verwen-
det, bestehend aus ein Feder mit der Konstante fed und ein Dampfer mit der Konstante dae,
am WellendurchstoBpunkt W angebracht. Sie werden als ein Stabelement modelliert, ihre Ele-
mentsteifigkeitsmatrix spring und daemp f ihre Elementdimpfungsmatrix siehen in die beiden

Ebenen (xy und xz) wie folgt aus, siehe [18: Seite 17]

I -1 I -1
spring:fed-ll 1] a’aempf:dae-[1 1] (117)
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Sie haben zwei Freiheitsgrade; der erste Freiheitsgrad ist am WellendurchstoBpunkt W und
hat die Verschiebung U(,ogexndof)—a in y-Richtung sowie U ngexndof)—3 in z-Richtung und der
zweite Freiheitsgrad ist an sein Endknoten und wird mit Uy, 41 genannt. Der Freiheitsgrad
am Endknoten des Federelements und des Dimpferelements ist in beide Richtungen gesperrt.
Die Systemmatrizen des Federelements und des Dampferelements haben (sdof +1 x sdof + 1)
Elemente. Fiir ihren Zusammenbau wurde folgendes MATLAB Skript erstellt:

1 Kfeder = zeros (sdof+1,sdof+1); % Systemfedersteifigkeit
> Ddaemp = zeros (sdof+1,sdof+1); % Systemedaempfersteifigkeit
3 % Steifigkeitsmatrix des Federelements

4 spring = fed=x[1 -1;-1 1];

5 % Daempfungsmatrix des Daempferelements

6 daempf = daex[l -1;-1 1];

7 % Assemblierung des der Systemmatrizen des Feders und des Daempfers
8 % Feder in y-Richtung

9 Kfeder ([(nodexndof)-4 sdof+1],[(nodexndof)-4 sdof+1]) =

10 Kfeder ([( nodexndof) -4 sdof+1],[(nodexndof)-4 sdof+1])+spring;

11 % Feder in z-Richtung

2 Kfeder ([(nodexndof)-3 sdof+1],[(nodexndof)-3 sdof+1]) =

13 Kfeder ([(nodexndof)-3 sdof+1],[(nodexndof)-3 sdof+1])+spring;

14 % Daempfer in y-Richtung

15 Ddaemp ([(nodexndof) -4 sdof+1],[(nodexndof)-4 sdof+1]) =

16 Ddaemp ([ (nodexndof) -4 sdof+1],[(nodexndof)-4 sdof+1])+daempf;

17 % Daempfer in z-Richtung

18 Ddaemp ([ (nodexndof)-3 sdof+1],[(nodexndof)-3 sdof+1]) =

19 Ddaemp ([ ( nodexndof) -3 sdof+1],[(nodexndof)-3 sdof+1])+daempf;

Das Programmcode fiir die Berechnung mit dem Dichtungselemente ist im beigefiigten Daten-
trager unter den Namen: RK_MitDichtung fiir die Simulation mit RUNGE-KUTTA-Verfahren, und
Newmark_MitDichtung fiir die Integration mit NEWMARK-Methode hinterlegt.

4.3 Losung der Systemdifferentialgleichungen und Ergebnisse
In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der Untersuchung des Rotors dargestellt. Die nachfol-
gende Tabelle enthélt die Parameter fiir die Berechnung. Es wurde mit eines Integrationszeit-

schritt von Ar = 10~4 gerechnet. Das Integrationsintervall ist von ¢ty = 0 bis #,,,; = 6 Sekunden.
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| Parameter | Wert | Symbol in MATLAB |
Wellenradius R, 0,025 in m Rb
Scheibenradius R, 0,160 in m Rs
Wellenquerschnittsfliche A pi-R? in m? A
E-Modul E 2,110 in N/m? E
Querkontaktionszahl v 0,3 nu
Schubmodul G G= (1 ) in N /m?” G
Dichte der Welle p 7850 in kg /m’ rho
Lénge der Welle L 1,1 inm L
Masse der Scheibe m 10 in kg m
Flachentrigheitsmoment I, x-Achse pi- (ZR”) in m* Ix
2
Flichentrigheitsmoment I, y-Achse Afb in m4 Iy
2
Flichentrigheitsmoment I, z-Achse Afb in m* Iz
Polare Flachentrigheitsmoment /, pi- (ZR” r in m* Ip
Déampfung d 0,021 1n N s/m d
Antriebsmoment 7, 25und 0,8 in Nm Ta
Exzentrizitit € 0,001 in m ep
2
Massentrigheitsmoment der Scheibe J, mfs +m- €% in kg m? Jx
Federkonstante der Dichtung fed 15 in N/m fed
Déampferkonstante der Dichtung dae 150 in Ns/m dae

Tabelle 3: Simulationsparameter des Rotormodells
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Abbildung 23: Rechnung mit RUNGE-KUTTA-Verfahren, Fall Hangenbleiben
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Resonanzdurchfahrt T, = 25
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Abbildung 24: Rechnung mit NEWMARK-Verfahren: Fall Hiangenbleiben

Die Abbildungen 23 und 24 zeigen den Fall des Héngenbleibens. Auch hier liefern beide Ver-
fahren die gleichen Ergebnisse wie im Kapitel 3.3. Die Simulation erfolgte ohne Dichtung und
mit einem Antriebsmoment von 7, = 25 N'm. In diesen Abbildungen steigt der Verlauft der
Drehgeschwindigkeit im Vergleicht zu den Fall des Héngenbleibens im Abschnitt 3.3 linear.
Das liegt daran dass die Drehgeschwindigkeit und die Auslenkungen im WellendurchstoBpunkt
W des Rotors voneinander nicht starkt abhédngig sind. Das kann man zeigen, wenn man das
Gleichgewicht im WellendurchstoBpunkt W aufstellt, und damit die Drehtriagheitskraft ersetzt.

Das sieht wie folgt aus:

JxU3S =Jp = e‘sin(q)) {dUlS +mUlS:| — 8COS((p) {dUzs +mU25}
= gsin(¢) [dYW — de@sin(@) +m¥y — mepsin(@) — me > cos((p)] —

gcos() [dZW +de@cos(Q) +mZy +medcos(@) —me? sin((p)}

= edsin(Q)Yyy — ed cos(@)Zw — de*> ¢ + emsin(@) Yy — emcos(@)Zw —me>¢  (118)
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Zur Erinnerung ist:

Yy = U(node-ndof)—4
Zy = U(node-ndof)—S
¢ = U(node-ndof)—Z
Statt J,¢ in den Gleichungen (106) und den Gleichungen (110) wird mit dieser Gleichung (118)
gerechnet.

Nach der Rechnung stellen die Abbildungen 25 und 26 die Ergebnisse dar. Sie zeigen den Fall
des Hingenbleibens des Rotors in der Resonanzstelle. Der Verlauf der Drehgeschwindigkeit

andert sich genau ab dem Punkt wo die Auslenkungen grof3 werden.

Die unteren Abbildungen 27 und 28 zeigen die Rechnung mit Dichtung. Der Rotor ist an der
Resonanzstelle nicht hingengeblieben.
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Abbildung 25: Mit RUNGE-KUTTA-Verfahren: Héangenbleiben
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Resonanzdurchfahrt T, = 0.8
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Abbildung 26: Mit NEWMARK-Verfahren: Hiangenbleiben
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Abbildung 27: Rechnung mit RUNGE-KUTTA-Verfahren: Mit Dichtung Durchfahren
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Abbildung 28: Rechnung mit NEWMARK-Verfahren: Fall Durchfahren
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Abbildung 29: Rechnung mit RUNGE-KUTTA-Verfahren: Mit Dichtung

Seite 64



Losung mit der Finite Elemente Methode
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Abbildung 30: Rechnung mit NEWMARK-Verfahren: Mit Dichtung

Die Rechnungen mit Dichtung zeigen die Abbildungen 29 und 30. Es gelingt den Rotor die
Durchfahrt in der Resonanzstelle. Im Vergleicht zu der Losung der freigeschnittenen Scheibe
bleibt der Rotor ohne Dichtung immer in der Resonanzstelle hingen. Da das Antriebsmoment
keinen Einflul auf die Auslenkungen im WellendurchstoBBpunkt hat. Die nachfolgende Bilder

zeigen die Simulation mit vier und mit acht Elemente ne/ = 4 und nel = 8.
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Abbildung 31: Rechnung mit NEWMARK-Verfahren vier Elemente: Fall Durchfahren
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Abbildung 32: Rechnung mit NEWMARK-Verfahren vier Elemente: Fall Hingenbleiben
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Abbildung 33: Rechnung mit NEWMARK-Verfahren acht Elemente: Fall Hingenbleiben
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5 Zusammenfassung

Ziel dieser Masterarbeit war die numerischen Untersuchen eines elastischen Rotors mit ei-
nem Diampfungselement. Dieses Ziel wurde einmal mit den beiden Integrationsverfahren, dem
RUNGE-KUTTA-Verfahren und dem NEWMARK-Verfahren, untersucht. Es zeigte sich zweck-
miBig bei der Losung der Differentialgleichungen diese zum einen mit der Finiten-Elemente-
Methode zu 16sen, siehe Kapitel 4, und zum andren die Differentialgleichungen zuvor auf die
normierte dimensionslose Form zu bringen, damit werden die ZustandsgroBen in den Diffe-
rentialgleichungen mit einer geringeren Anzahl von Parametern beschrieben, siehe Kapitel 3.
Die in den einzelnen Kapiteln enthaltenen Ergebnisse fiihrten zu einem besseren Verstdndnis
des Einflusses vom Antriebsmoment auf das Rotorverhalten. Besonders mit und ohne Didmp-
fungselementen. Im Abschnitt 3.3 haben die priasentierten Simulationsergebnisse gezeigt, dass
der Rotor beim schwicheren Antrieb an der Resonanzstelle hingenbleibt. Dagegen fihrt der
Rotor mit einem gering groferen Antrieb die Resonanzstelle durch. Fiir den Fall unter Be-
riicksichtigung von Dampfungselementen lduft der Rotor mit einem schwicheren Antrieb die
Resonanzstelle durch. Die Losungen mit der Finite-Elemente-Methode hat die Gleiche Ergeb-
nisse gezeigt. Aber im Fall ohne Ddmpfung gab es Unterschiede gegeniiber der Losung zur

freigeschnittene Scheibe.

Erweiterungen zu den aufgezeigten Algorithmen sind unter anderem das Beriicksichtigen von
mehreren Scheiben sowie den Einbau von aussermittige Scheiben. Ebenso ist das Programm
um weitere Ddmpfungselemente, zum Beispiel in den Lagern und zur Welle, und modale Un-

tersuchungen erweiterbar.

Seite 68



Literatur

Literatur

[1] DRESIG, H.: Schwingungen und mechanische Antriebssysteme. 2. Aufl. Berlin Heidel-
berg : Springer, 2006.

[2] GASCH, R. u.a.: ,,Acceleration of unbalanced flexible rotors through the critical speeds*.
In: Sound and Vibration 63.3 (1979), S. 393-409.

[3] GASCH, R. u. a.: Strukturdynamik. 2. Aufl. Berlin Heidelberg : Springer, 2012.
[4] MULLER, K.: Abdichtung bewegter Maschinenteile. Bad Vilbel : Medienverlag, 1990.

[S] NEUMANN, K.: Ein Beitrag zur Dichtwirkung von Radialwellendichtringen unter beson-

derer Beriicksichtigung dynamischer Beanspruchungen. Zwickau : Ingenieurhochschule,
1982.

[6] P. KLETSCHKOWSKI, P. M.: First investigations on actuation forces in adaptive rotary
shaft seals. 2014.

[7] GASCH, R.; PFUTZNER, H.: Rotordynamik eine Einfiihrung. 1. Aufl. Berlin Heidelberg :
Springer, 1975.

[8] GASCH, R. u.a.: Rotordynamik. 2. Aufl. Berlin Heidelberg New York : Springer, 2002.

[9] KLEIN, B.: Grundlagen und Anwendungen der Finite-Element-Methode im Maschinen-
und Flugzeugbau. 10. Aufl. Wiesbaden : Springer vieweg, 2015.

[10] GROSS, D. u.a.: Technische Mechanik 2. 12. Aufl. Berlin Heidelberg : Springer, 2014.

[11] KUHL, D.; MESCHKE, G.: Vorlesungsskript; Finite Elemente Methoden I & II. 4. Aufl.
Ruhr-Universitdt Bochum, 2002.

[12] KRAMER, E.: Maschinendynamik. Springer, 1984.

[13] GRoOSS, D. u. a.: Technische Mechanik 4. 9. Aufl. Berlin Heidelberg : Berlin Heidelberg,
2014.

[14] WRIGGERS, P.: Nichtlineare Finite-Element-Methoden. Berlin Heidelberg : Springer,
2001.

[15] RuUST, W.: Nichtlineare-Finite-Elemente-Berechnungen. 2. Aufl. Berlin Heidelberg : Sprin-
ger, 2011.

[16] GROSS, D. u.a.: Formeln und Aufgaben zur Technischen Mechanik 4. 2. Aufl. Berlin
Heidelberg : Springer, 2012.

[17] BATHE, K.-].: Finite-Elemente-Methoden. 2. Aufl. Berlin Heidelberg New York : Sprin-
ger, 2002.

[18] BETTEN, J.: Finite Elemente fiir Ingenieure 1. Berlin Heidelberg : Springer, 2003.

Seite 69



Anhang Literatur

Anhang

Zusammenbau der Elementmatrizen des Balkens:

M, U, +K, U, =F, =f, , +f
Mesze +K Ue = Fexz = fesz + fesz

Mexﬂe +K, U =F,, = fexv + fexS

exy

€xz

— M, + Mexz + Mex} Ije + |:Kexy + I<exZ + Kex:| Ue = Fex/V + FexZ + Fex

exy

_ 1T
U=|U U, Us Uy Us Ug U; Ug Uy Uy
L) i . . . . . . . . . . ] T
Uc=|U U, Us Uy Us Ug Uy Ug Ug U
LX) i .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o ] T
Uc=|U U, Us Uy Us Ug Uy Ug Ug U

fexyV =

fesz =
f., =0
€xyS = 0
exs — 0

f,,=10 07T, 0..0
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xy-Ebene
| BpAltgpl, 0 0 0 JupAP el pAl=SpIp 0 0 0

16P1p — 336PAL%;
0 00 0 0 0 00 0
0;
0 00 0 0 0 00 0
0;
0 00 0 0 0 00 0
0;

ALpAR ¢ Lpl, 0 0 0 hepAP+ Epll  BpAr—Lp1, 0 0 0

—35p1pl — 15 PAL;

o oPAL—Spl, 0 0 0  hpAP—{spl,  EpAl+§pl, 0 0 0
~10P Ly — 716 PAL;
0 000 0 0 000
0;
0 000 0 0 000
0;
0 000 0 0 000

0;
1 13 2 1 1 3 1 11 2
10P1p — 735PAl 0 0 0 —g5plpl — 155PAl”  —15P1p — 576PAL" 0
| 10sPAL + &Pl

o
o

12 000 6 —1200 0 6l
0 000 O O 00O O
0 000 O O 00O O
0 000 O O 0O0O0 O
_EL {6/ 000 4% —6/ 0 0 0 2
“T B l12000 -6 12 000 —6l
0 000 O O 00O O
0 000 O O 00O O
0 000 O O 00O O
|60 00 0 22 —6/ 0 0 0 4]

exy —
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xz-Ebene
[0 0 0 0 00 0 |
0 0 0
0 Bpai+&pr, 0 —AbpAlr—Jipr, 0 0 SpAl-SpIp
0 —yoply+ g3PA 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0
0 —FbpAP—pl, 0 =pAP+EpLl 0 0 —SpAl+5pl,
0 —a5plpl — 1gPAL 0
0 0 0 0 0 0 0
M, — 0 0 0
“ o 0 0 0 0 0 0
0 0 0
0 pAl—SpI, 0 —pAP+4pl, 0 0 BpAl+Spl,
0 1oply+31PA 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0
0 —15Plp+ 15pAI> 0 —35pl,l — GPA 0 0 Lpl,+35pAL
0 sPAL +35pIl 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 |
0 0 0 0 00 0O 0 0 O]
0 12 0 -6/ 0 0 —12 0 =6/ 0
0O 0 00O OO 0 0 0 O
0 -6/ 0 4> 00 6/ 0 27 0
X, _EL{0O 0O 0 0O 00 O O 0 O
* BPlo 0 0 0 00 O O O O
0 —12 0 6 00 12 0 6 0
0O 0 00O OO 0 0 0 0
0 -6/ 0 22 00 6/ 0 47 0
0 0 0 0 00 0 0 0 O
D, =0
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x-Ebene

00 0 0000 0 00
00 0 0000 0 00
00 iplJ, 000 0 ¢plJ, 0 0
00 0 0000 0 00
M, |00 0 0000 0 00
00 0 0000 0 00
00 0 0000 0 00
0 0 #plJ, 00 0 0 3plJ, 0 O
00 0 0000 0 00
00 0 0000 0 00
00 0 0000 0 0 0
00 0 0000 0O 00
00 % 0000 -% 00
00 0 0000 0O 00
K |00 0 0000 0 00
“loo 0o 0000 0 00
00 0 0000 0O 00
00 -%% 0000 % 00
00 0 0000 0O 00
00 0 0000 0 00

clc, close all, clear all %#ok<*CLSCR, x CLFUN>
syms A EG 1 rho Ix Iy Iz Ip xi FM

% Stab unter ...
T O ST O M . oot e e e e
%::

% Vektor der Formfunktionen

% H(x) = [1-x/L x/L]

% xi = (2xx/L) -1

% H(xi) = [(1-xi)/2 (1+x1)/2]; % -1 < xi <1 ; 0 < x < 1

% Stabelement: M3----- >> u3d----- D e >>u8 ----+>>M8

N=1J0 0 (1-xi)/2 00 0 0 (1+xi)/2 0 0];
Nst = diff (N,xi,1);
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14 % Steifigkeitsmatrix

15 K_ex = GxIx#2/1xint(Nst. "=Nst,xi,-1,1)
16 % Massenmatrix

17 M_ex = rhosIx=*1/2%int(N.'xN,-1,1)

18

v % ...

Balkenelement_xy - Richtung. ... ... ... . e

20 %
21 % Hermit - Polynome
2 % xi = (2xx/1)-1 -1 < xi <1 ; 0<x <1

23 %H_xy = [1-3%x72/12242%x73/173, x-2%x"2/14+x"3/172,
3xA2/172-2%x73/173, ...

2 % -x"2/1+x73/1172];

55 Hxy = [((xi - 1)"2«(xi + 2))/4, 0, 0, 0, (I=(xi - 1)"2=(xi + 1))/8, ...
26 -((xi + 1)M2+(xi - 2))/4,0, 0, 0, (l=(xi - 1)=(xi + 1)"2)/8];

27

s H_xyst = diff (H xy,xi,1l); % erste Ableitung von h nach xi

9 H_xystst diff (H xy,xi,2); % zweite Ableitung von h nach xi
30 % Steifigkeitsmatrix
31 K xy = ExIz+8/173xint (H_xystst. '« H_xystst ,xi,-1,1)

22 % Massenmatrix

33 M_xyT = rho#A%1/2+int(H_xy.'+H xy,xi,-1,1) % Translatorisch
34 M_xyR = rhoxIp*2/lxint(H_xyst. '« H_xyst,xi,-1,1) % Rotatorisch
5 % ...

Balkenelement_Xz - RiChtumn . ... .. e e

36 %
37 % Hermit - Polynome

38 Hxz = [0, ((xi - 1)"2=(xi + 2))/4, 0, -(I=(xi - 1)"2=(xi + 1))/8, ...
39 0, 0, -((xi + 1)"2«(xi - 2))/4, 0, -(l=(xi - 1)=(xi + 1)72)/8, O0];

90 H_xzst = diff (H_xz,xi,1); % erste Ableitung von h nach xi
a1 H_xzstst=diff (H_xz, xi,2); % zweite Ableitung von h
nach xi

2 % Steifigkeitsmatrix
43 K xz=Exly+8/173xint (H_xzstst. 's H_xzstst ,xi,-1,1)

44 % Massenmatrix

45 M_xzT=rho*Ax1/2*xint (H_xz.'«xH_xz,xi,-1,1) % Translatorisch
46 M_xzR=rho*Ip*2/1xint (H_xzst. 's H_xzst,xi,-1,1) % Rotatorisch
47

4 % Elementmatrizen des
B al K e m S ..
® P ==
so. % Ergebnisse:
si. Feb = sparse(zeros(10,1))
52

53 Keb

K_ex+K_xy+K_xz
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s« pretty (Keb),figure ,spy(Keb, '. "),

55 title ('$$Steifigkeitsmatrix$$ ', 'Interpreter ', 'Latex ', 'fontsize ',16)
56

57 Deb
58

59 Meb = M_ex+M_xyT+M_xyR+M_xzT+M_xzR
o0 pretty (Meb),figure ,spy(Meb, '. ")

sparse (zeros (10))

61 title ('$$Massenmatrix$$ ', 'Interpreter ', 'Latex ', 'fontsize ',16)
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