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Thema der Arbeit
Experimentelle Untersuchung des Einflusses der Werkstoffdegradation in unidirektionalen

Faserverbundstrukturen auf die nichtlinearen Ausbreitungseigenschaften von LAMB-Wellen

Stichworte
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Kurzzusammenfassung

Inhalt dieser Arbeit ist die Betrachtung der nichtlinearen Wellenausbreitungseigenschaften
und der mechanischen Eigenschaften von Faserverbundstrukturen. Dabei sind unidirektionale
Faserverbunde aus kohlefaserverstiarkten Kunststoffen in experimentellen Verfahren auf eben
diese zu untersuchen. Dazu erfolgt zunéchst die Bestimmung mechanischer Eigenschaften des
ungeschidigten Materials. Auf Basis dieser Daten ergeben sich die dazugehdrigen Dispersi-
onsdiagramme, aus denen die Anregungsfrequenz fiir die Versuche zur Wellenausbreitung
resultieren. Anschliefend werden Schédigungen in die Strukturen eingebracht. Die nichtli-
nearen Wellenausbreitungseigenschaften werden durch den relativen akustischen Nichtlinea-
ritdtsparameter ausgedriickt und experimentell bestimmt. Zugversuche an den geschédigten
Strukturen ergeben die mechanischen Eigenschaften bei den entsprechenden Schédigungen,
welche durch den Elastizitdtsmodul reprasentiert werden. Eine Korrelationsanalyse zwischen
dem Nichtlinearitdtsparameter und dem Elastizitdtsmodul fiihrt zu einem Zusammenhang

zwischen den beiden Materialeigenschaften.
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Abstract

Subject of this report is to analyze a correlation between mechanical properties and wave
propagation properties of carbon fiber composites. Furthermore changes in those properties
due to added damages are of interest. Hence, the mechanical properties of undamaged
material are determined. The mechanical properties of undamaged material lead to the
excitation frequency by using the dispersion relations. After adding damage due to cyclic
loads the wave propagation properties of the damaged materials are meassured. Meassuring
damaged materials mechanical properties and correlating those with the wave propagation

properties links both material characteristics.
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1. Einleitung

Die Thematik des Leichtbaus ist besonders im Bereich der Luftfahrt von groffem Interesse.
Die Verwendung von Bauteilen und Strukturen mit geringem Gewicht verringert auch das
Gesamtgewicht des Flugzeuges. Diese Reduzierung wird beispielsweise genutzt, um mehr
Nutzlast pro Flug aufzunehmen. Nutzlast bedeutet fiir die Fluggesellschaften zahlende Giiter,
weshalb man von dem sogenannten ,Payload“ spricht. Je hoher das Payload, desto Attrak-
tiver erscheint also ein Flugzeugmodell den Fluggesellschaften. Das so eingesparte Gewicht
dient dabei nicht nur der Senkung der Betriebskosten, sondern auch der Gewinnsteigerung.
Die Gewichtsreduzierung ist jedoch durch weitere werkstoffspezifische Materialparameter
oder durch die Anforderungen aus dem Lastenheft begrenzt. Zu weiteren Materialparame-
tern zahlen beispielsweise der Elastizitdtsmodul, die Querkontraktionszahl und die spezifi-
sche Steifigkeit. Anforderungen aus dem Lastenheft konnen maximale duflere Lasten oder
maximale Dehnungen vorgeben. Unter Verwendung eines festgelegten Materials kann eine
Gewichtsreduzierung nur iiber die Geometrie erfolgen. Das hat unmittelbare Auswirkungen
auf Bereiche, deren Anforderungen im Lastenheft eingegrenzt werden. Die Verringerung der
Geometrie bedeutet eine Verringerung des Querschnittes, was bei gleichbleibender Kraft zu
héheren Spannungen fiihrt. Diese hoheren Spannungen bringen bei konstantem Elastizitéts-
modul gréfere Dehnungen mit sich, welche konstruktionsbedingt oder aus sicherheitsrele-
vanten Griinden nicht zuldssig sind. Eine weitere Moglichkeit das Gewicht eines Bauteils
zu verringern ist iiber dessen Dichte in Form der spezifischen Steifigkeit gegeben. Es wird
somit ein anderer Werkstoff verwendet. Neben der Weiterentwicklung von beispielsweise
Aluminiumlegierungen werden auch die Faserverbundwerkstoffe fiir einen mdoglichen Einsatz
betrachtet. Unter diese Werkstoffe fallen beispielsweise die kohlefaserverstiarkten Kunststoffe
(CFK), welche je nach Zusammensetzung und Beanspruchungsrichtung durch ihren hohen
Elastizitdtsmodul bei geringer Dichte gegeniiber Aluminium bestechen. Tabelle 1.1 macht
dies fiir eine Einzelschicht aus unidirektionalem CFK (UD-CFK) deutlich.

Tabelle 1.1.: Materialparameter im Vergleich, nach [, S.20 ff.]
Material E-Modul [N/mm?] Dichte [g/cm3] Spez. Steifigkeit [m?/s?]

Aluminium 72800 2.56 2.84-107
UD-CFK; 110100 1.48 7.45 - 107

Der Einsatz neuer Werkstoffe nimmt jedoch nicht nur auf die Konstruktion Einfluss, sondern
auch auf die verwendeten Inspektionsmethoden. Diese Inspektionsmethoden dienen der Le-
bensdaueriiberwachung und werden unter dem Begriff ,,Structural Health Monitoring* (SHM)
zusammengefasst. Bei dem SHM bedient man sich der sogenannten ,,zerstérungsfreien Priif-
methoden®, welche den strukturellen Zustand der Probe wéhrend und nach der Inspektion
unverdandert lassen.

1.1. Motivation

Herkéommliche Inspektionsmethoden sind beispielsweise das Ultraschall- oder das Rontgen-
verfahren. Beide Verfahren sind besonders zeit- und damit kostenintensiv. Das Rontgen-
verfahren kann nur zum Einsatz kommen, wenn beide Seiten der zu priifenden Struktur
zugdnglich sind. Daher wird oftmals das Ultraschallverfahren verwendet, welches mit einem
entsprechend ausgeriisteten Priifkopf auch fiir einseitig zugéngliche Strukturen genutzt wer-
den kann. Durch die jedoch kleinen Priifképfe ergibt sich eine lange Inspektionsdauer, was
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einen anhaltenden Einsatzstopp des Flugzeuges zur Folge hat. Neben der kostenintensiven
Priifung kénnen durch dieses Flugzeug keine Nutzlasten transportiert werden, wodurch es
keine Gewinne einbringt.

Ultraschallverfahren nutzen lineare Wellenausbreitungseigenschaften in Festkorpern, um De-
fekte zu detektieren. Bei der linearen Wellenausbreitung antwortet die Struktur in der glei-
chen Frequenz, in der sie angeregt wird. Die Detektion der Defekte erfolgt {iber die Messung
der akustischen Impedanz. Sie setzt sich zusammen aus dem Produkt der Wellenausbrei-
tungsgeschwindigkeit und der Dichte des durchdrungenen Materials und ist ein Maf} dafiir,
inwieweit eine Welle reflektiert bzw. transmittiert wird. Defekte sind im Allgemeinen Masse-
oder Geometrievariationen, wie sie beispielsweise durch Risse oder im Falle von CFK durch
Delamination entstehen. Das Verfahren detektiert Defekte im makroskopischen Bereich. Bei
Faserverbundwerkstoffen sind jedoch bereits mikroskopische Defekte Ausgangspunkte fir
strukturelles Versagen, da plastische Verformungen bei diesen Werkstoffen nahezu nicht vor-
handen sind. Daher sind mikroskopische Defekte frithestmoglich zu detektiert.

Zwei wichtige Anforderungen an neue Inspektionsmethoden sind somit die Zeit- und Kos-
tenersparnis durch grofiflichige Inspektionen und die Detektion mikrostruktureller Defekte.
Als eine alternative Inspektionsmethode hat sich die Nutzung von gefithrten Wellen zur
Identifizierung von Defekten gezeigt. Der Vorteil besteht darin, dass diese Wellen die gesam-
te Bauteildicke durchdringen und sich iiber grofle Bereiche hin ausbreiten. Damit kénnen
groflere Bauteilstrukturen gepriift werden und es ergibt sich eine deutlich geringere Inspekti-
onsdauer. Gefiihrte Wellen unterscheiden sich in LAMB-Wellen und horizontale Scherwellen
(SH-Wellen). Defekte in der Bauteilstruktur &ndern die Ausbreitungseigenschaften der Wel-
len und fithren zu Strukturantworten der geschidigten Struktur. Mit bekannter Anregung
und Kenntnis iiber die Ausbreitungseigenschaften der ungeschidigten Struktur liegen zu
erwartende Strukturantworten vor. Durch einen Vergleich der Strukturantworten kann ein
Riickschluss auf die Ausbreitungseigenschaften der Wellen und damit auf die Defekte in
der Struktur gezogen werden. Die Ausbreitungseigenschaften kénnen unterteilt werden in
lineare und nichtlineare. Die lineare Wellenausbreitung wird genutzt, um die Ausbreitungs-
eigenschaften fir die ungeschidigte Struktur zu ermitteln. Die Verwendung nichtlinearer
Ausbreitungseigenschaften macht die Detektion mikrostruktureller Defekte moglich. Unter
die nichtlineare Wellenausbreitung fillt beispielsweise die Generierung héherharmonischer
Wellenmoden. Die Struktur antwortet dabei nicht nur in der angeregten Frequenz, sondern
zusétzlich mit ganzzahligen Vielfachen davon.

1.2. Aufgabenstellung

Gegenstand dieser Masterarbeit sind geschadigte UD-CFK Proben. Diese sind auf einen Zu-
sammenhang zwischen den nichtlinearen Ausbreitungseigenschaften von LAMB-Wellen und
den mechanischen Eigenschaften zu untersuchen. Dazu sind zunéchst die Materialparameter
des ungeschadigten Materials zu bestimmen. Daraus bestimmt sich die Anregungsfrequenz
fiir die Versuche zur nichtlinearen Wellenausbreitung in den geschidigten Proben. Anschlie-
Bend sind Proben mit unterschiedlichen Schédigungsgraden herzustellen. Versuche zu den
nichtlinearen Ausbreitungseigenschaften der geschéadigten Proben fithren auf den jeweiligen
relativen akustischen Nichtlinearitdtsparameter. Dieser dient der Beschreibung der Nichtli-
nearitdten, die durch die Schidigungen in die Struktur eingebracht wurden. Die von den
Versuchen abgedeckten Bereiche sind aus den Proben heraus zu trennen. Nachfolgend sind
fiir jede geschédigte Probe die mechanischen Eigenschaften zu ermitteln. Eine abschlieflen-
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de Korrelationsanalyse zwischen den relativen akustischen Nichtlinearitdtsparametern und
den mechanischen Eigenschaften der geschédigten Proben priift auf einen Zusammenhang
zwischen den untersuchten Groéfien.

e Erarbeitung der theoretischen Grundlagen im Bezug auf die nichtlineare Ausbreitung
von LAMB-Wellen basierend auf der Entstehung kumulativer hoherharmonischer Mo-
den in dinnen Flichentragwerken aus unidirektionalen transversal-isotropischen Ein-
zelschichten,

¢ Bestimmung der benétigten Kennwerte fiir die Untersuchung der nichtlinearen Wellen-
ausbreitung basierend auf den Parametern des ungeschidigten Materials,

e Vorbereitung und Einbringen der Schiadigungen in die einzelnen Proben,

o Experimentelle Untersuchung der nichtlinearen Wellenausbreitung und Bestimmung
des relativen akustischen Nichtlinearitédtsparameters,

e Bestimmung des Elastizitdtsmoduls der einzelnen geschédigten Proben,

o Korrelationsanalyse unter Beriicksichtigung der einzelnen Messungenauigkeiten der Er-
gebnisse aus der Wellenausbreitung mit den Ergebnissen der mechanischen Eigenschaf-
ten,

¢ Dokumentation.

1.3. Gliederung der Arbeit

In dem ersten Abschnitt der Thesis erfolgt die Einarbeitung in die theoretischen Grundlagen.
Diese dienen der Darstellung kontinuumsmechanischer Zusammenhénge sowie dem Einblick
in die Formen der Wellenausbreitung. Weiterhin wird auf die Generierung der héherharmo-
nischen Moden aufgrund von Nichtlinearitdten eingegangen. Diese Grundlagen dienen der
Beschreibung des akustischen Nichtlinearitdtsparameters. Das Kapitel zu den theoretischen
Grundlagen wird mit einer Einfiihrung in die Signalanalyse und der verwendeten Wavelet-
Transformation beendet.

Im zweiten Abschnitt werden die praktischen Anteile der Arbeit aufgezeigt. Der Aufbau des
verwendeten Laminats fithrt zur Beschreibung der Vorgénge zum Erstellen geschiadigter Pro-
ben. Unter Verwendung der Materialparameter des ungeschidigten Materials ergeben sich
die Dispersionsdiagramme, aus denen die Anregungsfrequenz fiir die nachfolgenden Versuche
resultiert. Zu den Versuchen wird jeweils auf die Versuchsaufbauten und die Versuchsdurch-
fiihrungen eingegangen. Diese dienen der Bestimmung der Nichtlinearitédtsparameter und
der Elastizitdtsmodule der Proben. Eine abschlieBende Korrelationsanalyse schlie3t mit den
praktischen Anteilen der Arbeit.

Den Abschluss der Thesis bildet eine Zusammenfassung sowie ein Ausblick auf weitere Un-
tersuchungen. Die Zusammenfassung bedient sich den einerseits erwarteten und andererseits
aus den Versuchen resultierten Ergebnissen. Sie zeigt auf, ob ein Einfluss der Werkstoffde-
gradation auf die nichtlinearen Wellenausbreitungseigenschaften in UD-CFK auf Basis von
LAMB-Wellen dargestellt werden kann. Ein Ausblick auf weitere Untersuchungen gibt an,
wie weitere Zusammenhénge ermittelt oder bereits erhaltene Ergebnisse abgesichert werden
kénnen.



2. Grundlagen

Mit dem folgenden Kapitel werden die relevanten Grundlagen zum Verstdndnis der Thesis
beschrieben. Die Grundlagen unterteilen sich zun&chst in die iibergeordneten Abschnitte
Kontinuumsmechanik und Formen der Wellenausbreitung. Die Kontinuumsmechanik dient
der Darstellung und Herleitung mathematischer und mechanischer Zusammenhénge, mit
denen das Ausbreitungsverhalten der Wellenformen beschrieben wird. Darauthin folgt die
Veranschaulichung der auftretenden Wellenformen unter Anwendung der kontinuumsmecha-
nischen Grundlagen. An der Stelle wird zudem auf die Dispersionsbeziehungen im linearen
Fall verwiesen sowie auf nichtlineares Ausbreitungsverhalten eingegangen.

2.1. Kontinuumsmechanik

In diesem Abschnitt erfolgt die Einfiihrung in die fiir diese Thesis erforderlichen Grund-
lagen der Kontinuumsmechanik. Der Einstieg erfolgt anhand eines beliebigen Koérpers im
dreidimensionalen Raum. Dabei wird nach einer allgemeinen Einfiihrung auf Unterschiede
zwischen linearer und nichtlinearer Geometrie sowie linearem und nichtlinearem Materialver-
halten hingewiesen. Der Einstieg in die Kontinuumsmechanik erfolgt in Anlehnung an [1], [7]
und [6].

Die ersten Uberlegungen zur Kontinuumsmechanik beginnen mit der Festlegung einer Dar-
stellungsform, um die Bewegung eines Koérpers im dreidimensionalen Raum zu beschreiben.
In der Praxis werden hauptséchlich zwei Systeme aus einer unendlichen Anzahl von Referenz-
systemen in Betracht gezogen, die zur Festlegung einer Darstellungsform in Frage kommen.
So kann einerseits die Ausgangskonfiguration als Referenz dienen, welche dann auch als La-
grangesche oder materielle Darstellung bezeichnet wird. Diese Darstellung beschreibt die
Betrachtung eines materiellen und materiefesten Teilchens, das sich durch den Raum be-
wegt und vom Beobachter verfolgt wird. Andererseits wird die Momentankonfiguration als
Referenz genutzt, die auch mit der Eulerschen oder rdumlichen Darstellung bezeichnet wird.
Hierbei erfolgt die Betrachtung eines festen Ortes im Raum, durch den sich materielle Teil-
chen bewegen, welche nicht vom Beobachter verfolgt werden. Die Lagrangesche Darstellung
findet meist in der Kontinuumsmechanik Anwendung, wihrend die Eulersche Darstellung
héufig in der Fluidmechanik verwendet wird. Zur Veranschaulichung wird ein undeformier-
ter Korper B eingefiihrt, der zum Zeitpunkt ¢ = 0 existiert. Der Anschauung dient dafiir
Abbildung 2.1. Die Lage des Korpers B kann iiber jedes Koordinatensystem ausgedriickt
werden. Zur einfacheren Handhabung dient hier ein kartesisches Koordinatensystem. Ein auf
dem Korper liegender Punkt P ist in der Ausgangskonfiguration durch den Ortsvektor X
beziiglich seiner Basis beschrieben

X €B =X X X;;,}T. (2.1)

Dieser wird iiber eine Deformation ® in eine Momentankonfiguration zum Zeitpunkt ¢ > 0
iiberfithrt. Der Punkt P’ des deformierten Korpers ®(B) hat nun, beziiglich der gleichen
Basis, die Lage x, welche aus der Vektoraddition des Punktes P der Ausgangskonfiguration
mit dem Verschiebungsvektor u resultiert

x € ®(B) = {:cl Z2 563:|T. (2.2)

Im néchsten Schritt wird ein Linienelement des Koérpers B betrachtet. In der Ausgangskon-
figuration ergibt sich dieses mittels Vektoraddition des Startpunkt P mit dem Vektor dX.
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Abbildung 2.1.: Konfigurationen des Korpers B nach [!]

Die aufgebrachte Deformation streckt und dreht dieses Linienelement und bringt es in die
Momentankonfiguration. In der Momentankonfiguration erfolgt die Abbildung des gleichen
Linienelementes iiber den Startpunkt P’ mit Addition des Vektors dx. Das Liniendifferential
ergibt sich dann {iber Vektoraddition zu

dx = dX + du. (2.3)

Die Deformation @ erfiillt die Bedingungen an die Stetigkeit einer Funktion, wodurch die
Darstellungsformen umkehrbar sind. Die Stetigkeit der Funktion schlieft somit Material-
durchdringungen und Risse aus. Die lokalen Deformationen werden iiber den materiellen
Deformationsgradienten F ausgedriickt

F = Gradx. (2.4)

Bei dem materiellen Deformationsgradienten handelt es sich im Allgemeinen um einen un-
symmetrischen Tensor, mit dem die Ausgangskonfiguration und die Momentankonfiguration
aufeinander abgebildet werden kénnen

dx =F - dX. (2.5)

Die Problematik bei der Nutzung des materiellen Deformationsgradienten zur Beschreibung
der Verschiebung liegt darin, dass er nicht invariant gegeniiber Starrkérperverschiebungen,
wie Translationen und Rotationen ist. Statt die Differenz der Linienelemente dX und dx zu
betrachten, werden die Differenzen der Quadrate herangezogen. Uber Gleichung (2.5) ergibt
sich

dx-dx —dX .-dX = (FdX) - (FdX) — dX - dX, (2.6)

woraus der Greensche Verzerrungstensor E folgt

E:%mfF—D. (2.7)
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I ist der Einheitstensor zweiter Stufe und der Vorfaktor % dient der Anpassung an die Inge-
nieurdehnmafle. Anschlieffend wird der materielle Verschiebungsgradient H eingefiihrt, mit
dem Ziel den Verzerrungstensor iiber die Verschiebungen auszudriicken

H(u) = Gradu. (2.8)

Der materielle Deformationgradient und der materielle Verschiebungsgradient stehen dabei
in folgendem Zusammenhang
F=I+H. (2.9)

Einsetzen von (2.8) in (2.9) und anschlieffend in (2.7) fithrt auf den allgemeinen Greenschen
Verzerrungstensor der Form

1
E:?H+HT+HHH (2.10)

In diesen allgemeinen nichtlinearen Greenschen Verzerrungstensor gehen die Verschiebungen
in zweiter Ordnung ein. Dabei kann im Allgemeinen nicht davon ausgegangen werden, dass
die Verschiebungen infinitesimal klein sind, so dass deren zweite Ordnung vernachléssigt
werden konnte. Es werden damit geometrische Nichtlinearitdten beschrieben. Dennoch ist in
gesonderten Féllen die Annahme infinitesimaler Verschiebungen zuldssig. Dadurch l&sst sich
der Verzerrungstensor E auf den linearen Term vereinfachen und durch den linearisierten
Greenschen Verzerrungstensor € ausdriicken

e:;H+Hﬂ. (2.11)

Des Weiteren folgt, dass die Ausgangskonfiguration und die Momentankonfiguration zusam-
menfallen. Fiir den linearisierten Greenschen Verzerrungstensor € ist somit keine Wahl eines
Referenzsystems notig. Die Verkniipfung des linearisierten Greenschen Verzerrungstensors
mit den Spannungen o wird {iber den Steifigkeitstensor C hergestellt

oc=C:e. (2.12)

In Anhang A.1 ist ein Uberblick iiber geltende Steifigkeitstensoren bei linearer Geometrie
und linearem Materialverhalten gegeben.

Auch im allgemeinen nichtlinearen Fall ist im néchsten Schritt das Ziel, die im Koérper auf-
tretenden Spannungen aufgrund der Verschiebungen auszudriicken. Dabei werden die Ver-
schiebungen nicht als infinitesimal klein angenommen. Somit ist zwischen einer Momentan-
und einer Ausgangskonfiguration zu unterscheiden. Die Verschiebungen sind in beiden Kon-
figurationen unterschiedlich. Daraus folgt, dass auch die Verzerrungen und die Spannungen
unterschieden werden miissen. Es ist somit notwendig zur nachfolgenden Betrachtung ei-
ne Darstellungsform zu wéhlen. Die in einem Korper auftretenden Spannungen werden im
Spannungstensor o ausgedriickt, welcher ein Tensor zweiter Stufe ist. In Voigt-Notation wird
dieser wie folgt dargestellt

T
0':[0'11 09292 033 023 013 0'12:| . (213)

Der Spannungstensor aus (2.13) entsteht durch einen in der Momentankonfiguration wirken-
den Kraftvektor f beziiglich eines Schnittflichenelements. Ist das Schnittflichenelement «
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bezogen auf die Momentankonfiguration, so folgt mit dem Normalenvektor n fiir das Theo-
rem von Cauchy

= (2.14)

da

Der Spannungsvektor t ist dabei rein in der Momentankonfiguration beschrieben. Wie be-
reits erwdhnt bedient man sich in der Mechanik tiberwiegend der Ausgangskonfiguration.
Wird das Schnittflichenelement nun auf diese bezogen, folgt fiir ein infinitesimales Fléchen-
element dA und fiir den Normalenvektor N

anm _ df
t =i P-N. (2.15)
Dabei ist P der erste Piola-Kirchhoff Spannungstensor. Dieser ist ein unsymmetrischer Ten-
sor, da er sowohl in der Momentan- als auch in der Ausgangskonfiguration beschrieben ist.
Daraus folgt, dass der Spannungsvektor t4* in beiden Konfigurationen wirkt. Um zu einer
reinen Betrachtung in der Ausgangskonfiguration zu gelangen, wird daher eine kiinstliche
Hilfsgrofle in Form des zweiten Piola-Kirchhoff Spannungstensors S eingefiihrt, welcher sich
ergibt aus

S=F1'l.p (2.16)

Der daraus folgende Spannungsvektor t4 ist damit rein in der Ausgangskonfiguration be-
schrieben
t1=8.N. (2.17)

Um nun den im Kérper wirkenden Spannungszustand iiber die Verschiebungen auszudriicken
muss zundchst ein Materialgesetz formuliert werden. Sowohl Murnaghan als auch Landau-
Lifshitz haben dazu als eine Moglichkeit jeweils Potentialfunktionen W (E) iiber eine Tay-
lorreihenentwicklung beschrieben, welche nach dem quadratischen Term abgebrochen wird.
Diese Potentialfunktion ist abhéngig vom allgemeinen Greenschen Verzerrungstensor (2.10).
Die nachfolgenden Beziehungen werden anhand des Landau-Lifshitz-Modells durchgefihrt:

Landau-Lifshitz-Modell nach [7]
1
W(E) :5)\[spur(E)]2 + u spur(E?) + ...

éC’[Spur(E)]3 +...
B spur(E)spur(E?) + ...

%A spur(E?) (2.18)

A und p sind die Lamé-Konstanten und A,B,C die Elastizitdtskonstanten dritter Ordnung.
Letztere geben das Verhalten der Ausbreitungsgeschwindigkeit einer elastischen Welle unter
einer am Korper auftretenden Spannung an. Das partielle Ableiten der Potentialfunktion
nach den Verzerrungen fithrt auf den zweiten Piola-Kirchhoff Spannungstensor

_ OW(E)

S OE

(2.19)
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Einsetzen von (2.18) in (2.19) fithrt auf

S(E) =\ spur(E)I+2uE + ... (2.20)
C [spur(E)’T+...
B spur(E)I+ 2B spur(E)E + ...
AE”.
Das Einsetzen des allgemeinen Greenschen Verzerrungstensors aus (2.10) driickt den zwei-

ten Piola-Kirchhoff Spannungstensor iiber den Verschiebungsgradienten und somit tber die
Verschiebungen aus

S(H) :% spur(H+HOI + p(H+HT) + ...

% spur(HH?)I + C[spur(H)]*T + ...
pHTH + B spur(H)(H +HT) 4 ...

B

3 spur(H?2 + HTH)I + ...
A

TIH? 4 |7 + HHT + HTH], (2.21)
welcher in einen linearen Anteil S¥(H) und einen nichtlinearen Anteil S (H) zerlegt werden
kann und sich somit ergibt aus

S(H) = S“(H) + SV (H). (2.22)

Mit Bezug auf (2.16) lisst sich der zweite Piola-Kirchhoff Spannungstensor auf den ersten
iiberfithren, der im weiteren Verlauf bei der Verwendung der Impulsbilanz in der Ausgangs-
konfiguration benétigt wird. Uber die Beziehung aus (2.9) und der Aufteilung in lineare und
nichtlineare Anteile (2.22) folgt der Spannungstensor

P(H) = (I+ H)(S"(H) + s™" (H))
= S'(H) + HSY(H) + SVE(H), (2.23)

der ebenfalls in einen linearen Anteil P”(H) und einen nichtlinearen Anteil PV*(H) zerlegt
werden kann

P(H) = PL(H) + PV (H). (2.24)

Mit Gleichung (2.24) lassen sich die am Korper B auftretenden Spannungen aufgrund der
durch die Deformation verursachten Verschiebungen ausdriicken.

2.2. Formen der Wellenausbreitung

Der folgende Abschnitt beschreibt die Grundlagen der Wellenausbreitung in Festkérpern
und ist angelehnt an [2]. Es erfolgt zunéchst eine materialunabhéngige Betrachtung, die
zur Veranschaulichung der auftretenden Wellenformen dient. Mit Beginn der Wellenausbrei-
tung im unendlichen Raum werden im Verlauf Einschriankungen getroffen, die auf die zu
betrachtenden Effekte in diinnwandigen Flachentragwerken fithren. Darauf aufbauend wird
die Entstehung von gefithrten Wellen beschrieben sowie auf die Generierung héherharmoni-
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scher Moden eingegangen.

Im Falle der Wellenausbreitung in Festkorpern erfolgt der Ansatz iiber die Anwendung der
Impulsbilanz. In diese gehen die Spannungen o, die Volumenkréfte pb sowie die Verschiebun-
gen u in ihrer zweiten zeitlichen Ableitung ein. Im Falle einer Eulerschen Betrachtungsweise
ergibt sie sich zu

div o + pb = pi. (2.25)

Bei Lagrangescher Betrachtung, in der die Spannungen {iber den ersten Piola-Kirchhoff Span-
nungstensor ausgedriickt werden, folgt fiir die Impulsbilanz [¢]

Div[P(H)] + pb = pi. (2.26)

Die Bilanzgleichung ist materialunabhéngig giiltig. Es handelt sich dabei um ein unterbe-
stimmtes Gleichungssystem, welches durch die entsprechenden konstitutiven Gleichungen
erweitert wird.

Wellenausbreitung im unendlichen Raum

Im unendlichen Raum treten longitudinale und transversale Wellen auf, die sich jeweils mit
einer dazugehorigen Phasengeschwindigkeit ausbreiten. Als Phasengeschwindigkeit wird ,,die
Geschwindigkeit eines Punktes mit konstanter Phase einer einzelnen Welle bezeichnet“ [1,
S. 7]. Eine schematische Darstellung fiir Longitudinalwellen ist in Abbildung 2.2 dargestellt.
Die schematische Darstellung einer Transversalwelle ist in Abbildung 2.3 gezeigt. Der Unter-

Wellenausbreitung

Partikelbewegung

Abbildung 2.2.: Darstellung einer Longitudinalwelle im unendlichen Raum, nach [2]

schied zur Longitudinalwelle ist an der Richtung der Partikelbewegung im Vergleich mit der
Wellenausbreitungsrichtung zu erkennen.

Wellenausbreitung

Partikel-
bewegung

Abbildung 2.3.: Darstellung einer Transversalwelle im unendlichen Raum, nach [2]
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Wellenausbreitung im halbunendlichen Raum (Halbraum)

Der halbunendliche Raum, auch Halbraum genannt, ist durch einen freien Rand begrenzt. An
dem freien Rand treten Reflexionen der longitudinalen und transversalen Wellen auf, wodurch
neue Wellen dieser Form erzeugt werden. Damit verbunden kommt es zu ,,Oberflichenwel-
len“, die sich am freien Rand iiber die Oberfliche ausbreiten und auch als ,,Rayleighwellen*
bezeichnet werden'. Von den im Halbraum auftretenden drei Wellenformen besitzen Ray-
leighwellen die geringste Dampfung [2, S. 4], wodurch sich diese am weitesten durch die
Struktur ausbreiten. Eine schematische Darstellung einer Rayleighwelle ist in 2.4 abgebildet.
Die sich ausbreitenden Wellenpakete besitzen eine Gruppengeschwindigkeit. Als Gruppenge-

Wellenausbreitung

Abbildung 2.4.: Darstellung einer Rayleighwelle im Halbraum [2]

schwindigkeit wird die Geschwindigkeit verstanden, mit der sich ein gesamtes Wellenpaket
ausbreitet.

Wellenausbreitung in diinnwandigen Flachentragwerken

FEine weitere Begrenzung durch einen zweiten freien Rand fithrt zu den diinnwandigen FI&-
chentragwerken. An dem zweiten freien Rand kommt es ebenfalls zu Reflexionen von Lon-
gitudinal- und Transversalwellen. Die aus den Reflexionen erzeugten Wellen sind zwischen
den freien Réndern gefiihrt, wodurch diese Wellenform die Bezeichnung , gefithrte Welle“
erhalten hat. Da diese Wellenform von Horace Lamb 1917 das erste Mal beschrieben wur-
de, ist der Begriff der ,LAMB-Welle“ iiblich [9]. Neben LAMB-Wellen treten zudem hori-
zontale Scherwellen (SH-Wellen) auf, die je nach Materialverhalten oder betrachteter Aus-
breitungsrichtung an die LAMB-Wellen gekoppelt sind. Beide Wellenformen treten in zwei
unterschiedlichen Schwingungsmoden auf. Zum Einen gibt es symmetrische Moden und zum
Anderen antisymmetrische Moden. Abbildung 2.5 zeigt schematisch diese Moden fiir LAMB-
Wellen. Bei LAMB-Wellen treten die Partikelbewegungen und die Wellenausbreitung in der
X7 — X3-Ebene auf. In Abbildung 2.6 ist eine schematische Darstellung der fundamentalen
symmetrischen SH-Mode zu erkennen. Bei SH-Moden liegt die Wellenausbreitungsrichtung
weiterhin in X7 — X3-Ebene vor. Die Partikelbewegung tritt jedoch in Xy — X3-Ebene auf.
Im Falle symmetrischer SH-Moden sind die Partikelbewegungen der Oberkante und Unter-
kante gleichsinnig. In Abbildung 2.7 ist die schematische Darstellung der fundamentalen
antisymmetrischen SH-Mode gezeigt. Im Falle antisymmetrischer SH-Moden sind die Par-
tikelbewegungen der Oberkante und Unterkante gegensinnig. Eine besondere Eigenschaft
von LAMB-Wellen und SH-Wellen liegt darin, dass diese dispersiv und multimodal sind.
Dispersives Verhalten bedeutet, dass die Geschwindigkeit der Welle abhéngig ist von deren
Frequenz. Multimodales Verhalten gibt an, dass fir jede Wellenform von LAMB- und SH-
Wellen neben den fundamentalen Moden auch Moden héherer Ordnung existieren. Um diese

! Erstmalige Beschreibung in 1885 durch John William Strutt, 3rd Baron Rayleigh

10
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Wellenausbreitung

Partikelbewegung
Partikelbéwegung

Antisymmetrisch Symmetrisch

Abbildung 2.5.: Schematische Darstellung der LAMB-Moden

Wellenausbreitung

= g &

>
Xo

Partikelbewegungen

Abbildung 2.6.: Schematische Darstellung der symmetrischen SH-Moden

Eigenschaften darzustellen werden die so genannten Dispersionsbeziehungen aufgestellt und
in einem Dispersionsdiagramm abgebildet. Die Herleitung der Dispersionsbezichung ist im
Anhang A.2 in Herleitung der Dispersionsbeziehungen aufgefiithrt und bedient sich dabei den
Ansédtzen und Zusammenhéngen des linearisierten Verzerrungstensors. Ein solches Dispersi-
onsdiagramm ist am Beispiel einer UD-CFK-Einzelschicht mit einem Faserwinkel von Null
Grad in Abbildung 2.8 fiir Frequenz-Dicken-Paare bis 6.0 M Hz - mm dargestellt. Ublicher-
weise werden die Phasengeschwindigkeiten iiber dem Produkt aus Frequenz und Plattendicke
aufgetragen, um ein von der Plattendicke unabhéngiges Dispersionsdiagramm zu erhalten.
Abbildung 2.8 zeigt die dispersiven und multimodalen Eigenschaften von gefithrten Wellen
in einem Dispersionsdiagramm fiir Phasengeschwindigkeiten. Die Dispersion ist daran zu
erkennen, dass sich die Phasengeschwindigkeiten der Wellen mit der Frequenz &ndern. Die
Bezeichnung Ag ist an die Ordnung der Mode gekniipft und steht dabei fiir die erste an-
tisymmetrische Mode vom Typ der LAMB-Wellen. Sy bezeichnet die erste symmetrische
LAMB-Welle. Allgemein werden antisymmetrische Moden durch gestrichelte Kurvenverlaufe
markiert und symmetrische Moden mit durchgezogenen Kurvenverlaufen. Die Kreisfrequenz
der Mode w = 27 f steht mit der Phasengeschwindigkeit iiber die Wellenzahl £ in folgendem
Zusammenhang

k= (2.27)

w
Cp

11
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Wellenausbreitung
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Abbildung 2.7.: Schematische Darstellung der antisymmetrischen SH-Moden
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Abbildung 2.8.: Dispersionsdiagramm Phasengeschwindigkeit UD-CFK, Faserwinkel 0°

Uber die Beziehung in Gleichung (2.28) koénnen aus den Phasengeschwindigkeiten die ent-
sprechenden Gruppengeschwindigkeiten ¢, berechnet werden

-1

cqg = clz, <cp — w%) . (2.28)

Abbildung 2.9 zeigt das dazugehorige Dispersionsdiagramm fiir Gruppengeschwindigkeiten.
Die Bezeichnung der Moden findet dabei nach dem gleichen Schema statt. In beiden Disper-
sionsdiagrammen sind fiir den hier betrachteten Fall keine SH-Wellen abgebildet. Der Grund
dafiir liegt im verwendeten Algorithmus fiir UD-CFK. Liegt die Wellenausbreitung entlang
der Faserrichtung vor lassen sich LAMB-Wellen und SH-Wellen entkoppelt voneinander be-
trachten (vgl. A.2).

12
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Abbildung 2.9.: Dispersionsdiagramm Gruppengeschwindigkeit UD-CFK, Faserwinkel 0°

2.2.1. Hoherharmonische Moden

Mit Kenntnis der Grundlagen zur Kontinuumsmechanik sowie der in diinnwandigen Fléchen-
tragwerken auftretenden Wellenformen, folgt nun die Betrachtung von Wellenausbreitungsei-
genschaften durch nichtlineare Geometrie und nichtlineares Materialverhalten. Diese Wellen-
ausbreitungseigenschaften werden im Folgenden unter der nichtlinearen Wellenausbreitung
zusammengefasst. Durch die Nichtlinearitdten kommt es zur Generierung von héherharmo-
nischen Moden. Das bedeutet, dass sich neben einer priméar-angeregten Mode zusatzliche
Wellen héherer Ordnungen ausbreiten. Mit steigender Ordnung nehmen die Amplituden der
Wellen ab. Nachfolgend wird ausschliellich die Welle zweiter Ordnung betrachtet. Diese zwei-
te Welle wird im Folgenden als die Hoherharmonische bezeichnet und entsteht einzig aus der
primér-angeregten Mode. Sie wird nicht von Auflen angeregt. Zur Veranschaulichung des
betrachteten Flachentragwerkes dient Abbildung 2.10. Grundlage der Beschreibung der Ho-

A X3 Wellenausbreitung

Y

d} >
X

Abbildung 2.10.: Flachentragwerk zur Generierung der Hoherharmonischen

herharmonischen ist die Potentialfunktion nach Landau-Lifshitz aus (2.18). Uber den zweiten
Piola-Kirchhoff Spannungstensor aus (2.19) lassen sich die Spannungen durch die Verschie-
bungen in (2.24) ausdriicken. Die Generierung der Héherharmonischen geht in folgenden
Ansatz fiir die Verschiebungen aus Uberlagerung beider Wellen ein

u(X,t) = u(X,t) + ua(X,t). (2.29)

13



2. Grundlagen

Hierbei gilt jedoch, dass die Verschiebungen der Hoéherharmonischen ug(X,t) wesentlich
kleiner sind als die Verschiebungen der primér-angeregten Mode u; (X, t)

lua (X, t)| < |ui (X, t)]. (2.30)
Aus (2.29) folgt fiir den materiellen Verschiebungsgradient

H(u) = H(u1 + UQ)
= H(ul) + H(UQ)
=H,; + H,. (231)

Fiir den Verschiebungsgradienten gilt wegen (2.30)
[Ha| < [Hy|. (2.32)
Der Ansatz aus (2.31) wird in den ersten Piola-Kirchhoff Spannungstensor (2.24) eingesetzt

P(H, + Hy) = P*(H, + Hy) + PV*(H, + H,)
= PI(H)) + PY(H) + PYL(H, 4 Hy). (2.33)

Der nichtlineare Term beinhaltet drei Einzelterme, welche nach [7] mit der folgenden Notation
beschrieben werden?

PYL(H, + Hy) = PYI(H,, Hy,2) + PYE(Hy, Hy, 2) + PYE(H, HY, 2). (2.34)
Die drei Terme beschreiben der Reihenfolge nach die folgenden Vorgénge:
o Selbstinteraktion der primér-angeregten Mode mit sich selbst,
o Selbstinteraktion der Héherharmonischen mit sich selbst,

e Wechselwirkung der primér-angeregten Mode und der Hoherharmonischen.

Aufgrund von (2.32) kénnen die Terme PVY(Hsy, Ha,2) und PV2(Hy, Hy, 2) vernachlissigt
werden. Der Spannungszustand des Korpers, der durch die Verschiebungen aus der primér-
angeregten Mode und der Hoherharmonischen entsteht, wird somit beschrieben durch

P(H) = PY(H)) + PL(Hy) + PVE(H, H,L2). (2.35)

Einsetzen von (2.35) in die Impulsbilanz bei Lagrangescher Betrachtung (2.26) und unter
Vernachlissigung der Volumenkréfte fithrt auf eine homogene Differentialgleichung der Form

Div[P(H)] — pii = 0. (2.36)

Zusétzlich gilt die Bedingung an spannungsfreie Rénder mit N als Normalenvektor zur Ober-
fliche des Flachentragwerkes (vgl. (2.15))

P(H) N = 0. (2.37)

Diese Differentialgleichung stellt die allgemeine Bewegungsgleichung dar, auf deren linken
Seite die Antwort des Systems beschrieben wird und deren rechte Seite die Erregerseite wie-

2 Durch die 2 wird angezeigt, dass es sich hierbei um Produkte von Verschiebungen bzw. Verschiebungsgra-
dienten in zweiter Ordnung handelt.
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dergibt. Aus (2.36) folgen unter Beriicksichtigung von (2.35) zwei getrennte lineare Differen-
tialgleichungen zweiter Ordnung. Die erste Differenzialgleichung ist homogen und beschreibt
die Bewegungsgleichung der primér-angeregten Mode

Div[PY(H,)] — pii; = 0. (2.38)

Die Erregerseite von (2.38) ist Null. Das bedeutet, dass nach einmaliger Anregung das System
sich selbst iiberlassen wird und keine weitere Erregung erfolgt. Fiir die spannungsfreien Rén-
der ergibt sich iiber Einsetzen von (2.35) in (2.37) zur Beschreibung der primér-angeregten
Mode die Bedingung

PL(H))-N =o0. (2.39)

Die zweite Differentialgleichung ergibt sich zu
Div[PL(Hy)] + Div[PVL(Hy, Hy, 2)] — piiy = 0. (2.40)

In Gleichung (2.40) werden alle Terme, die nicht von den Verschiebungen uy der Hoherhar-
monischen abhiangen auf die rechte Seite gebracht, sodass folgt

Div[PL(Hy)] — pity = — Div[PVL(H, Hy, 2)]. (2.41)

Es wird deutlich, dass es sich dabei um eine inhomogene Differentialgleichung handelt. Die
rechte Seite ist ungleich Null und zudem abhéngig von den Verschiebungen aus der primér-
angeregten Mode. Das hat zur Folge, dass iiber diese Verschiebungen eine Anregung der
Hoherharmonischen aus den Nichtlinearitdten entsteht. Fir die Spannungsrandbedingung
folgt nach gleicher Sortierung

PY(H,) N =-PV(H; H,,2) N (2.42)

Folgender Ansatz wird fiir die Verschiebungen der primér-angeregten Mode durch eine har-
monische Welle im dreidimensionalen Raum gewéhlt

u; (X, t) = Refu (X3)e®X1—«)], (2.43)

Ein analoger Ansatz fiihrt auf der Dispersionsbeziehungen wie sie in A.2 durchgefiihrt werden.
Die Anregung der Hoherharmonischen durch die Nichtlinearitédten in (2.41) wird durch Terme
zweiter Ordnung der Verschiebungen u; beschrieben, wie an (2.21), (2.23) und (2.24) zu
erkennen ist. Fiir die Erregerseite der Hoherharmonischen folgen iiber den Ansatz aus (2.43)
Terme der Form

ei(Qle—th). (2‘44)

Die Erregerseite gibt fiir die Hoherharmonische somit eine Anregung der doppelten Kreis-
frequenz der primér-angeregten Mode vor. Da es sich bei der Differentialgleichung der Ho-
herharmonischen um eine des linearen Typs handelt, antwortet das System mit eben dieser
doppelten Kreisfrequenz 2w. Durch die dispersiven und multimodalen Eigenschaften der ge-
fiihrten Wellen werden neben der Héherharmonischen jedoch auch weitere Moden angeregt.

Um die Losung der Verschiebungen zu erhalten, die nur die Hoherharmonische betreffen

werden zwei Verfahren angewendet, die in den Arbeiten von [10] und [11] beschrieben werden.
Zunichst folgt die Anwendung der komplexen Reziprozititsbeziechung (complex reciprocity
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relation). Diese besagt, dass zwei beliebige Losungen, die die Wellengleichungen erfiillen in
folgender Beziehung stehen

Grad[P;(X,t) - u5(X, t)] + Grad[P] (X, t) - ua(X, t)] = 0. (2.45)

Mit einem Stern versehene Grofien zeigen die konjugiert komplexen Anteile der Losungen an.
u gibt die Partikelgeschwindigkeit an. Gleichung (2.45) beschreibt den Kreuzeffekt aus Parti-
kelgeschwindigkeit und Spannung. So fithren Spannungen im Koérper zu Partikelgeschwindig-
keiten und Partikelgeschwindigkeiten wiederum zu Spannungen. Mit dem Produkt aus Par-
tikelgeschwindigkeit und Spannung wird ein Leistungsfluss pro Flidche beschrieben. Durch
die Gradientenbildung ergibt sich der maximale Leistungsflussanstieg. Aufgrund des Kreuz-
effektes fithren sowohl Partikelgeschwindigkeiten als auch Spannungen zu Leistungsfliissen
im Flachentragwerk. Nun zeigt sich an (2.45) weiter, dass der Leistungsfluss, der durch eine
der beiden Gréflen entsteht, vom gleichen Betrag, aber unterschiedlich gerichtet sein muss,
wie der Leistungsfluss, den die entsprechend andere Grofle erzeugt.

Das zweite Verfahren ist die Eigenmoden-Entwicklung (normal mode expansion). Die Eigen-
moden-Entwicklung nutzt dabei die Bedingung, dass zwei Eigenmoden m und n orthogonal
zueinander stehen. Fiir zwei Vektoren k, die orthogonal zueinander stehen, sodass m # n
gilt, folgt

b
/ Ko (2)Fin (2)dz = 0. (2.46)

a
Diese Beziehung ldsst sich nutzen, um einzelne Moden entkoppelt zu betrachten. Auf eine
ausfithrliche Herleitung wird aufgrund des Umfanges verzichtet und stattdessen auf [10] und

[11] verwiesen. Die aus beiden Verfahren resultierende Differentialgleichung beziiglich einer
primér-angeregten Mode n und einer daraus angeregten Mode m hat schliefllich die Form

oA,

4P| —
( 0X1

— ) = 1), (2.47)
P, gibt den Leistungsfluss an, der in Ausbreitungsrichtung beziiglich der Einheitsbreite
durch das Flachentragwerk lduft und wird beschrieben durch

1 (42 /Puf + Py
JL <M - N1>dX3. (2.48)
4 ) a2 4
fsurf dient der Beschreibung der Oberflichenkrifte an den Réndern bei d/2 und —d/2.
Die Oberflachenkréfte werden von den Verschiebungen der primér-angeregten Mode in das
Flachentragwerk eingeleitet

d/2

1
frszurf = _i[u:l ' PNL(H17 H17 2)] ' N2 (249)

—d/2

f2° beschreibt Volumenkrifte im Flichentragwerk, welche ebenfalls aus den Verschiebungen
der primér-angeregten Mode entstehen und sich durch das Bauteil ausbreiten

1 rd/2
5[ DVIPYE(HL, H, 2)) s, (2.50)

vol __
fn 2 7d/2
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A, stellt die Amplituden der m-ten héherharmonischen Mode dar. Gleichung (2.47) ist fiir
die betrachteten Wellen erfiillt, wenn fiir A,,, mit k), = 2k gilt

(fr] + f2)
Am()(l) = T

Xi. (2.51)
An Gleichung (2.51) ist deutlich zu erkennen, dass mit steigender Ausbreitungsliange X; die
Amplitude linear ansteigt. Dafiir miissen jedoch folgende Bedingungen gelten, die sich aus
(2.51) ableiten lassen.

1. Zwischen den Moden m und n muss ein Leistungsfluss P,,, # 0 vorhanden sein. Das
folgt aus der Orthogonalitdtsbeziehung, da m = n gilt und beide Moden somit nicht
orthogonal sind.

2. Die Summe der Oberflichen- und Volumenkréfte der primér-angeregten Mode muss
ungleich Null sein: (f%f 4 fvol) £ 0

3. Des Weiteren muss wie bereits beschrieben gelten, dass k) = 2k, welches aus (2.44)
und (2.27) folgt. Dies hat den linearen Anstieg der Amplitude mit steigender Ausbrei-
tungsldange zur Folge.

Die ersten beiden Bedingungen lassen sich unter der , Kraftfluss-Bedingung® oder dem ,,Non-
zero Power-Flux“ zusammenfassen. Die dritte Bedingung wird mit der ,,Gleichheit der Pha-
sengeschwindigkeiten“ beschrieben. Diese bilden die ,Interne Resonanz®. Gilt die interne
Resonanz, so wéichst die Amplitude der Hoherharmonischen mit der Ausbreitungsldnge. Es
werden somit kumulative Hoherharmonische angeregt. Dieser Sachverhalt ist besonders fiir
experimentelle Betrachtungen wichtig, da die sehr kleinen Amplituden der Hoherharmoni-
schen andernfalls nicht detektiert werden konnten. Uber entsprechend lange Proben lisst
sich durch die steigende Amplitude diese Problematik beheben.

Nachfolgend stellt sich die Frage, welche gefithrten Wellen zur priméren Anregung in Frage
kommen, um daraus moglichst hohe interne Resonanz zu erhalten. Mit dieser Fragestellung
hat sich bereits [12] befasst. Die dort zu findenden Uberlegungen werden an dieser Stelle auf-
gegriffen und erldutert. Dazu wird auf die Abbildung 2.5 verwiesen. Die Partikelbewegungen
sind iiber rote bzw. blaue Pfeile angedeutet. Der Verschiebungsvektor u eines Partikels der

Form
U1
u=1,0 (2.52)
us

unterscheidet sich fiir antisymmetrische und symmetrische LAMB-Wellen. Symmetrische Ver-
schiebungen beziiglich der Mitte des Flachentragwerkes werden mit S abgekiirzt. Antisym-
metrische Verschiebungen mit A. Fiir den Vektor der Partikelgeschwindigkeiten u gelten die
gleichen Richtungen, sodass fiir antisymmetrische Partikelgeschwindigkeiten folgt

at =10 |, (2.53)
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wahrend sich symmetrische Partikelgeschwindigkeiten ergeben zu

wv =0, (2.54)

Die Verschiebungsgradienten sind entsprechend fiir die antisymmetrischen Moden

A0 S
H™ =0 0 0 (2.55)
S 0 A
und fir symmetrische Moden
S 0 A
HM =10 0 0 (2.56)
A0 S

Fiir den betrachteten nichtlinearen Term des ersten Piola-Kirchhoff Spannungstensors folgt
weiter

S 0 A
PYI(H,H;,2)= [0 0 0], (2.57)
A0 S

welcher fiir antisymmetrische und symmetrische Moden identische Formen aufweist. Die
Divergenz des nichtlinearen Terms PN (Hy, Hy,2) ergibt sich zu

S
Div[PVE(H, Hy,2)] = | 0 (2.58)
A

Antisymmetrische Verschiebungen werden durch ungerade Funktionen beschrieben, wihrend
symmetrische aus geraden Funktionen hervorgehen. Dies ldsst sich leicht am Beispiel aus Ab-
bildung 2.11 zeigen. So lasst sich beispielsweise die Partikelbewegung symmetrischer Moden
in X;-Richtung schematisch iibertragen auf eine gerade Funktion, wie sie in Abbildung 2.11
durch 422 dargestellt ist. Nun gilt, dass Produkte aus einer geraden und einer ungeraden
Funktion immer auf ungerade Funktionen fithren. Wahrend Produkte gleichartiger Funk-
tionen immer in geraden resultieren. Abbildung 2.11 macht zudem deutlich, dass fiir gerade
Funktionen Y (—X) = Y (X) und fiir ungerade Funktionen Y (—X) = =Y (X) gilt. Vor diesem
Hintergrund und unter Verwendung von Gleichung (2.53) bis (2.58) werden die Gleichungen
(2.49) und (2.50) betrachtet. Fiir die Oberflichenkréifte antisymmetrischer primér-angeregter

Moden folgt
sur 1
fai! = —5(AA+ 5973, =0, (2.59)

da sich die Oberflaichenkrafte der geraden Funktionen an den Ré&ndern aufheben. Fiir sym-
metrische primér-angeregte Moden ergibt sich bei den Oberflaichenkraften

1
pourf — —5(AS + SA)2, #0. (2.60)

sym
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Abbildung 2.11.: Gerade und ungerade Funktionen zur schematischen Beschreibung der
Partikelbewegung

Die Kraftfluss-Bedingung gibt jedoch vor, dass die Summe aus Oberflichen- und Volumen-
kraften ungleich Null sein muss. Fiir die Volumenkréfte ergibt sich fiir antisymmetrische
primér-angeregte Moden
1 d)2 A S
f%bz—/ 0]-{0]=0. (2.61)
2)ap\g) \a

Dabei ergeben die Produkte der Funktionen ungerade Funktionen, die jedoch durch die Inte-
gration iiber die Dicke in gerade iiberfithrt werden. Daraus folgt, dass die Volumenkréfte der
antisymmetrischen primér-angeregten Moden ebenfalls Null sind. Fiir symmetrische primér-
angeregte Moden folgt aus den Volumenkréften

Lo (SY (S
gﬁ:—/‘ ol-10]#0. (2.62)
2/=d2\ o) a4

Wird die gerade Funktion durch die Dickenintegration in eine ungerade iiberfiihrt, weisen
die symmetrischen primér-angeregten Moden Volumenkréfte ungleich Null auf. Daraus folgt,
dass zur primiren Anregung symmetrische Moden in Frage kommen, da fiir diese gilt, dass
( fﬁ“rf + f:{Ol) =% 0 ist. Antisymmetrische Moden erfiillen die Kraftflussbedinung hingegen
nicht und kénnen somit nicht zur Generierung Hoherharmonischer durch primére Anregung
genutzt werden. [12] fithrt weitere Betrachtungen durch, welche der symmetrischen Moden
die hochste interne Resonanz aufweisen. Aufgrund des Umfanges wird an dieser Stelle auf
die Beleuchtung der Untersuchungen verzichtet. Es wurde jedoch gezeigt, dass die primér-
angeregte Si-Mode mit der Hoherharmonischen Ss hohe interne Resonanzen aufweist und
beide Moden im Gegensatz zu den SH-Wellen in der Praxis leichter anzuregen und zu detek-
tieren sind.
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2.2.2. Nichtlinearitatsparameter

Mit Kenntnis der Generierung und Beschreibung der Hoherharmonischen durch die primér-
angeregte Mode folgt die Herleitung des absoluten akustischen Nichtlinearitdtsparameters (.
Dieser folgt aus der Betrachtung einer Longitudinalwelle in einem Dehnstab und ist an den
Arbeiten von [13] und [14] angelehnt. Zu beachten ist, dass LAMB-Wellen nur in dinnwan-
digen Fliachentragwerken durch die Reflexionen an den Réndern auftreten (vgl. 2.2). Daraus
ergibt sich, dass ( als absoluter Wert nicht fiir LAMB-Wellen zuléssig ist. Daher wird ein
relativer akustischer Nichtlinearitdtsparameter 3’ abgeleitet. Mit 3’ lassen sich vergleichende
Aussagen zu den Nichtlinearitdten im Material treffen.

Die Beschreibung der Longitudinalwelle in einem Dehnstab folgt iiber die Bewegungsglei-
chung fiir eine eindimensionale Welle

Pu 0o
— = —. 2.63
Por = ox (2.63)
Das Hookeschen Gesetzes wird erweitert iiber eine Taylorreihenentwicklung an der Stelle
€0, welche der statischen Vordehnung entspricht. Dieses Vorgehen ist vergleichbar mit dem
Aufstellen der Potentialfunktion aus (2.18). Der Abbruch nach dem quadratischen Term

fithrt zur Beschreibung eines quadratisch nichtlinearen Systems [13]

2

U—Jo+ga —i—%g—g 2, (2.64)
Es wird der Fall betrachtet, in dem keine statische Vordehnung vorhanden ist, wodurch die
statische Vorspannung o( zu Null wird. Die partielle Ableitung im linearen Anteil von (2.64)
entspricht dem Elastizitdtsmodul E. Fiir den quadratischen Anteil wird ein nichtlinearer Stei-
figkeitsmodul C!! eingefiihrt. Mit diesem wird analog zu den Steifigkeiten dritter Ordnung
das Verhalten der Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Welle unter Spannung beschrieben. Dar-
aus folgt

1 CIII
= Fe -——= £). 2.65
o=Be(l+5% o) (265)
Im Weiteren wird die Notation aus [11] verwendet und der absolute akustische Nichtlineari-
tatsparameter § = —%IU eingefiihrt. Damit werden die Spannungen in einem quadratisch

nichtlinearen System aufgrund der Dehnungen beschrieben durch

1
o=FEe(1—- 5&:). (2.66)
Durch Einsetzen von (2.66) in (2.63) und unter Verwendung von € = % resultiert die Be-
schreibung der eindimensionalen Welle iiber die Feldgleichung
0u Pu 1 _0ud*u
o _ gl gt
P o2 0z 5 Ox 02’

pii = Eu” — BEu' " (2.67)
Die Losung dieser nichtlinearen Differentialgleichung folgt iiber Anwendung der Stérungsrech-
nung. Dabei wird der absolute akustische Nichtlinearitdtsparameter mit 8 < 1 als Storgrofie

angenommen. Die Verschiebung u setzt sich weiterhin zusammen aus den Verschiebungen der
primér-angeregten Mode u; und denen der Hoherharmonischen uy. Aus (2.30) ist bekannt,
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dass die Verschiebungen der Hoherharmonischen deutlich kleiner sind, als die der primér-
angeregten Mode. In den folgenden Ansatz geht dieser Zusammenhang iiber 8 ein, sodass
folgt

u=uj + Pus. (2.68)

Einsetzen von (2.68) in (2.67) und Koeffizientenvergleich in Ordnungen von f fiithrt auf zwei
lineare Differentialgleichungen. Fiir 50 ergibt sich

piiy — Eul =0, (2.69)

welche die primér-angeregte eindimensionale Welle beschreibt. Fiir ! folgt
. " 1 !N
piia — Buly = —§Eu1u1, (2.70)

wodurch die Héhermarmonische aus der Anregung der primér-angeregte Welle beschrieben
wird. Fiir Gleichung (2.69) wird nun die homogene Losung gesucht. Dazu dient der Ansatz
iiber eine harmonische Welle der Form

uyp = Ay - cos(kx — wt). (2.71)
Ortliches und zeitliches Ableiten von (2.71) und Einsetzen in (2.69) fiihrt auf
[—pw? + EE* A} cos(kz — wt) = 0. (2.72)
Fiir nichttriviale Losungen in denen gilt A; cos(kx — wt) # 0 folgt
pw? = Ek?, (2.73)

was den bereits bekannten Zusammenhang aus (2.27) bestétigt

_ /= (2.74)

w
Cp—E P

Fir die zweite Differentialgleichung (2.70) fiithrt ein analoger Ansatz im homogenen Fall
auf die identische Losung. Zur Betrachtung der inhomogenen Losung wird zunéchst die
Erregerseite mit (2.71) betrachtet

whul = k3 A% sin(kz — wt) cos(kx — wt),

1
= §k3A% sin(2kx — 2wt). (2.75)
Daraus und aus der bekannten homogenen Losung folgt fiir (2.70)

. 1 .
g — c?,u'z/ = —Zcf,k:?’A% sin(2kx — 2wt). (2.76)
Die Erregerseite gibt dem System somit eine sinusférmige Anregung mit dem doppelten der
primér-anregenden Kreisfrequenz w und der doppelten Wellenzahl k vor. Da es sich um ein
quadratisch nichtlineares System handelt wird angenommen, dass der Ansatz fiir us in der
Form us ~ u? vorliegen muss. Es gilt somit, dass ein sinusférmiger Ansatz gefunden werden
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muss, der auf doppelte Kreisfrequenzen und doppelte Wellenzahlen fithrt und das quadratisch
nichtlineare System wiedergibt

uy = Agz sin®(kx — wt),

= %Agx[l — cos(2kz — 2wt). (2.77)

Dieser Ansatz fiihrt mit den ortlichen und zeitlichen Ableitungen sowie Einsetzen in (2.76)
auf die Lésung des inhomogenen Falles

1
Ay = gk;?A%, (2.78)

womit das ungestorte Amplitudenverhéaltnis zwischen der primér-angeregten Mode A; und
der Hoherharmonischen Ay beschrieben wird. Einsetzen von (2.71), (2.77) und (2.78) in (2.68)
fiihrt auf

1
u = Aj cos(kx — wt) + ngA%xﬂ sin?(kz — wt),

= A cos(kx — wt) + Ay sin®(ka — wt) (2.79)

Mit Ay wird nun die gestorte Amplitude aufgrund der Nichtlinearitdten in 8 angegeben.
Durch Umstellen nach S lassen sich diese Nichtlinearitdten mit dem Amplitudenverhéltnis
beschreiben R

8 A,

wodurch der absolute akustische Nichtlinearitdtsparameter beschrieben ist. Wie bereits ein-
gangs erwahnt, bezieht sich die Herleitung dessen auf Longitudinalwellen in einem Dehnstab.
Absolute Aussagen zu den Nichtlinearitdten in einem Flachentragwerk sind somit nicht zu-
lassig. Um jedoch eine relativierte Aussage tiber die Nichtlinearitdten in Flachentragwerken
zu erhalten, wird der relative akustische Nichtlinearititsparameter 3’ abgeleitet

A
B 1,

Ay
— 2.81
g 28

An (2.81) lasst sich einfach erkennen, dass mit groferer Amplitude der Héherharmonischen
Ay bei gleichbleibender Amplitude der primér-angeregten Mode Ay auch der Nichtlineari-
tatsparameter groBer wird. Dies ldsst sich mit Blick auf die Gleichungen (2.49) und (2.50)
verdeutlichen. Stirkere Nichtlinearitdten fithren zu grofieren Oberflichenkraften und Volu-
menkréiften. Damit nimmt ebenfalls deren Summe zu. Eingesetzt in (2.51) fithrt dies zu einem
grofferen Vorfaktor, der die Steigung der Amplitude iiber die Ausbreitungsldnge beschreibt.
Die gemessenen relativen Nichtlinearitdtsparameter werden im weiteren Verlauf auf den mi-
nimalen gemessenen Wert /) normiert und iiber den normierten Nichtlinearitatsparameter
¢ ausgedriickt

5/

=g

(2.82)
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2.3. Signalanalyse

In Abschnitt 2.2.2 wurde der relative akustische Nichtlinearitdtsparameter hergeleitet, wel-
cher durch Gleichung (2.81) beschrieben wird. Daraus geht hervor, dass die Amplituden der
primér-angeregten Mode und der Hoherharmonischen bekannt sein miissen. Die Amplitude
der primér-angeregten Mode tritt bei der Erregerfrequenz fg,, auf, wihrend die Amplitude
der Hoherharmonischen bei dem Doppelten der Erregerfrequenz fg, = 2fg, entsteht (vgl.
2.2.1). Im Versuch miissen somit die frequenzabhéngigen Amplituden bestimmt werden. Dazu
wird durch einen Aktor ein Anregungssignal durch eine Probe geschickt, welches an anderer
Stelle durch einen Sensor aufgenommen wird. Das aufgenommene Signal ist im Zeitbereich
diskretisiert. Abbildung 2.12 verdeutlicht durch den schraffierten Bereich schematisch, dass
zu einem gegebenen Zeitpunkt ¢ Informationen zu der Signalamplitude vorliegen. Informa-
tionen zu den Signalamplituden beziiglich einer bestimmten Frequenz sind nicht abzulesen.
Die Diskretisierung des Zeitsignals ist dabei gebunden an mehrere Bedingungen, um Infor-

/
/

Zeitauflosung

Abbildung 2.12.: Zeitdiskretes Signal

mationsverlust bei der Abtastung zu vermeiden. Die niedrigste Frequenz fs:n, die aus der
Abtastung rekonstruiert werden kann, gibt die Frequenzauflésung A f vor. Sie ist abhéngig
von der Messdauer Thjess, die wiederum unterteilt ist in diskrete Teilbereiche At mit N

Stitzstellen
1 1

TMess - N - At
Die maximale Frequenz, die durch die Abtastung rekonstruiert werden kann, ergibt sich aus

dem Abtasttheorem von Shannon. Dieses gibt vor, dass die Abtastfrequenz f4p; mindestens
dem Doppelten der maximalen Frequenz fys,, im Signal entsprechen muss

Af = farin = (2.83)

fAbt = 2fMa:v- (284)

Da in einigen Féllen die Abtastung nach Shannon dennoch zu gering sein kann, liegen Abtast-
frequenzen in der Anwendung meist bei dem Fiinf- bis Siebenfachen der maximalen Frequenz.
Vor der Signalanalyse ist die Eingrenzung der geringsten und hochsten Frequenzen jedoch
nicht immer exakt mdoglich. Dadurch kann es zu Unterabtastungen kommen. Dieser Effekt
wird als ,,Aliasing” bezeichnet. Zur Veranschaulichung dient Abbildung 2.13. Der gestrichel-
te blaue Kurvenverlauf beschreibt das Originalsignal einer sinusférmigen Schwingung von
12.5 Hz. Eine Abtastung des Signals mit dem Abtasttheorem von 2 - 12.5 Hz fithrt auf
eine der erwdhnten Ausnahmen, in denen das Abtasttheorem unzureichend ist. Der rote
Kurvenverlauf zeigt, dass dadurch keine Frequenz ermittelt wird. Die Abtastung mit dem
Fiinffachen der Frequenz ist durch den griinen Kurvenverlauf angezeigt und gibt die Frequenz
ndherungsweise wieder. Eine Unterabtastung mit 0.4-12.5 H z wird mit dem lilafarbenen Kur-
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Abbildung 2.13.: Aliasing-Effekt

venverlauf beschrieben. Es ist deutlich zu sehen, dass statt der Frequenz von 12.5 Hz eine
2.5 Hz Schwingung ermittelt wird. Das bedeutet, dass der Aliasing-Effekt zu Frequenzen
im Messsignal fithrt, die im tatséchlichen Signal nicht vorhanden sind. Um dem Aliasing-
Effekt entgegenzuwirken werden Tiefpass-Filter verwendet. Diese lassen tiefe Frequenzen bis
zu einer angegebenen Filter-Eck-Frequenz passieren, wihrend hohere Frequenzen aus dem
Signal gefiltert werden. Wurde das Anregungssignal von dem Sensor aufgenommen, liegen
Informationen zu den Amplituden im Zeitbereich vor. Jedoch sind Informationen zu den
Amplituden bei entsprechenden Frequenzen erforderlich, um den Nichtlinearitdtsparameter
zu bestimmen. Es muss daher eine Transformation des gemessenen Signals vom Zeitbereich
in den Frequenzbereich durchgefithrt werden. Eine solche Transformation bietet die Fourier-
Transformation. Auf Herleitungen zur Fourier-Reihe und zur Fourier-Transformation wird
an dieser Stelle verzichtet, da diese in zahlreicher Fachliteratur zu finden sind. In [15] wird
das Thema umfassend beleuchtet. Die weiteren Ausfithrungen basieren auf [1], [16] und [17].

Die Fourier-Reihe basiert auf dem Zusammenhang, dass Sinus und Kosinus ein Orthogonal-
system bilden. Des Weiteren ist der Grundgedanke, dass sich jede periodische und zeitkon-
tinuierliche Funktion f(¢) aus einer Summe von Sinus- und Kosinusfunktionen beschreiben
lasst. In komplexer Schreibweise gilt

+o0o ]
> Cpe™et, (2.85)

n=—oo

mit w, als Basiskreisfrequenz. C,, ist dabei der komplexe Fourier-Koeffizient, der sich aus
Umformung mit der Periodendauer T ergibt zu

+T/2
C, emwolldt. 2.86
7/, | (2:56)
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2. Grundlagen

Die Fourier-Transformation erweitert den Grundgedanken auch auf nicht periodische aber
weiterhin zeitkontinuierliche Funktionen x(¢). Dabei gilt, dass die Periodendauer gegen Un-
endlich l&uft

wW=—00 =—0Q

x(t) = % /Oo [/too x(ﬂe_i“’idfl dw. (2.87)

X (iw)

Das innere Integral X (iw) wird als Fourier-Transformierte bezeichnet und ist eine Funktion
der Kreisfrequenz. Da bei den Versuchen die Funktionen weder kontinuierlich noch unendlich
sind, sondern iiber eine Messdauer 7' zu jedem Zeitpunkt ¢, ein Wert ermittelt wird, bedient
man sich der diskreten Fourier-Transformation. Dabei wird das gesamte Signal mit einer
Fensterfunktion multipliziert, deren Anfang und Ende die bewertete Funktion zu Null setzt
und in der Mitte den maximalen Wert Fins erreicht. Beispiele fiir solche Fensterfunktionen
sind das Dreieck-Fenster oder das Hanning-Fenster. In Abbildung 2.14 sind das Zeitsignal
x(t) = 0.25-[sin (2t)10 +2 cos(t) +tanh 2(t—2)] sowie die beiden erwiihnten Fensterfunktionen
dargestellt. Die bewertete Funktion lasst sich damit als quasi-periodisch ansehen. An dieser
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Abbildung 2.14.: Zeitsignal mit Fensterfunktionen

Stelle sei noch zu erwéhnen, dass durch den Einsatz der Fensterfunktionen und abhéngig da-
von, ob der Zeitbereich des Signals ein ganzzahliges Vielfaches der Periodendauer ist, es zu so
genannten ,Nebenbdndern* kommen kann. Diese treten bei der Fourier-Transformation auf
und zeigen um die tatséchlich vorhandene Frequenz Nebenfrequenzen an, die nicht im Signal
vorhanden sind. Liegen im Zeitbereich ganzzahlige Vielfache der Periodendauer vor, so tre-
ten die Nebenbénder durch die Fensterfunktionen auf. Ist dem nicht so, kommt es durch die
nicht vorhandene Periodizitit zu den Nebenbédndern, die dann durch die Fensterfunktionen

verringert werden.
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2. Grundlagen

Aus den diskreten Zeitwerten (k) lassen sich bei der diskreten Fourier-Transformation die
diskreten Frequenzwerte X (n) bestimmen tiber

N-1
X(n) =Y z(k)e k¥, (2.88)
g=0

mit ¢ = n = 0,1,...,N — 1. Abbildung 2.15 veranschaulicht den Nutzen der Fourier-
Transformation. Der schraffierte Bereich zeigt, dass zu einer gegebenen Frequenz Informa-
tionen zur Signalamplitude vorliegen. Dafiir ist jedoch keine Aussage mehr dariiber moglich,
zu welchem Zeitpunkt die Signalamplitude auftritt. Eine reine Frequenzauflosung des Mess-
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Abbildung 2.15.: Frequenzdiskretes Signal

signals ist nicht ausreichend, um den Nichtlinearitdtsparameter zu bestimmen. Durch das
multimodale Verhalten gefiihrter Wellen in Flachentragwerken, werden bei der Anregung
mit einer vorgegebenen Erregerfrequenz fg, neben der gewiinschten Mode noch weitere Mo-
den angeregt. Dies hat zur Folge, dass bei einer Fourier-Transformation die Informationen
zu der Signalamplitude bei f = fg,, alle erregten Moden enthélt. Eine Aussage dariiber,
welchen Anteil die relevante Mode an der Amplitude A; hat ist nicht moglich. Zum Vorteil
wird dabei die zweite Eigenschaft gefithrter Wellen in Flachentragwerken. Ein dispersives
Verhalten bewirkt, dass sich die erregten Moden bei fg,, mit unterschiedlichen Geschwin-
digkeiten ausbreiten. Daraus folgt, dass jede Welle zu einem anderen Zeitpunkt im Sensor
aufgenommen wird. Ziel ist somit eine Darstellung, in der eine Aussage dariiber ermoglicht
wird, welche Frequenzen zu einem bestimmten Zeitpunkt in die Informationen zur Amplitude
eingehen.

Der néchste Schritt ist daher die Kurzzeit-Fourier-Transformation (STFT), zu der auch die
Gabor-Transformation zahlt. Dabei wird das Zeitsignal in Teilbereiche unterteilt. Das gesam-
te wird dann im jeweiligen Teilbereich mit einer Fensterfunktion multipliziert, wihrend der
Rest des Signals zu Null wird. Das Ergebnis des gefensterten Teilbereiches wird anschlielend
fourier-transformiert. Die Abbildung 2.16 zeigt das bereits verwendete Zeitsignal mit einer
Unterteilung in fiinf Teilbereiche und den jeweiligen Dreieck- und Hanning-Fenstern. Die
jeweilige gefensterte Funktion xp(¢,b) ergibt sich nach Multiplikation des Teilbereiches der
Originalfunktion x(t) mit der Fensterfunktion h zu

2h(t,b) = z(t) - h(t — b), (2.89)
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Abbildung 2.16.: Zeitsignal mit Fensterfunktionen in der STFT
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Abbildung 2.17.: Frequenz- und zeitdiskretes Signal

wobei b die zeitliche Position des Fensters angibt. Eingesetzt in die Fourier-Transformierte
aus (2.87) ergibt sich eine Funktion, die von der Zeit um die Position b und von der Frequenz
abhéngig ist

oo .

X (b, iw) = / 2(t) - Bt — b)~™'dt. (2.90)

—00
Damit entsteht die gewiinschte Verbindung von Frequenz- und Zeitauflosung. Abbildung
2.17 zeigt schematisch den Zusammenhang. Der schraffierte Bereich zeigt an, dass zu einem
bestimmten Zeitpunkt ¢ bekannt ist, welche Frequenzen f Informationen zu der Signalampli-
tude liefern. Diese Darstellung ist vergleichbar mit einem Notenblatt. Dort wird angegeben,

zu welchem Zeitpunkt eine bestimmte Frequenz zu spielen ist.

Nun ergeben sich zwei Moglichkeiten um die Teilbereiche zu wéhlen. Fall I wére, die Teilbe-
reiche sehr klein zu unterteilen. Das resultiert in einer sehr genauen Zeitauflésung, hat jedoch
eine schlechte Frequenzauflésung zur Folge. Beschrieben wurde dieser Zusammenhang von
Karl Kipfmiiller und wird als Kiipfmiillersche Unbestimmbheitsrelation bezeichnet, welche
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2. Grundlagen

mit der Heisenbergschen Unschérferelation aus der Quantenmechanik verwandt ist. Daraus
geht hervor, dass das Produkt aus einer definierten Zeitdauer und Frequenzbreite konstant
ist

At - Af = const.. (2.91)
Anschaulich ldsst sich der Zusammenhang an Abbildung 2.16 verdeutlichen. Mit kleinerwer-
denden Teilbereichen, werden niedrige Frequenzen mit groflen Wellenléngen nicht mehr in
den Fourier-Transformationen erfasst. Dafiir werden hohe Frequenzen zeitlich prézise ermit-
telt. Wird nun Fall IT betrachtet, in dem die Teilbereiche vergrofert werden, folgt eine gute
Frequenzauflésung, bei schlechterer Zeitauflosung. Abbildung 2.18 verdeutlicht die beiden
Falle. Diesem Umstand wird nun mit der Wavelet-Transformation begegnet. Anstelle einer

Fall I Fall 11

g
~
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Frequenzauflésung
—>

Frequenzauflosung
—>

2

Zeitauflosung Zeitauflosung

Abbildung 2.18.: Einfluss der Teilbereiche auf die Frequenz- und Zeitdiskretisierung

Fensterfunktion wird hierbei ein so genanntes ,Mother-Wavelet“ verwendet. Dabei handelt
es sich um eine oszillierende Funktion ()

Yas(t) = %¢<t - b>, (292

mit a # 0 als Skalierungsparameter und b als zeitliche Position des Mother-Wavelets. Bei
der Wavelet-Transformation wird das mit dem Originalsignal multiplizierte Mother-Wavelet

iiber der Zeit integriert
+oo

Wy(a,b) = / w(t) 0 ()t (2.93)

—0o0
Anschaulich wird das mit dem Parameter a skalierte Wavelet dadurch iiber den gesamten
Zeitraum des Signales verschoben. Durch die Skalierung werden die zwei Félle, die bei der
STFT bereits beschrieben wurden verbunden.

So wird zunédchst ein breit skaliertes Wavelet auf die Funktion angewendet. Dadurch werden
niedrige Frequenzen mit grofien Wellenldngen ermittelt, bei denen die zeitliche Zuordnung
jedoch unprézise ist. Anschlieffend wird das Wavelet kleiner skaliert und der Vorgang wie-
derholt. Mit kleiner werdender Skalierung werden steigende Frequenzen bei zeitlich prézi-
ser werdenden Zuordnungen ermittelt. Abbildung 2.19 zeigt das bereits bekannte Zeitsignal
mit zwei unterschiedlich skalierten Wavelets. Bei den Waveletfunktionen handelt es sich um
das Morlet-Wavelet, das im Rahmen dieser Arbeit verwendet wurde. Die beschriebenen Zu-
sammenhédnge werden dadurch verdeutlicht. Daraus ergibt sich eine gute Moglichkeit, um
Frequenz- und Zeitauflésung zu verbinden. Im Vergleich zu Abbildung 2.17 aus der STFT
macht Abbildung 2.20 die Vorteile der Wavelet-Transformation im Bezug auf steigende Fre-
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Abbildung 2.19.: Zeitsignal mit Morlet-Wavelet

quenzen deutlich. Mit der Wavelet-Transformation kénnen somit die frequenzabhéngigen
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Abbildung 2.20.: Einfluss der Wavelets auf die Frequenz- und Zeitauflosung

Amplituden der einzelnen relevanten Moden ermittelt werden. Daraus erfolgt anschlieend
die Berechnung der relativen akustischen Nichtlinearitdtsparameters.
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3. Nichtlineare Wellenausbreitung in den
geschadigten Proben

Das nachfolgende Kapitel befasst sich mit den praktischen Anteilen der Arbeit. Darin wird
auf die experimentellen Verfahren zur Bestimmung des normierten Nichtlinearitédtsparame-
ters sowie des Elastizitdtsmoduls eingegangen. Das beinhaltet die Beschreibung der Ver-
suchsaufbauten, Versuchsdurchfithrungen und schliefit das Auswerteverfahren der Korrelati-
onsanalyse mit Fehlerfortpflanzung ein.

3.1. Anfertigung geschadigter Proben

Zunéchst erfolgt die Anfertigung der geschidigten Proben. Dazu werden zwolf identische
Proben der Mafle 600 mm x 80 mm x 2.27 mm gleichermaflen auf vier Lastzyklenzahlen ver-
teilt, welche der Tabelle 3.1 zu entnehmen sind. Durch die verschiedenen Lastzyklenzahlen

Tabelle 3.1.: Lastzyklenzahlen zur Erstellung geschédigter Proben
Lastzyklenzahl 5 000 10 000 15 000 20 000

sollen unterschiedliche Schidigungen in die Struktur eingebracht werden. Es ist somit auf
einen moglichen Zusammenhang zwischen der Anzahl an Lastzyklen und den mechanischen
Eigenschaften zu priifen. Die Proben werden bei der entsprechenden Anzahl einer zyklischen
Zug-Schwell-Bestlastung von 10 — 200 kN ausgesetzt.

Bei den Proben handelt es sich um ein Laminat aus vier so genannten ,,Prepregs® mit jeweils
einem Faserwinkel von Null Grad. Um die unidirektionalen Fasern wéihrend der Fertigung
des Laminats in der gewiinschten Lage zu halten, werden Verndhungen in die Prepregs ein-
gebracht. Diese Verndhungen sind in Abbildung 3.1 deutlich zu erkennen. Durch die Ver-

Verndhung

\
5

" Faserrichtung

Abbildung 3.1.: Verndhungen in einer Struktur aus UD-CFK

ndhungen werden nicht zu vernachldssigende Inhomogenititen in die Struktur eingebracht.
Sie haben keinen unmittelbaren Einfluss auf die Festigkeit des Materials, stellen jedoch Aus-
gangspunkte fiir Initialschiden dar. Bei dem Aufbringen der Belastung reiflen einige der
Verndhungen, was zu Schéden in dem Matrixmaterial des Laminats fithrt. Das hat mittel-
bar einen Einfluss auf die Festigkeit der Struktur, da ausgehend von den Initialschdden die
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3. Nichtlineare Wellenausbreitung in den geschadigten Proben

Struktur durch Defekte geschwécht wird. Dies wird deutlich bei der Betrachtung eines Mi-
kroschliffs, wie er in Abbildung 3.2 dargestellt ist. Einige exemplarische Verndhungen sind

Abbildung 3.2.: Mikroschliff einer Struktur aus UD-CFK mit Verndhungen

mit rot markierten Bereichen gekennzeichnet. Sie weisen Durchmesser von ca. 200 ym auf
und liegen an den Rédndern des Laminats sowie zwischen den Schichten der Prepregs. Die
vier Schichten des Laminates sind an den horizontal verlaufenden dunkelgrauen Verklebun-
gen zu erkennen. Verndhung I und /7 liegen nahezu orthogonal zur Schnittrichtung, was dem
Kreisquerschnitt zu entnehmen ist. Der schwarze punktférmige Bereich neben Verndhung I
resultiert aus einer Pore, die bei der Fertigung entstanden ist. Auch diese fithren mittelbar
zu einer Schwéchung der Struktur. Um die Bereiche I7 und I1] herum liegt Delamination
vor, was aus den groflen schwarzen Bereichen hervorgeht, die sich horizontal entlang der
Verklebungen ausbreiten. Dort haben sich die Einzelschichten des Laminates von einander
getrennt. Die Verndhung aus Bereich I1] liegt schrig zur Schnittrichtung, was in dem el-
liptischen Querschnitt resultiert. Von diesen Defekten ausgehend, wandern Risse durch die
Struktur und fithren zu Schiadigungen, die sich nach Abbildung 3.3 zwischen den Prepregs-
Schichten in zwei Richtungen ausbilden.

z
A
,)”y Fall T
B i —

Fall 1T

Abbildung 3.3.: Schidigungsarten einer Struktur aus UD-CFK infolge des Versagens von
Verndhungen

Die Hauptrichtungen, in denen sich die Risse ausbreiten koénnen, sind durch die Félle [
und 71 abgebildet. Fall I beschreibt Schiadigungen orthogonal zur Faserrichtung, wiahrend
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3. Nichtlineare Wellenausbreitung in den geschéidigten Proben

der Riss aus Fall /1 mit der Faserrichtung verlduft. Der Einfluss beider Rissarten auf den
Elastizitdtsmodul héngt davon ab, ob die Risse zu Delamination fiihren, was einen Abfall
in der Festigkeit des Struktur zur Folge hat. Mikrostrukturelle Schadigungen spiegeln sich
dagegen nicht im Elastizitdtsmodul wider. Die Beeinflussung des Nichtlinearitdtsparameters
héngt mit Kontaktbedingungen beim Riss6ffnen und Rissschlieflen zusammen. Kréfte kénnen
dabei nur iibertragen werden, wenn der Riss geschlossen ist. Das fiihrt in der nichtlienaren
Wellenausbreitung zur Anregung der Héherharmonischen. Die Nichtlinearitdten aufgrund der
diskreten Risse werden im Modell aus Abschnitt 2.2.1 durch das nichtlineare Materialgesetz
an der gesamten Struktur abgebildet (vgl. Landau-Lifshitz (2.18)). Je groBer die Risse, desto
starker kommen die Nichtlinearitdten bei den Kontaktbedingungen zum Tragen und desto
grofler fallt der Nichtlinearitdtsparameter aus.

3.2. Berechnung der Dispersionsdiagramme

Im néchsten Schritt ist die Anregungsfrequenz zu bestimmen, mit der die Proben im Versuch
zur nichtlinearen Wellenausbreitung anzuregen sind. Diese richtet sich nach den Bedingun-
gen der internen Resonanz. Daraus folgt, dass eine solche Anregungsfrequenz gewéhlt werden
muss, die eine Erregung der S;-Mode bewirkt, deren Phasengeschwindigkeit mit der Se-Mode
iibereinstimmt und bei der die Frequenz der S3-Mode dem Doppelten der Anregungsfrequenz
entspricht. Zur Bestimmung der Anregungsfrequenz wird ein Dispersionsdiagramm mit den
Materialkennwerten aus Tabelle 3.2 erzeugt. Die Berechnung der Dispersionsdiagramme er-

Tabelle 3.2.: Materialparameter ungeschadigter CFK-Struktur

Parameter Wert Dimension

p 1535  [kg/m3]
w037 [—]
E, 8.094 [GPd]
G2 3.981 [GPd]
G23 3.75 [GPa]

folgt iiber einen MATLAB-Code aus [1]. Dieser Code beruht auf den Zusammenhéngen aus
A.2 beziiglich transversal-isotroper Festkorper und ist fiir UD-CFK ausgelegt. Die daraus
entstehenden Dispersionsdiagramme fiir Phasen- und Gruppengeschwindigkeiten sind in den
Abbildungen 3.4 und 3.5 dargestellt. Bereits in Abbildung 3.4 ist zu erkennen, dass neben der
S1-Mode ebenfalls die Ag-Mode sowie die Sp-Mode angeregt werden. Ein Blick auf Abbildung
3.5 zeigt, dass zusétzlich eine Anregung der A;-Mode erfolgt. Weiterhin ist zu erkennen, dass
sich die zusétzlich angeregten Moden mit geringeren Gruppengeschwindigkeiten ausbreiten.
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Abbildung 3.4.: Dispersionsdiagramm fiir Phasengeschwindigkeiten der Proben aus UD-CFK
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Abbildung 3.5.: Dispersionsdiagramm fiir Gruppengeschwindigkeit der Proben aus UD-CFK
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3. Nichtlineare Wellenausbreitung in den geschéidigten Proben

3.3. Ermittlung des normierten Nichtlinearitatsparameters

Aus den Dispersionsdiagrammen léasst sich fir die Si;-Mode eine Anregungsfrequenz von
2.19 M Hz bei einer 1.0 mm dicken Platte ermitteln. Die verwendeten Proben weisen hinge-
gen eine Dicke von 2.27 mm auf, woraus eine Anregungsfrequenz von 965 M H z resultiert.
Die Anregung erfolgt ebenso wie die Messung {iber Piezokeramiken. Aktor und Sensor wer-
den in einem Abstand von 250 mm auf den Proben verklebt, wobei diese mittig auf der Probe
platziert werden. Das verringert die Auswirkungen von Reflexionen an den Plattenrdndern
auf die Messung. Der Aktor weist eine Dicke von 0.25 mm und der Sensor von 0.1 mm
auf. Es wurde darauf geachtet, mdglichst diinne Keramiken zu verwenden. Die Griinde da-
fiir liegen darin, dass die Probe durch die Keramiken moglichst unbeeinflusst bleiben sollen.
Die verklebten Aktoren und Sensoren bilden Steifigkeitsspriinge an den Plattenrdndern aus,
was entgegen der Bedingung an die freien Rénder ist und sich somit auf die Wellenaus-
breitung auswirkt (vgl. 2.2). Des Weiteren sind diinnere Keramiken nachgiebiger, wodurch
sie groflere Verformungen durchfithren kénnen. Folglich kommt der Piezo-Elektrische-Effekt
starker zum Tragen und die Messempfindlichkeit nimmt zu. Der Messaufbau ist der schema-
tischen Darstellung aus Abbildung 3.6 zu entnehmen. Die Probe wird zur Messung auf einer

Ostzillograph
A A
Aktor
Funktions- Sensor
generator | |¢
Schaumstoffunterlage
\ 4 Computer
Verstéarker [ A

Abbildung 3.6.: Schematische Darstellung des Versuchsaufbaus zur nichtlinearen
Wellenausbreitung

Schaumstoffunterlage platziert, um der Bedingung an die freien Rénder gerecht zu werden.
Ein Oszillograph zeigt die vorgegebene Anregung aus dem Funktionsgenerator an. Diese An-
regung wird iiber einen Verstiirker geleitet und ebenfalls am Oszillograph ausgegeben. Uber
den Piezo-Aktor in die Probe eingeleitet kommt es zur Ausbreitung von gefithrten Wellen.
Die Verschiebungen, die aufgrund der Wellen entstehen, werden von dem Piezo-Sensor aufge-
nommen, an einen Computer mit entsprechender Messkarte weitergegeben und aufgezeichnet.
Uber 10 000 Wiederholungen je Probe erfolgt die statistische Absicherung der Versuche, wo-
bei der Messaufbau unverdndert bleibt. Das bedeutet, dass die Piezokeramiken nicht von
der Probe entfernt und neu verklebt werden. Der Grund dafiir ist, dass ein Entfernen der
verklebten Piezokeramiken nur iiber ein Abschlagen moglich ist. Dabei besteht jedoch das
Risiko, dass durch wiederholtes Abschlagen an der gleichen Probe weitere Schidigungen in
diese eingebracht werden und das Ergebnis verfélscht wird. Daher erfolgt eine Mittelung iiber
10 000 einzelne Burst-Signale, die aus einer sinusformigen Anregung entstehen.

Die Auswertung der aufgenommenen Signale erfolgt iiber eine Wavelet-Transformation in
Form eines MATLAB-Codes, der von der Helmut-Schmidt-Universitiat zur Verfiigung ge-
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3. Nichtlineare Wellenausbreitung in den geschéidigten Proben

stellt wurde. Die relevanten Bereiche der aufgenommenen Zeitsignale sind in Anhang A.3
beigefiigt. In Abbildung 3.7 ist ein Zeitsignal dargestellt, das die gesamte Messdauer einer
Messung enthélt. Dabei ist zu erkennen, dass bereits zum Messbeginn ein Ausschlag vom
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Abbildung 3.7.: Aufgenommenes Zeitsignal der Probe 5 000;

Sensor aufgezeichnet wird. Es handelt sich jedoch nicht um einen auf Verschiebungen ba-
sierenden Ausschlag, da keine gefiihrte Welle tiber eine so hohe Gruppengeschwindigkeit
verfiigt. Vielmehr werden durch die bestromten Messkabel Magnetfelder erzeugt, welche sich
gegenseitig beeinflussen. Das Magnetfeld, das sich von der Piezo-Aktor-Seite ausgehend aus-
breitet, trifft auf das Piezo-Sensor seitige Kabel und fithrt dort zu den stérenden Signalen.
Daher werden die Zeitsignale in dem verwendeten MATLAB-Code zunéchst bereinigt. Ein
anschlieender digitaler Tiefpassfilter verringert das Messrauschen in den Zeitsignalen. Das
Ergebnis der Wavelet-Transformation liegt in Form der Wavelet-Koeffizienten vor, welche
fiir die S1- und S9-Mode ebenfalls in Anhang A.3 abgebildet sind. Die Wavelet-Koeffizienten
reprasentieren dabei die Amplituden der priméar-angeregten Mode und der Hoherharmoni-
schen. Der Quotient aus beiden gibt den relativen akustischen Nichtlinearitdtsparameter
B' wieder. Die Ergebnisse sind Tabelle 3.3 zu entnehmen. In Tabelle 3.3 ist zusétzlich der

Tabelle 3.3.: Relativer akustischer und normierter Nichtlinearitdtsparameter

n  Bezeichnung g, [-] (n [—] n  Bezeichnung g, [—-] (n [—]
1 50007  19.05 2.24 7 15000,  16.30 1.92
2 50002  16.12 1.90 8 15 0002  66.89 7.87
3 50005  15.55 1.83 9 150003  11.24 1.32
4 10 000;  15.97 1.88 10 20 0007  25.42 2.99
5 10 0002 9.85 1.16 11 20 0002  16.96 2.00
6 10 0003  28.15 3.31 12 20 0003 8.50 1.00

normierte Nichtlinearitdtsparameter ¢ dargestellt. Die Normierung basiert auf dem relati-
ven akustischen Nichtlinearitdtsparameter von Versuch 12, da dieser den niedrigsten Wert
aufweist. Die Verteilung der normierten Nichtlinearitdtsparameter ist iiber die Versuche in
Abbildung 3.8 dargestellt. Es ist zu erkennen, dass Versuch 8 einen deutlich erhéhten Wert
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3. Nichtlineare Wellenausbreitung in den geschéidigten Proben
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Abbildung 3.8.: Normierter Nichtlinearitdtsparameter iiber alle Versuche

fiir den normierten Nichtlinearitdtsparameter anzeigt. In dieser Probe ist demnach das héchs-
te Mafl an Nichtlinearitdten enthalten. Sie besitzt somit die gréften Schiadigungen in Form
von Rissen an denen durch die Kontaktbedingungen héherharmonische Moden entstehen. Ob
diese Risse Delamination aufweisen und im gleichen Mafi den Elastizitdtsmodul beeinflussen,
zeigt sich bei der Ermittelung der Elastizitdtsmodule. Die Betrachtung der nichtlinearen
Wellenausbreitung, im Besonderen beziiglich des Nichtlinearitatsparameters sind nur in dem
Bereich zwischen Aktor und Sensor méglich. Um im Weiteren Aussagen zu den mechanischen

oo e e ] R -

Aktor ‘ Sensor

Abbildung 3.9.: Zuschnitt der Proben im Bereich der Wellenausbreitung

Eigenschaften in Form des Elastizitdtsmoduls und aufgrund der Schédigungen der Proben
zu ermoglichen, werden die Proben daher auf diesen Bereich zugeschnitten. Abbildung 3.9
zeigt den relevanten Bereich zwischen Aktor und Sensor von 250 mm an. Um die Piezoke-
ramiken herum werden die Proben daher auf die Mafie 300 mm x 14 mm zugeschnitten.
Die zugeschnittenen Proben werden anschliefend auf ihre mechanischen Eigenschaften hin
untersucht.

3.4. Ermittlung des Elastizitatsmoduls

Zur Bewertung der mechanischen Eigenschaften der zugeschnittenen Proben und einer wei-
terfiithrenden Korrelation mit den normierten Nichtlinearitdtsparametern, werden die Pro-
ben in einem einachsigen Zugversuch auf den Elastizitdtsmodul gepriift. Dazu sind zunéchst
die Piezokeramiken von den Proben zu entfernen. Anschliefend werden die Proben auf ei-
ner Versuchslédnge von 200 mm in die Priifvorrichtung eingespannt. Die Priifmaschine fahrt
kraftgeregelt von 0 — 12 000 NV, wobei der Auswertebereich der Elastizitdtsmodule zwischen
1 000—12 000 N liegt. Je Probe werden die Versuche zehnfach wiederholt und die Proben zwi-
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3. Nichtlineare Wellenausbreitung in den geschéidigten Proben

schen den Wiederholungen neu eingespannt. Fiir die Messung der Lingendnderung wird ein
Laser-Extensometer verwendet. Dieses projiziert ein Speckle-Muster auf die Probe, mit dem
die Verschiebungen der Messpunkte nachverfolgt werden. Die Elastizitdtsmodule ergeben sich
abschlieflend aus den gemessenen Langendnderungen beziiglich den Dicken und Breiten der
Proben im angegebenen Auswertebereich. Die Ergebnisse der Elastizitdtsmodulbestimmung
sind in Abbildung 3.10 dargestellt. Abgebildet sind die Versuche der vier Lastzyklenzahlen

L B s B S B B T S e
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122 123 124 125 126 127 128 129 130 131
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Abbildung 3.10.: Gemessene Elastizitdtsmodule der zugeschnittenen Proben

mit den jeweiligen drei Proben. Dabei lassen sich zunéchst zwei Aussagen treffen. Zum Einen
schwanken innerhalb gleicher Lastzyklenzahlen die gemessenen Elastizitatsmodule. Zum An-
deren ist aus einer linearen Regression kein plausibler linearer Zusammenhang zwischen der
Lastzyklenzahl und dem Elastizitdtsmodul festzustellen. Die Streuung in den gemessenen
Elastizitdtsmodulen erklért sich durch die unterschiedliche Anzahl an Initialschdden je Pro-
be. Es ist nicht anzunehmen, dass in jeder Probe die gleiche Anzahl an Verndhungen reifit,
von denen ausgehend sich die Risse durch die Struktur ausbreiten. Zudem ldsst sich ohne
Korrelation mit dem Elastizitdtsmodul nicht sagen, ob vorwiegend mikro- oder makrostruk-
turelle Schadigungen vorliegen. An der Regression zeigt sich, dass deren positive Steigung
nicht der Annahme entspricht, dass mit steigender Lastzyklenzahl der Elastizitdtsmodul ab-
nimmt. Ein Grund dafiir liegt ebenfalls in den verschiedenen Schidigungsgréfien. Es besteht
die Moglichkeit, dass in einigen Proben iiberwiegend mikrostrukturelle Risse vorliegen, wel-
che sich im Elastizitdtsmodul nicht widerspiegeln. Mit Blick auf die Daten aus Abbildung 3.8
zeigt sich bereits flir Probe 8, dass diese mit dem gréfiten Nichtlinearitdtsparameter einen
der niedrigsten Elastizitdatsmodule aufweist. Daraus lasst auf iiberwiegend makrostrukturelle
Schidigungen in der Probe schliefen, an denen héherharmonische Moden generiert werden
und die zu einer Verringerung des Elastizitdtsmoduls beitragen. Zur weiterfithrenden kor-
relierten Betrachtung der Nichtlinearitdtsparameter und der Elastizitdtsmodule erfolgt im
néchsten Schritt eine Korrelationsanalyse aller Proben.
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3. Nichtlineare Wellenausbreitung in den geschéidigten Proben

3.5. Korrelationsanalyse

Ein moglicher Zusammenhang zwischen den mechanischen Eigenschaften und den Eigen-
schaften der nichtlinearen Wellenausbreitung resultiert aus der Bestimmung einer Regressi-
onsgeraden. Die Grofle zur Beschreibung der mechanischen Eigenschaften iiber den Elastizi-
tdtsmodul F wird dabei mit dem normierten Nichtlinearitdtsparameter ¢ korreliert. Quanti-
tative Aussagen zur Regression sind aufgrund der geringen Datenmenge nicht moglich. Sie
geben jedoch Aufschluss {iber moégliche Tendenzen, mit denen beide Grofien korrelieren. Die
Bestimmung der Regressionsgeraden aus allen Messpunkten erfolgt nach der Methode der
kleinsten Quadrate und bildet den ersten Schritt in der Auswertung der Messpunkte. Abbil-
dung 3.11 zeigt zunédchst die Regressionsgerade beziiglich aller Messpunkte. Das Auftragen
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Abbildung 3.11.: Korrelationsanalyse beziiglich aller Proben zwischen ( und F

des Nichtlinearitdtsparameters gegeniiber dem Elastizitdtsmodul zeigt fiir Probe 8 deutlich
den bereits aus den Abbildungen 3.8 und 3.10 geschlossenen Zusammenhang. Der auffal-
lend grofle normierte Nichtlinearitdtsparameter bei geringem Elastizitdtsmodul gegeniiber
den anderen Proben weist darauf hin, dass iiberwiegend makrostrukturelle Schiadigungen
vorliegen. Weiterhin zeigt sich, dass Probe 12 mit der gréfiten Lastzyklenzahl den gréfiten
Elastizitdtsmodul aufweist. Zusétzlich besitzt diese Probe den geringsten normierten Nicht-
linearitdtsparameter. Somit liegen vergleichsweise weniger Schidigungen sowohl mikro- als
auch makrostruktureller Art vor. Es wird die Aussage bestétigt, dass die Lastzyklenzahl kein
Maf} dafiir ist, inwieweit eine Struktur geschadigt ist.

Die Kernaussage aus Abbildung 3.11 spiegelt sich im Verlauf der Regressionsgeraden wieder.
Daran zeigt sich, dass ein hoher Elastizitdtsmodul mit einem geringen normierten Nichtli-
nearitdtsparameter einhergeht. Das entspricht den Erwartungen, da die Nichtlinearititen als
Mafl der Schidigungen dienen. Je weniger Schidigungen in der Struktur vorhanden sind,
desto hoher ist die verbliebene Festigkeit. Mit der Regressionsgerade iiber alle Punkte wird
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3. Nichtlineare Wellenausbreitung in den geschéidigten Proben

zunéchst nur eine grobe Abschéitzung beschrieben, da noch nicht abgesichert ist, wie viele
Messpunkte sich tatsédchlich durch diese abbilden lassen. Es fehlt dabei die Berticksichtigung
der Messungenauigkeiten der Versuche.

Fir diese Messungenauigkeiten werden beziiglich beider Gréflen daher die entsprechenden
Fehlerfortpflanzungen berechnet. Die Fehlerfortpflanzungen geben einen Wahrscheinlichkeits-
bereich um den gemessenen Wert an. Der wahre Wert eines Messpunktes liegt dann zu
100 % innerhalb des jeweiligen Bereiches. Verlauft die Regressionsgerade durch einen solchen
Bereich, lasst sich der wahre Wert des Messpunktes iiber diese abbilden. Eine weitere Re-
gressionsgerade, die die Wahrscheinlichkeitsbereiche der Messpunkte einbezieht, bildet somit
einen préziseren linearen Zusammenhang zwischen dem Elastizitdtsmodul und dem normier-
ten Nichtlinearitdtsparameter ab.

Die Berechnung der jeweiligen Fehlerfortpflanzungen ergibt sich aus den Versuchsdurchfiih-
rungen. Der Elastizitdtsmodul resultiert dabei aus dem bereits beschriebenen einachsigen
Zugversuch, bei dem die Langendnderungen an den Proben gemessen werden. Die Bestim-
mungsgleichung ist eine Funktion verschiedener Messgrofen und ergibt sich iiber

p=2
g

R
- GoAi

 (Fgn — Far) -1
T d-b- (e —lst)

Die Indizes St und En stehen dabei fiir den ersten bzw. letzten Messpunkt der Kurve,
aus dem die Elastizitdtsmodulermittlung folgt. F' gibt die angreifenden Zugkrifte an. Die
Grofle d bildet die Dicke und b die Breite der jeweiligen Probe ab. Die Versuchsldnge ist
iiber [ angegeben. Die erwdhnten Messgrofien sind voneinander unabhéngig, haben mit ihren
jeweiligen Unsicherheiten jedoch einen Einfluss auf den endgiiltigen Fehler. So kénnen sich
die Unsicherheiten verschiedener Groéflen aufheben oder verstirken. Zur Bestimmung des
endgiiltigen Fehlers fg , eines Elastizitatsmoduls E fiir eine Probe n wird das Gauflsche
Fehlerfortpflanzungsgesetz angewandt

(3.1)

- (52 an)
fon= > “Asy | - (3.2)

Die partiellen Ableitungen beschreiben das Verhalten der Funktion an dem Messpunkt auf-
grund der jeweiligen abgeleiteten GrofSe. Uber die Multiplikation mit den entsprechenden
Unsicherheiten Asy, erhilt jede Messgrofe eine Gewichtung am endgiiltigen Fehler. Uber
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3. Nichtlineare Wellenausbreitung in den geschéidigten Proben

den Wurzelausdruck wird dem gegenseitigen Aufheben von Unsicherheiten begegnet. Einset-

zen von (3.1) in (3.2) fithrt auf
A
<db<zEn ( lEn Ist) 82>

s
F F Faop)l ?
+<( Bn — F ) < Fn — Fst) A54>
lSt

db(lg, — d?b(lgn — lst)

+< (Fpn — Fst)l A35> n < (Fpn — Fst)l A36>

2

fE,n =

2

db? (I, — lsy) db(lpn —ls¢)?

2

(Fgn — Fs)l
! (db(];En — lst)? AS7> ' >

Mit Gleichung (3.3) wird der endgiiltige Fehler einer Elastizitdtsmodulmessung aufgrund al-
ler Unsicherheiten der beteiligten Messgrofien beschrieben. Da die Versuchsldange im Versuch
durch die Priifvorrichtung vorgegeben wird und die Versuche zudem kraftgeregelt ablaufen,
liegen fiir diese Grofien keine Standardabweichungen vor. Fiir die Unsicherheiten As; — Asg
werden daher die entsprechenden Messgenauigkeiten verwendet. Fiir Asy — Asy wird sich
der Standardabweichungen bedient, die aus wiederholten Messungen resultieren. Die fiir al-
le Proben giiltigen und verwendeten Messgenauigkeiten sind in Tabelle 3.4 aufgefiihrt. Die
Standardabweichungen fiir jede Probe n sind der Tabelle 3.5 zu entnehmen. Dabei ist zu be-
achten, dass aufgrund der Langenmessung [g; bei 1 000 N nahezu keine Lingenénderungen
messbar sind. Die daraus resultierende Standardabweichung As; geht damit gegen Null. Fiir

Tabelle 3.4.: Messgenauigkeiten in der Fehlerfortpflanzung des Elastizitdtsmoduls

Bezug Unsicherheit Wert Dimension

Fgy Asy 15.6 [N]
Fs Aso 1.3 [N]
l Ass 0.6 [mm]

den normierten Nichtlinearitdtsparameter wird auf die Gleichungen (2.82) und (2.81) verwie-
sen. Der Fehler bei der Bestimmung der Amplituden ist dabei ebenfalls mit Unsicherheiten
behaftet. Die Unsicherheiten koénnen jedoch aufgrund des Versuchsaufbaus nicht komplett
iiber Standardabweichungen oder bekannte Messgenauigkeiten abgedeckt werden. Das liegt
in dem bereits erwahnten Grund, dass ein wiederholtes Entfernen der Piezokeramiken die Er-
gebnisse verfilschen wiirde. Aulere Einfliisse, wie beispielsweise der Einfluss der Klebeschicht
lasst sich damit nicht abdecken. Aufgrund dieser Problematik wird ein maximaler Fehler bei
der Bestimmung des normierten Nichtlinearitdtsparameters angenommen. Die Berechnung
des endgiiltigen Fehlers f. , erfolgt fiir jede Probe n nach

9
Ay,

fC,n = Z

- Asy. (3.4)

40



3. Nichtlineare Wellenausbreitung in den geschéidigten Proben

Tabelle 3.5.: Standardabweichungen in der Fehlerfortpflanzung des Elastizitdtsmoduls

Bezug d b lgn lst
n  Asy [mm] Ass [mm] Asg [mm] Asy [mm]
1 0.0074 0.0374 0.002 0
2 0.0170 0.0510 0.001 0
3 0.0190 0.0583 0.001 0
4 0.0056 0.0510 0.001 0
5 0.0037 0.1602 0.001 0
6 0.0216 0.0374 0.001 0
7 0.0074 0.0200 0.003 0.001
8 0.0065 0.0374 0.005 0.001
9 0.0031 0.0200 0.002 0

10 0.0150 0.0316 0.001 0
11 0.0247 0.0800 0.001 0
12 0.0203 0.0400 0.001 0

Das Einsetzen von (2.82) in (3.4) und unter Beriicksichtigung eines Fehlers von £10 % resul-
tiert ein maximaler Fehler des normierten Nichtlinearitdtsparameters einer entsprechenden
Probe

fem=+0.2-Cp. (3.5)

Unter Beriicksichtigung der angefithrten Fehlerfortpflanzungen ergibt sich das Diagramm
zur Korrelationsanalyse aus Abbildung 3.12. Fiir die Proben 8 und 12 wurden zu den Fehler-
kreuzen die entsprechenden Wahrscheinlichkeitsbereiche angefiigt. Aus Griinden der Uber-
sichtlichkeit sind diese fiir alle anderen Proben nicht dargestellt. Zusétzlich dient Abbildung
3.13 der Darstellung der Messpunkte im Elastizitdtsmodulbereich von 122.0 — 128.0 G Pa bei
normierten Nichtlinearitdtsparametern von 1 — 4. Dabei ist zu erkennen, dass die lineare Re-
gressionsgerade mittels kleinster Quadrate aus allen Proben vier Messpunkte, zuziiglich dem
Messpunkt 12 aus Abbildung 3.12, abbildet. Die lineare Regression unter Beriicksichtigung
der Fehlerfortpflanzung bildet inklusive Messpunkt 12 acht Messpunkt ab.

Diese zweite Regressionsgerade bestétigt damit die Tendenz, die bereits in einer ersten Re-
gression Uber alle Punkte abgeschéitzt werden konnte. Mit einem Abfall des Elastizitatsmo-
duls aufgrund der Schidigungen in der Struktur geht eine Zunahme des normierten Nichtli-
nearitdtsparameters einher.
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Abbildung 3.12.: Korrelationsanalyse mit Fehlerfortpflanzung beziiglich aller Proben zwi-
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Abbildung 3.13.: Ausschnitt der Korrelationsanalyse mit Fehlerfortpflanzung beziiglich aller

Proben zwischen ¢ und F
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4. Zusammenfassung und Ausblick

In den praktischen Teilen der Arbeit konnte gezeigt werden, dass zwischen der Werkstoff-
degradation und den nichtlinearen Wellenausbreitungseigenschaften ein linearer Zusammen-
hang zu erkennen ist. Das Abbilden der Werkstoffdegradation iiber abnehmende Elastizi-
tatsmoduln zeigt eine geringfiigige Zunahme im normierten Nichtlinearitdtsparameter. Die-
ser ist ein Maf} fiir die nichtlinearen Wellenausbreitungseigenschaften der LAMB-Wellen in
den untersuchten unidirektionalen Faserverbundstrukturen. Die nichtlinearen Wellenausbrei-
tungseigenschaften werden durch die Generierung der Hoherharmonischen aus der primér-
angeregten Mode représentiert. Mit Zunahme der Nichtlinearitdten aufgrund von mikro-
und makrostrukturellen Schiadigungen wichst der akustische Nichtlinearitdtsparameter an.
Gleichzeitig schwéchen besonders makrostrukturelle Schidigungen die Struktur, was zur Ab-
nahme des Elastizitdtsmoduls fithrt. Abbildung 4.1 zeigt den ermittelten linearen Zusam-
menhang. Neben der Regression aller Messpunkte findet sich ebenfalls die Regression mit
Beriticksichtigung der Fehlerfortpflanzung. Durch das Einbeziehen der Fehlerfortpflanzungen
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Abbildung 4.1.: Gegeniiberstellung der Korrelationsanalysen mit Fehlerfortpflanzung beziig-
lich aller Proben zwischen ¢ und F

lassen sich acht Messpunkte iiber die Regression ausdriicken, wéhrend es ohne Fehlerfort-
pflanzung fiinf Messpunkte sind. Die Tendenzen beider Regressionsgeraden entspricht den
Erwartungen, dass mit zunehmender Werkstoffdegradation die Nichtlinearitdten in Form von
Schidigungen in der Struktur zunehmen. Dadurch nimmt der normierte Nichtlinearitdtspa-
rameter zu und die Festigkeit in Form des Elastizitdtsmoduls ab.

Alternative Moglichkeiten, die Piezokeramiken auf die Proben zu bringen, um ein wieder-
holtes Entfernen und erneutes Anbringen zu ermoglichen, fithren zu einer Préizisierung der
Fehlerfortpflanzung beziiglich des normierten Nichtlinearitdtsparameters. Mit einer solchen
Moglichkeit ergibe sich des Weiteren, dass die Proben bereits vor der Einbringung von
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Schidigungen auf die nichtlineare Wellenausbreitung hin zu untersuchen sind. Das fithrt zu
vergleichenden Aussagen der nichtlinearen Wellenausbreitung jeder einzelnen Probe vor und
nach der Schidigung.

Weiterhin empfiehlt es sich, Ultraschalluntersuchungen zu vereinzelten Proben durchzufiih-
ren. So kénnte die an Probe 8 getroffene Aussage bestétigt werden, dass mafigeblich makro-
strukturelle Schadigungen vorliegen.

Eine weitere Vertiefung in die Problematik kénnte dem Umstand dienen, dass nur ein klei-
ner Bereich der Proben zwischen den Piezokeramiken Aussagen zur nichtlinearen Wellen-
ausbreitung ermoglichen. Damit einhergehend kénnten Versuche in beliebigen Winkeln zur
Faserrichtung durchgefiihrt werden. Die Steifigkeitsspriinge, die dann durch die Fasern her-
vorgerufen werden, wiirden jedoch die gezielte Generierung der héherharmonischen Moden
erschweren.

Im Allgemeinen reichen die vorgenommenen Untersuchungen an zwolf Proben aus, um die
erwarteten Tendenzen zu bestétigen, dass zwischen der Werkstoffdegradation und dem nicht-
linearen Ausbreitungsverhalten von LAMB-Wellen ein linearer Zusammenhang besteht. Zur
Ausarbeitung eines aussagekréftigen Modells ist jedoch eine Vielzahl weiterer Versuche no-
tig. FEin solchen Modell bietet anschliefend die Moglichkeit neue Inspektionsmethoden zu
entwickeln. Eine Anregung der Bauteilstruktur in definierten Frequenzen und das Messen
des Antwortsignals fiihrt auf den normierten Nichtlinearitdtsparameter, was Aussagen zu
Schidigungen und der vorhanden Restfestigkeit ermdoglicht.
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A.l1. Lineares Materialverhalten

Nachfolgend wird ein Uberblick iiber lineares Materialverhalten gegeben. Ziel ist es, eine Be-
ziehung zwischen den Verzerrungen und Spannungen herzustellen. Diese Beziehung geht aus
der Belegung des Elastizitéatstensors (Stofftensors) hervor, weshalb die entsprechenden Stoff-
tensoren betrachtet werden. Das Hookesche Gesetz stellt eine solche Beziehung her. Im Falle
linearer Geometrie, folgt lineares Materialverhalten, da die Verschiebungen zweiter Ordnung
im linearisierten Greenschen Verzerrungstensor vernachlissigt werden. Durch das Hookesche
Gesetz werden an einem Korper vorliegende Spannungen o iiber den vierstufigen Stofften-
sor C in Zusammenhang zu den auftretenden Verzerrungen e gesetzt. Fiir den allgemeinen
elastischen Festkorper ldsst sich das Hookesche Gesetz wie folgt darstellen

oc=C:e. (A.1)

An Gleichung (A.1) wird deutlich, dass der Steifigkeitstensor C entscheidend ist, welche
Verzerrungen zu welchen Spannungen fithren.

[011] [C11 C12 Ci13 Cuy Ci15 Cig] [enn
0922 Co1 O Coz3 Coy (O Cop| |€22
033 C31 Csp C33 O34 C35 Csg| |€33
023 Cy Cy Cy3 Cyy Cys Cyel| |€23
013 Cs1 Csa Cs3 Csq Cs5 Csg| |e13

L012] Cé1 Ce2 Co3 Cpss Cos Cosl Le12]

Eine andere Schreibweise des Hookeschen Gesetzes ldsst sich mit dem Nachgiebigkeitstensor
S realisieren. Der Nachgiebigkeitstensor bildet die Inverse zum Stofftensor. Es gilt

C:S=1L (A.3)

Dabei ist I der Einheitstensor vierter Stufe. Der Nachgiebigkeitstensor findet bei der ange-
wandten Berechnung von Dispersiondiagrammen Verwendung. Damit folgt fiir das Hookesche
Gesetz

e=S:o. (A.4)

Der Nachgiebigkeitstensor S verkniipft nun die Spannungen o und Verzerrungen e.

Anisotroper Stofftensor

Ein Stofftensor mit 36 beschreibenden Grofien, wie er in Gleichung (A.2) dargestellt ist, 1asst
sich aufgrund der linearen Materialtheorie und aus den Potentialeigenschaften der Formén-
derungsenergie zum anisotropen Stofftensor vereinfachen [/, S. 76]. Damit wird ein allge-
meingiltiger Stofftensor fiir anisotropes Materialverhalten mit 21 beschreibenden Gréfien
bei voller Besetzung erzeugt

[C11 Ci2 Ciz Cia Ci5 Cis
022 C23 024 C25 026
C33 C34 C35 Csg

C = A5
sym. Cy Cy5 Cyp (45)
Cs5 Cse
Ce6

47



A. Anhang

In diesen gehen durch die volle Belegung alle Verzerrungen in alle Spannungen ein. Am
Beispiel der ersten Hauptspannung o1 folgt

o11 = Cnien + Cizeiz + Cizers + Craesze + Cisest + Crgear. (A.6)

Somit fiihrt jede Verzerrung, unabhéngig von der wirkenden Richtung, zu jeder Spannung
im Korper.

Monokliner Stofftensor

Fiigt man dem Material eine Symmetrieebene hinzu, ergibt sich ein monoklines Materialver-
halten. Ein Beispiel fiir Monoklinie ist in Abbildung A.1 an einer UD-Einzelschicht dargestellt.
Das abgebildete Koordinatensystem ist ein so genanntes ,,off-axis-System®, welches nicht par-

r3, 2

Sog,

Abbildung A.1.: Monoklinie bei einer UD-Einzelschicht [3]

allel zu der Faserrichtung der UD-Einzelschicht verlduft. Die Koordinaten x,y, z lassen sich
mit dem Winkel # in ein ,,on-axis-System* mit den Koordinaten 1, xo, x5 transformieren. Da-
bei liegen die Faserrichtung und das Bezugskoordinatensystem parallel. Im off-axis-System
vereinfacht sich der Stofftensor zu 13 beschreibenden Grofien bei 20 besetzten Elementen

[Ci1 Ci2 Ciz 0 0 Cis]
Cyp Coz3 0 0 Cp
C3z3 0 0 Cs

C= sym. Cu Ci O (A7)
Css 0
i Ces |

Die Nebenelemente Cys,C16, Cog und Csg sorgen dabei fiir eine Zug-Schub-Kopplung zwischen
den Spannungen und Verzerrungen.
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Transversal-isotroper Stofftensor

Unter Einflihrung zwei weiterer Symmetrieebenen liegt transversal-isotropes Materialverhal-
ten vor. Als Beispiel fiir Transversal-Isotropie wird Abbildung A.2 hinzugezogen. Bei die-

) .

Yy -
7 1|||||||||| o~

||II|||{/// 7 ﬁ{ll |
e/ ‘ Ty, I||l‘

v |
) %
o

1. 79—Ebene
,-»/‘-/

—

—s

Abbildung A.2.: Transversal-Isotropie bei einer UD-Einzelschicht [3]

sem Fall liegen Bezugskoordinatensystem und Faserrichtung parallel zueinander, weshalb
ein ,,on-axis-System® vorliegt. Der Stofftensor vereinfacht sich bei Transversal-Isotropie zu
fiinf beschreibenden Gréfien bei der Besetzung von 12 Elementen

[C11 Ci2 Cha 0 0 0
Co  Coag 0 0 0
Ca2 0 0 0
C = A8
sym. %(022 — 023) 0 0 ( )
L Css ]

Die Nebenelemente, die zur Zug-Schub-Kopplung bei Monoklinie fithren, verschwinden fiir
den transversal-isotropen Fall.

Isotroper Stofftensor

Liegen in einem Material hingegen unendlich viele Symmetrieebenen vor, wird isotropes Mate-
rialverhalten beschrieben. Der Stofftensor ist weiterhin mit 12 Elementen besetzt, wird jedoch
durch zwei Groflen beschrieben. Diese beschreibenden Grofien werden als Lamé-Konstanten
A und p bezeichnet, welche mit dem Elastizitdtsmodul und der Querkontraktionszahl v in
folgendem Zusammenhang stehen

Ev

A= (1+v)(1—2v) (A-9)
E
= a0 (A.10)
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Fiir den isotropen Stofftensor folgt

[\~
R

o O O O

—
|
o

o oo oo

1

|
o

v
2

(A.11)

Auch fiir den isotropen Stofftensor tritt keine Zug-Schub-Kopplung auf. Des Weiteren ist das

Materialverhalten vollstdndig richtungsunabhéngig.

Koordinatentransformation

Um im weiteren Verlauf die Wellenausbreitungsrichtungen zu betrachten, die weder parallel
noch orthogonal zur Faserrichtung verlaufen, wird eine Transformation des Stofftensors be-
notigt. Diese Transformation bildet den Stofftensor auf die vorliegende Betrachtung ab und

ergibt sich nach [

Ttrans =

mit

, S. 11] aus
cos? © sin? ©
sin? ¢ cos? ¢
0 0
0 0
0 0

| —cos psiny cos @sin

C= Ttrans(COTT

trans»

0
0
1
0
0
0

0

0

0
COS
sin ¢

0

0
0
0
—sinp
COS ¢

0

2cospsinp |
—2cos psin ¢
0
0
0

cos? Y — sin? @]

Co = C fiir Faserwinkel ¢ = 0°.
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A.2. Herleitung der Dispersionsbeziehungen

Der nachfolgende Anhang beschreibt die Herleitung fiir die Dispersionsbeziehungen mit un-
terschiedlichem Materialverhalten. Die Dispersionsbeziehungen leiten sich auf Basis der li-
nearen Wellenausbreitung und des linearisierten Verzerrungstensors ab. Das bedeutet, dass
Ausgangs- und Momentankonfiguration nicht unterschieden werden miissen. Ausgehend von
allgemeinen Ansétzen erfolgt die Betrachtung anisotropem Materialverhaltens hin zu isotro-
pem. Die Ausfithrungen sind angelehnt an die Arbeiten von [2] und sind zudem in [10] zu
finden.

Anisotrope Einzelschichten

Als allgemeiner Ansatz zur Beschreibungen in der Kontinuumsmechanik gelten die Bilanz-
gleichungen. Im speziellen Fall der Wellenausbreitung in Festkérpern erfolgt die Anwendung
der Impulsbilanz, wie sie bereits in 2.2 beschrieben wurden.

Zur Beschreibung der Dispersionsbeziehung gilt im Allgemeinen der Ansatz, die Spannun-
gen durch Verschiebungen auszudriicken. Im Falle anisotropen Materialverhaltens liegt ein
allgemeines Stoffgesetz vor. Dieses beriicksichtigt die Richtungsabhéngigkeit des anisotropen
Materials. Zur iibersichtlichen Darstellung wird im Folgenden die Komponenten-Basis-No-
tation verwendet und die Einsteinsche Summenkonvention beriicksichtigt. Die Impulsbilanz
aus (2.25) bildet die Grundlage zur Beschreibung der Wellenausbreitung

Oijj + pbz = pi;. (A14)

Ausgangspunkt fir das allgemeine Stoffgesetz ist ein {iber den Ort konstanter Stofftensor
Cijkt, wodurch alle Ortsableitungen dessen zu Null werden. Das allgemeine Stoffgesetz ist

beschrieben durch
oij = Cijki€hi- (A.15)

Einsetzen des linearisierten Greenschen Verzerrungstensors (2.11) in das allgemeine Stoffge-
setz (A.15) und weiter in die Impulsbilanz (A.14) fihrt auf

1 )

Cijkl [5(%,1 + ul,k)] + pbi = pii;. (A.16)
J

Stoff- und Spannungstensor sind symmetrisch, weshalb die Indizes vertauscht werden kénnen.

Des Weiteren werden die Volumenkrifte vernachléssigt, was zu einer homogenen Differenti-

algleichung fiihrt
Cijriurkj — piiy = 0. (A.17)

Als Ansatz fiir die Verschiebungen dient eine harmonische Welle fiir den dreidimensionalen

Raum A
u; = Ap;et i), (A.18)

Dabei sei A die Amplitude, p; der Polarisationsvektor, der die Richtung der Partikelbewe-
gung angibt und k; der Wellenzahlvektor, der die Ausbreitungsrichtung der Welle beschreibt.
Abbildung A.3 zeigt, dass ohne Einschriankung der Allgemeinheit durch Koordinatentransfor-
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mation das Koordinatensystem immer so gedreht werden kann, dass die Wellenausbreitung
in der x — z—Ebene liegt. Damit vereinfacht sich der Wellenzahlvektor zu

k‘x 1 ny
/{?j = ky = kx 0] = k:nj =k no 1, (A.19)
k. « ns
mit
a = tan 3, n; Ausbreitungsrichtungsvektor.
Durch das Bilden der Orts- und Zeitableitung des Ansatzes (A.18) folgt
A
ky .
- k B
> (b) k=& > X

Abbildung A.3.: Koordinatentransformation fiir Wellenausbreitung in x-z-Ebene [2]

—1
up g = Apie'®7 —) ) kik;
= —wk*ngn;, (A.20)
und
—1
i = Apiei(kjatj—wt)ﬂ_w)?
= —uw?. (A.21)
Einsetzen von (A.20) und (A.21) in (A.17) ergibt
pcau; — Yiuy =0, (A.22)
: w
mit ¢, = 7 Yit = Cijranin;.
Unter Verwendung von
o=1 =1
U; = 5ilul , WeHn Z ’ (A23)
0 =0, wenn i # [,

und bei Bertucksichtigung, dass nur nicht-triviale Losungen gesucht werden, also
Aetkizi—wt) £ 0 folgt die ,Christoffelgleichung®

[ocp8i — yalpi = 0. (A.24)
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Das homogene Gleichungssystem ldsst sich in Matrixschreibweise darstellen als

"1 - pey 712 713 P1 0
Y22 — pc;, V23 p2| = (0}, (A.25)
sym. Y33 — pcz| |3 0
mit
Yit = Cijrimgn;. (A.26)

Dieses ist fiir nicht-triviale Losungen ausschliellich erfiillt, wenn die Determinante zu Null
wird. Das Aufstellen der Determinante fithrt im allgemein anisotropen Fall, durch den vollbe-
setzten Stofftensor auf ein Polynom sechsten Grades mit geraden und ungeraden Exponenten

fo+ fra+ fad® + f303 + fra* + fz0° + fea® = 0. (A.27)

Die Losung dieses Problems fordert hohen numerischen Rechenaufwand. Die Betrachtung
von Faserverbunden zeigt jedoch, dass Vereinfachungen vorgenommen werden koénnen, in
denen Materialsymmetrien den Rechenaufwand reduzieren. Die Komponenten des Polarisa-
tionsvektors p;, po und p3 geben die Richtung der Partikelbewegungen in x1, xo bzw. x3
an. Es lasst sich somit erkennen, dass durch die Nebenelemente der Matrix eine Kopplung
zwischen Partikelbewegungen in z1,x3 mit x9 vorliegt. Die Partikelbewegungen in x1,r3 sind
den LAMB-Wellen zugeordnet (vgl. Abbildung 2.5) und die in 9 den SH-Wellen (vgl. Abbil-
dungen 2.7, 2.6). Es liegt somit eine Kopplung zwischen LAMB- und SH-Wellen vor. Diese
Kopplung folgt aus (A.26) bei einem Stofftensor nach (A.5). Es wird in den Vereinfachungen
zwischen der Betrachtung von Kopplung und Entkopplung beider Wellenformen unterschie-
den.

Monokline Festkorper

Auch bei monoklinem Materialverhalten liegt durch die Nebenelemente im Stofftensor ei-
ne Kopplung zwischen LAMB- und SH-Wellen vor. Durch die Symmetrien vereinfacht sich
jedoch das Polynom beim Aufstellen der Determinante zu einem sechsten Grades mit aus-
schlielich geraden Exponenten.

fot f20? + fro' + foa® =0 (A.28)

Die Losung liefert drei Wertepaare +q;, die den Eigenwerten der charakteristischen Gleichung
entsprechen und aus dem Wellenausbreitungsvektor k aus (A.19) kommen. Dabei entsprechen
+a; den Eigenwerten der von der Unterseite in positive z3-Richtung laufenden Wellen. Analog
dazu sind die —«; den Eigenwerten der von der Oberseite in negative x3-Richtung laufenden
Wellen zugeordnet. Ferner gilt

aj11 = —Qy, mit j = 1,3,5. (A29)

Das Einsetzen der Eigenwerte in das homogene Gleichungssystem liefert die dazugehorigen
Eigenvektoren, welche den Polarisationsvektoren entsprechen. Somit gibt es fiir jedes Werte-
paar +aq; einen dazugehorigen Polarisationsvektor. Werden diese in den Ansatz aus (A.18)
eingesetzt, folgt mit Kenntnis der Amplituden das Verschiebungsfeld des jeweiligen Zustan-
des. Da eine lineare Theorie vorausgesetzt ist, ldsst sich mittels Superpositionsprinzip das
gesamte Verschiebungsfeld bestimmen. Dabei steht ein hochgestelltes + fir die Verschiebun-
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gen, die von der Unterseite in positive x3-Richtung verlaufen, ein — fiir Verschiebungen, die
von der Oberseite in negative z3-Richtungen verlaufen.

3
w; = Z[A;Lf' (p;r)nezkanz + A; (p;)ne—zkanz]ez(ka:—wt) (A.30)

n=1

Das Einsetzen der Verschiebungsfeldgleichung in den Greenschen Verzerrungtensor ergibt mit
dem monoklinen Stofftensor und einmaliger ortlicher Ableitung die vorliegenden Spannungen

3
0 = 1kCijk Z [A;L" (p;r)nnfe’k(“”(z—%)”) ..

n=1

A; (p];)nnl_ eik(an(zofz)Jr:v)]efiwt) ) (A.31)

Fiir die Spannungsrandbedingungen gilt, dass alle Spannungen o;; in Dickenrichtung j = 3
gleich Null sind. Daher wird j = 3 gesetzt. Unter Einbeziehen des Stofftensors in die Summe
mit

(d;")n = Cigrang (j; I, (A.32)

sowie Einsetzen der Koordinaten fiir den oberen und den unteren Rand folgt die Dispersi-
onsbeziehung

(ai)u] . [ D DiH?fP] [Aj e 0
=k . L U ez( T—wt) _ : (A.33)
[(Ui)O D:‘;Hjlp DU Al 0
mit
D = (@) (@) (@], (A.34)
eikal(zo—zu) 0 0
H hesten) 0 (a3
sym eikag(zofzu)
Af = AL A A (A.36)
i(kx—wt)

und unter Ausschluss der trivialen Losung ik - e = 0. Durch Losung des homogenen
linearen Gleichungssystems lassen sich die Amplituden und im weiteren Verlauf die Verschie-
bungen berechnen.

Transversal-isotrope Festkorper

Die in Abschnitt Monokline Festkorper angewandten Berechnungsschritte fithren mit dem
transversal-isotropen Stofftensor zu einem vereinfachten homogenen Gleichungssystem.

"1~ pey 0 Y13 p1 0
Va2 — pc 0 pa| = |0 (A.37)
sym. v33 — pca| |ps 0
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Darin ist die Partikelbewegung in xo-Richtung entkoppelt von der in x1- und z3-Richtung.
Es entstehen daher zwei charakteristische Gleichungen, in denen das Polynom vierten Grades
den LAMB-Wellen und das zweiten Grades den SH-Wellen zugeordnet ist

fo+ foc® + fra* =0, (A.38)
fy+ fia® =0. (A.39)

Die Verschiebungsfelder der Wellenformen ergeben sich mit den jeweiligen Wertepaaren aus
den Polynomen. Fiir die LAMB-Wellen folgt damit

U; = Z [A;il-(p;r)neikanz + A;(p;)ne_ika”z]ei(kx_“)t), (A.40)
n=1,3

und fir die SH-Wellen

up = [Af(p3)e™ 2 + Ayy(py e~ ezl he=et), (A.41)
Uber die Bedingung der spannungsfreien Rénder und bei Zusammenfassen der Gleichungen
fiir die Spannungen an dem oberen und unteren Rand folgt analog die Dispersionsbeziehung
aus (A.33) mit der Belegung fiir die LAMB-Wellen

DY = () (dF)s] (A.42)
tkat(zo—2u) 0

exp _ |€
Hij - [ 0 eikag(zozu)‘| ) (A43)
A= [Ai:l AQ:EB} ) (A.44)

und fiir die SH-Wellen

D = |(dF):] (A.45)
HOP = [eikag(z()—zu)} , (A.46)
A = [Ah]. (A.47)

Der transversal-isotrope Stofftensor ist in den gleichen Elementen besetzt wie der isotrope
Stofftensor.

Isotrope Festkorper

Im Falle isotropem Materialverhaltens wird das Hookesche Gesetz mit den Lamé-Konstanten
formuliert
o = X spurle]l + 2pue. (A.48)

Einsetzen von (2.11) in (A.48) und anschliefend in (2.25) fithrt zu der gekoppelten, linearen
Lamé-Naviersche Differentialgleichung

(A4 p) grad(divu) 4+ p div(grad u) + pb = pii. (A.49)
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Die Lamé-Naviersche Differentialgleichung ist nur in Einzelfillen geschlossen l6sbar. Ansons-
ten ist die Handhabung nur iiber die numerische Berechnung gegeben. Uber das Helmholtz-
Theorem wird folgender Ansatz in (A.49) eingesetzt

u = grad ¢ + rot v, mit divap = 0. (A.50)

Als Ergebnis liegt unter Vernachlassigung der Volumenkréfte fiir beide Wellenformen je eine
Differentialgleichung vor. Fiir die Longitudinalwelle ergibt sich

div(grad ¢) = Ci2¢ (A.51)
L

cy, ist die Phasengeschwindigkeit der Longitudinalwelle

2
CL:,/AJ;’“‘. (A.52)

div(grad ¢) = ciQw (A.53)
T

Fir die Transversalwelle folgt

Wobei ¢ die Phasengeschwindigkeit der Transversalwelle ist

o = \/g. (A.54)

Die Anwendung des Helmholtz-Theorems auf (A.50) fithrt fiir den ebenen Verzerrungszu-

stand auf
Uy ®.1 Ps3 — P23
u=|0|=grad¢+rotep = [ o5 | + | Yr3—731 |- (A.55)
u3 ®.3 o1 — Yr3

Die Komponenten 11 und 13 verschwinden, sodass zwei Gleichungen bleiben, in denen o =
¥ gilt

U =mu = ¢71 — ¢73 (A.56)
v=uy=0 (A.57)
w = Uz = ¢73 + ¢71. (A.58)

Um die Unbekannten ¢ und v zu beschreiben, erfolgt der Ansatz {iber eine stehende Welle
in x3-Richtung bei Wellenausbreitung in z1-Richtung

¢ = B(zg)e 1m0, (A.59)
Y = U(xg)elFmi—wh) (A.60)
mit
O = A, sin(pxz) + Ay cos(pxs), (A.61)
U = By sin(qxs) + Bya cos(gxs), (A.62)
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k=

(A.63)

w
Cp

Fiir die Herleitung von p und ¢ sei an dieser Stelle auf [2] verwiesen. Prinzipiell werden die
Ansitze fur die stehende Welle (A.59) in (A.51) und (A.60) in (A.53) eingesetzt. Fiir p und

q ergeben sich daraus

(A.64)

(A.65)

Das Einsetzen der Ansétze (A.59) und (A.60) in (A.56) und (A.58) fuhrt nach Anwendung
der partiellen Ableitungen zu den Verschiebungen u und w

u = (ik[Ay1 sin(prs) + Ay cos(prs)] — ...

[qBu1 cos(qas) — qBuyg sin(qxs)])e’ ,

(A.66)

kxi—wt)

w = ([pAy1 cos(pzs) — pAya sin(pzs)] + ...

ik[Bu1 sin(qas) + Buyg cos(qzs)])el k21«1,

(A.67)

Die Gesamtverschiebungen lassen sich nun in ihre Komponenten fiir symmetrische und an-
tisymmetrische Moden zerlegen. Die Zuordnung der Komponenten erfolgt anhand der Well-
ausbreitungscharakteristik und ist in Abbildung A.4 dargestellt.

Verschiebungen bei symmetrischen Moden
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Abbildung A .4.: Zuordnung der Verschiebungskomponenten, nach [2]

Werden die Modenformen schematisch aufgetragen, lassen sich die Kosinus- und Sinusanteile
aus den Gleichungen (A.66) und (A.67) den einzelnen Modenformen zuordnen. So ergibt sich
in der symmetrischen Mode fiir die Verschiebungen u der Kosinus und fiir die Verschiebungen
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w der Sinus. Entsprechendes gilt fiir die antisymmetrischen Moden. Daraus resultieren vier
Gleichungen, mit denen jeweils die Verschiebungen w und w fiir die symmetrischen und
antisymmetrischen Moden beschrieben sind. Fiir die symmetrischen Moden folgt

UV = [ik Ayg cos(pas) — qByi cos(qas)|e! ko), (A.68)

sym

W™ = [—pAys sin(pxs) + ik[By sin(gas)]eFri=wt), (A.69)

Fiir die antisymmetrischen Moden folgt

antt

u¥™ = [ik[ Ay sin(pas) + qBuyg sin(gzs)]ekr1—wt) (A.70)

anti

W™ = [pAy1 cos(ps) + Buo cos(qas)]e’For =t (A.71)

Diese vier Gleichungen bilden die Verschiebungsfelder der Moden in dem Fléchentragwerk
ab. Sie sind bei einem vorgegebenem Verhéltnis von Kreisfrequenz w zu Phasengeschwindig-
keit ¢, (vgl. A.63) vom Ort z1, x3 sowie der Zeit ¢ abhéngig. Um die Verschiebungsfelder
berechnen zu konnen, miissen zunéchst die Amplituden A1, Ayo, By und Bys der Verschie-
bungen ermittelt werden. Dafiir werden die Verschiebungen (A.66) und (A.67) jeweils in den
linearisierten Greenschen Verzerrungstensor aus (2.11) und anschliefend in das Hookesche
Gesetz (A.48) eingesetzt. Man erhélt die Spannungen im vorliegenden Verzerrungszustand:

sym

o517 = p[—2ikpA,s sin(pxs) + ...
(¢% — k) By sin(qas)]e ko= (A.72)

o5y = [~ (A(K* + p?) + 2up*) Ays cos(pas) + ...

QpikqByy cos(qas)]eFr—) (A.73)
o3t = 1[2ikp Ay cos(prs) + ...
(¢° — k%) Bug cos(qs)]e "1 1), (A.74)

085" = [~(A(K* + p°) + 2up®) Au sin(pas) — ...
QpikqBysg sin(qas) ko=t (A.75)

Unter Beachtung der Bedingung fiir spannungsfreie Rénder bei z3 = :I:%l gilt o33 = 031 = 0,
woraus sich die Dispersionbedingungen ergeben, die an dieser Stelle in Matrix-Schreibweise
dargestellt sind. Fiir die symmetrischen Moden folgt

—2ikpsin(pd) (¢* — k*)sin(qd) | |Au2| |0
—p(q® — k) cos(pd)  2pikq cos(qd) ] lBM] - l ] (A.76)

Fiir die antisymmetrischen Moden folgt

2ikp cos(pd) (¢* — k?*)cos(qd)| |Aur| |0
—pu(q® — k?)sin(pd)  —2uikqsin(qd) 1 lBuQ] - l ] : (A.77)

58



A. Anhang

Ziel ist es nun Wellenzahlen k zu finden, die eine nicht-triviale Losung der Matrixgleichung
darstellen. Diese sind dann erfiillt, wenn die Determinante der Matrix zu null werden. Daraus
ergibt sich eine Eigenwertberechnung. Sind die Wellenzahlen bekannt, in denen die Determi-
nante zu Null wird, kénnen mit den erhaltenen Eigenwerten die dazugehorigen Amplituden
berechnet werden. Die Amplituden sind die Komponenten der Eigenvektoren des Eigenwert-
problems
sym __ Au2 anti __ Aul

po - ] g [4] o
Da es sich bei den Gleichungen (A.76) und (A.77) um homogene Gleichungssysteme handelt,
kann je eine der Komponenten frei gewéhlt werden. Die zweite Komponente ergibt sich
entsprechend nach Auflésen des Gleichungssystems. Mogliche Losungen fir Ayi, Aye, Bul
und B, wiren

A = (¢° — k?) cos(qd), (A.79)
By1 = 2ikp Sin(pd)’ ( )
Ao = (¢* — k?)sin(qd), (A.81)
Bys = —2ikp cos(pd). ( )
Eingesetzt in die Gleichungen fiir die Verschiebungen (A.68) bis (A.71) resultieren daraus

die Verschiebungsfelder fiir die jeweilige Wellenzahl. Alternativ lassen sich die Dispersions-
bedingungen bei isotropem Material auch als ,Rayleigh-Lamb-Wellengleichung“ schreiben

+1
tan(qd) —4k%pq ksym = +1
tan(pd) l ’ (A.83)

(q2 - k2)2 kanti =-1
Mit Kenntnis der Wellenzahlen k, in denen die Determinante zu Null wird, sind auch die
Phasengeschwindigkeiten ¢, bekannt, die sich anschliefend iiber der Frequenz auftragen las-

sen. Das entstehende Diagramm ist das Dispersionsdiagramm fiir Phasengeschwindigkeiten.
Durch (2.28) folgt das Dispersionsdiagramm fiir Gruppengeschwindigkeiten.
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A.3. Mess- und Auswertesignale

Nachfolgend sind die aufgenommenen Zeitsignale sowie die Wavelet-Koeflizienten der Si-
und Ss-Moden dargestellt. Abbildung A.5 zeigt die Zeitsignale aller Proben. Die Zeitsignale
sind dabei bereits von den elektrischen Fehlsignalen zu Beginn der Messung bereinigt. Des
Weiteren sind die Zeitsignale durch digitale Filter geglittet. Es ist zu erkennen, dass das
erste Wellensignal jeweils bei ca. 2.8 s ankommt. Verglichen mit den zusétzlich angeregten
Moden liegt fiir die primér-angeregte Mode sowie fiir die Hoherharmonische die héchste
Gruppengeschwindigkeit vor. Daher handelt es sich bei den ersten Signalen um solche aus
der primér-angeregte Mode sowie der Héherharmonischen, welche sich mit der gleichen Grup-
pengeschwindigkeit ausbreiten. Reflexionen von den Randern der Probe haben eine langere
Strecke zuriickzulegen und kommen daher erst nach dem Eintreffen des ersten Wellenpake-
tes an. Durch die geringeren Ausbreitungsgeschwindigkeiten der anderen Moden treffen auch
diese erst zu einem spéteren Zeitpunkt am Piezo-Sensor ein. Diese Signale sind jedoch nicht
sauber von dem Ausschwingen der ersten Wellenpakete zu trennen, weshalb die Wavelet-
Koeffizienten fiir das gesamte Signal berechnet werden.

In Abbildung A.6 sind die Wavelet-Koeffizienten der S1-Moden beziiglich ihrer Anregungsfre-
quenz dargestellt. Die S1-Mode verfiigt in der theoretischen Betrachtung die héchste Grup-
pengeschwindigkeit, wodurch sie am frithsten an dem Piezo-Sensor detektiert wird. Dadurch
ist das erste Signal in den Wavelet-Koeffizienten dieser Mode zuzuordnen. Jedoch kommt es
aufgrund von Unregelméfligkeiten in beispielsweise der Probendicke zu Abweichungen von
der Theorie. Das hat zur Folge, dass die Anregungsfrequenz nicht exakt passend zu den Bedin-
gungen der Internen Resonanz ist. Daher erfordert die Auswertung der Wavelet-Koeffizienten
mehrere Iterationsschritte und setzt Erfahrung auf dem Gebiet voraus. In der Auswertung
sind parallel die Wavelet-Koeffizienten der S3-Mode zu beriicksichtigen, da die Zeiten, in
denen beide Wellenpakete ankommen, nahezu identisch sein miissen. Grund dafiir, dass in
den meisten Féllen die Ss-Mode verzogert eintrifft, sind die erwéhnten Abweichungen von
der theoretischen Betrachtung. Die Wavelet-Koeffizienten der S3-Mode sind in Abbildung
A.7 dargestellt. Den Abbildungen ist zu entnehmen, dass die Amplituden der Hoherharmoni-
schen eine Groéflenordnung kleiner sind, als die der primér-angeregten Mode. Das entspricht
den Erwartungen und zeigt den Nutzen des kumulativen Effektes auf die Messung der Am-
plituden.

60



A. Anhang

5 000
Amplitude

15 000 10 000

Amplitude

20 000
Amplitude

Amplitude

1
31077
2
1
0
-1
2
-3
4
26 2.7 28 29 3 3.1 3.2
Zeit in s 107
41077
3
2
1
0
-1
2
-3
2.6 2.7 28 29 3 3.1 3.2
Zeit in s 10~°
5107°
4
3
2
1
0
-1
2
-3
2.6 2.7 28 29 3 3.1 3.2
Zeit in s 10~°
3 1073
2
1
0
-1
2
-3
4
26 2728 29 3 3.1 3.2
Zeit in s 10~°

Amplitude Amplitude Amplitude

Amplitude

2 3
-3 -3
510 4 10
3
o 2
< 1
0 Zo
8.1
g
Z-2
3
5 -4
2.6 2.7 28 29 3 3.1 3.2 2.6 2.7 2.8 29 3 3.1 3.2
Zeit in s 107° Zeit in s 1075
-3 -3
410 4 10
3 2
2 g
1 E 0
0 'é_z
-1
5 < 4
-3 -6
2.6 2.7 2.8 29 3 3.1 3.2 2.6 2.7 2.8 29 3 3.1 3.2
Zeit in s 10~° Zeit in s 10~°
-3 -3
310 4 10
2 3
1 o 2
0 E (1)
1 '7;171
Z-2
3
4 -4
2.6 2.7 2.8 29 3 3.1 3.2 2.6 2.7 2.8 29 3 3.1 3.2
Zeit in s 10~° Zeit in s 10~°
-3 -3
310 4 10
2 2
1 g
0 B 0
1 B2
g
< 4
6

4
2.6 2.7 28 29 3 3.1 3.2
Zeit in s 10~°

26 2.7 2.8 29 3 3.1 32
Zeit in s 10~°

Abbildung A.5.: Aufgenommene und bereinigte Zeitsignale
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Abbildung A.6.: Wavelet-Koeffizienten der Si-Mode
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Abbildung A.7.: Wavelet-Koeffizienten der Sy-Mode
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