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Zusammenfassung/Abstract 

 

Zusammenfassung 
Name des Studierenden  Christoph Scholl  Thema der Masterarbeit  Optimierung bei der Kalibrierung von Sensor-Roboter-Systemen Stichworte  Industrieroboter, Kalibration, Sensor, numerische Umsetzung, MATLAB, Triangulation, Opti-mierung, Gauß-Newton, Newton, Trust-Region, Minimierung, Vermessungsstrategie,  Kurzzusammenfassung  In der angeführten Masterthese wird eine Optimierung der Hand-Auge-Kalibration von  Robotern vorgenommen. Diese umfasste eine Analyse der bekannten Kalibrationsmethoden sowie deren Lösungsansätze. Des Weiteren wird ein physikalisches Modell definiert, welches in ein mathematisches Modell überführt wird. Die Minimierung des mathematischen Modells wird in einem Minimierungsalgorithmus umgesetzt. Abschließend werden die gewonnenen Ergebnisse gegenübergestellt und ein Ausblick auf weiterführende Entwicklungen und For-schungsfragen wird gegeben.  Name of Student  Christoph Scholl  Master Thesis title Optimization of the calibration of sensor-robot-systems Keywords Industrial robots, calibration, sensor, numerical implementation, MATLAB, triangulation, optimization, Gauss-Newton, Newton, trust-region, minimization, measurement strategy, Abstract This master thesis shows an optimization of the hand-eye-calibration of a robot-sensor-systems. This included an analysis of the known calibration methods and their solutions. On the basis of the analysis a physical model is defined. The defined model ist transfomed into an equivalent mathematical model. The minimization of the mathematical model is imple-mented in a minimization algorithm. At the end of the thesis, a comparison of the results obtained and an outlook on further developments and research will be given.  



Zusammenfassung/Abstract 

 

Aufgabenstellung  Die Bedeutung der Vollautomatisierung in der Industrie gewinnt immer mehr an Bedeutung. Besonders in der Serienfertigung ist dies schon zu großen Teilen umgesetzt. Durch die Um-setzung der Teil- und Vollautomatisierung in der Kleinserienfertigung wird ein enormes Po-tential zur Steigerung der Produktivität erreicht. Die Umsetzung der Automatisierung ist eng mit der Verwendung von Robotern verknüpft. Die Umrüstzeiten der Roboter zur Anpassung an die unterschiedlichen Kleinserien gehen mit einem hohen Aufwand an Positionierung und Programmierung der einzelnen Positionen des Werkzeuges einher. Diese hohen Umrüstzei-ten machen eine Automatisierung in der Kleinserien- und Einzelteilfertigung unwirtschaftlich. Mittels einer Hand-Auge-Kalibration kann eine bessere Allgemeingenauigkeit erzielt werden. Aufgrund der gesteigerten Genauigkeit können wesentliche Anwendungen in der Roboter-technik und Handhabung vereinfacht werden. Die Probleme zwischen der Offline-Programmierung und der Abweichung im realen Verfahrweg werden minimiert. Durch die Verwendung einer Hand-Auge-Kalibration zwischen einem Sensor und einem Endeffektor ergeben sich weitere Möglichkeiten, die Automatisierung zu verbessern und wirtschaftlicher umzusetzen. Eine Erkennung von Bauteilgeometrien und deren Lage im Raum ist mit dieser Kalibrierung umsetzbar. Aufgrund der möglichen Lagenerkennung und der Information, wo sich der Roboter im Raum befindet, können diese Informationen zur Regelung des Roboters herangezogen werden.  Um eine Umsetzung der angedeuteten Vorteile zu nutzen, wird eine Hand-Auge-Kalibration numerisch durchgeführt. In dem Modell des Kalibrieralgorithmus wird beispielweise eine Messkugel als Kalibrierkörper verwendet. Die numerische Umsetzung wird an einer Roboter-Sensor-Kombination validiert, um eine Aussage über die Genauigkeit zu erlangen.   
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1 Einleitung 
Die industrielle Serienfertigung von maschinenbaulichen Komponenten birgt besondere Her-ausforderungen für Ingenieure, Werker und Automatisierungstechniker. Um die wirtschaftli-che Fertigung von komplexen Bauteilen in optimaler Losgröß umsetzen zu können, ist ein hoher Automatisierungsgrad des gesamten Fertigungsprozesses erforderlich. Diese Automa-tisierung wird häufig durch den Einsatz von Portalen, 6-Achs-Robotern und Delta-Robotern realisiert, welche aufgrund ihrer kinematischen Flexibilität und der Umrüstbarkeit von Bear-beitungswerkzeugen eine wichtige Komponente in der Umsetzung einer wirtschaftlichen Pro-zesskette darstellen. Oft ist es sinnvoll, ein Robotersystem durch den Einsatz von Sensoren zu erweitern. Ein Beispiel hierzu ist in der additiven Fertigung zu finden, in welcher roboterba-sierte Auftragsschweißprozesse durch optoelektronische Distanzsensoren ergänzt werden. Diese ermöglichen neben der Bauteil- und Positionserkennung zudem die Implementierung eines geschlossenen Regelkreises für die Lagenoffsetkorrektur und die Nahtverfolgung. Die Übergabe korrekter Positionsdaten des Sensors an die Robotersteuerung ist eine kritische Systemgrenze, welche besondere Aufmerksamkeit verlangt. Während Roboter und Sensor eine verlässliche interne Kalibrierung besitzen, muss die Kalibration der beiden Systemkom-ponenten zueinander ergänzt werden, welche bei jedem Werkzeugwechsel erneut durchge-führt werden muss. Diese Hand-Auge-Kalibration kann mittels numerischer Verfahren umge-setzt werden, wobei nichtlineare Optimierungsalgorithmen eingesetzt werden.  In der vorliegenden Arbeit wird eine solche numerische Umsetzung der Hand-Auge-Kalibration eines Systems bestehend aus 6-Achs-Industrieroboter, Laser-Linien Triangulati-onssensor und einem Bearbeitungskopf für das Laser-Pulver-Auftragsschweißverfahren be-trachtet. Dazu wird das physikalische System in ein mathematisches Modell überführt, in wel-chem ein Minimierungsproblem definiert werden kann. Die zur Lösung dieses Problems not-wendigen Optimierungsalgorithmen werden analysiert und ein ausgewähltes Verfahren wird in der Software MATLAB programmiert. Die Hand-Auge-Kalibration, bestehend aus der Transformationsmatrix zwischen den internen Roboter- und Sensorkoordinatensystemen, wird anschließend anhand von Messdaten validiert.  Im Anschluss an die Einleitung dient das Kapitel 2 der Erläuterung des Stands der Technik. Darin werden die Funktionsweise eines 6-Achs-Industrieroboters und eines Triangulations-sensors sowie die mathematischen Grundlagen der numerischen Optimierung erläutert. In Kapitel 3 wird die methodische Vorgehensweise für die Bearbeitung der Aufgabenstellung dargestellt. Die Analyse des physikalischen Systems und die Umsetzung in ein äquivalentes mathematisches Modell wird im Kapitel 4 erläutert. Auf die Analyse, Implementierung und Umsetzung der Minimierungsalgorithmen wird im Kapitel 5 und 6 eingegangen. In Kapitel 7 werden die Ergebnisse der Kalibrierung validiert und bewertet. Die Arbeit schließt mit dem Kapitel 8 ab, in welchem ein Ausblick auf die Weiterentwicklung des Optimierungsalgorith-mus gegeben wird.  
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2 Stand der Technik  
In diesem Abschnitt wird der aktuelle Stand der Technik dargestellt. Zunächst wird die Funk-tionsweise von Sechs-Achs-Industrierobotern und die Grenze der möglichen Genauigkeit  betrachtet. Anschließend werden die Grundlagen der Abstandsmessung mittels der Triangu-lation erläutert. Im Abschluss des Kapitels werden die benötigten mathematischen Methoden der Optimierung eingeführt. Ausgehend von dieser Basis erfolgt die Erstellung des mathema-tischen Modells und die Auswahl der Algorithmen.  
2.1 Sechs-Achs-Industrieroboter für industrielle Anwendungen  Unter Industrierobotern werden Roboter mit mindestens drei frei programmierbaren Achsen verstanden. Die Hauptaufgabe eines Industrieroboters ist es, ein Werkzeug (Wirkorgan) effi-zient in einem definierten Raum zu führen. Die Montage eines Wirkorgans, wie z.B. Greifer, Roboterwerkzeuge, Montagevorrichtungen und Sensoren, wird am Flansch des Roboters vorgenommen. Dabei wird der Teil des Roboters als Endeffektor bezeichnet, welcher im di-rekten Kontakt mit der Umgebung steht. Der Endeffektor befindet sich am Ende der kinema-tischen Kette des Roboters und ist meist mit dem Wirkorgan gleichzusetzen [HeMa2016, Web2017]. Das zu führende Werkzeug besitzt ein frei definierbares Koordinatensystem, wel-ches als Tool-Center-Point (TCP) bezeichnet wird. [HeMa2016, Web2017] Für eine schweiß-technische Anwendung werden Sechs-Achs-Knickarm-Roboter verwendet. Die ersten drei Achsen werden Hauptachsen (A1-A3) genannt und sind im Wesentlichen für die Positionie-rung des TCP zuständig. Die nachfolgenden drei Achsen (A4-A6) werden als Handachsen be-zeichnet. Diese Achsen sind im Wesentlichen für die Positionierung des Endeffektors im Raum zuständig (Abbildung 2-1). Die vollständige Beschreibung der Position des TCP im kar-tesischen Koordinatensystem besteht aus drei geometrischen ሺ[ݔ, ,ݕ ,ܣ]ሻ und rotatorischen Freiheitsgraden ሺ்[ݖ ,ܤ ,ሻ. Durch die zusätzliche Angabe der sechs Roboterachswinkel ሺ[𝜙ଵ்[ܥ … , 𝜙]்ሻ kann eine Position des TCP vollumfänglich beschrieben werden. Eine so be-schriebene Position wird als Pose bezeichnet [HeMa2016, Web2017]. Eine schematische Dar-stellung des Sechs-Achs-Vertikal Knickarm-Roboters wird in der Abbildung 2-1 dargestellt. 

 
Abbildung 2-1: Achsen- / Roboterbezeichnung [KUR2005, Mai2016] 
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Der Roboter wird in 5 Grundbauteile unterteilt. Mit dem Grundgestell wird eine Fixierung im Boden und somit die Ableitung der Kräfte ermöglicht. Die Drehung der Schwinge um die Achse (A1) wird durch das Karussell mit einem maximalen Verstellwinkel von ± 185° bewirkt. Der Arm und die Schwinge werden durch die Achse (A3) verbunden. Am Ende des Armes befindet sich die sechste Achse des Roboters. An dieser Achse wird das Werkzeug montiert. In der nachfolgenden Tabelle 2-1 werden die maximalen Verstellwinkel und  Verstellgeschwindigkeiten der einzelnen Achsen dargestellt. [KUR2005] 
Tabelle 2-1: Roboter Bewegungsbereich und Geschwindigkeit HR 60 HA [KUR2005] Achse Bewegungsbereich [°] Geschwindigkeit [°/s] 1 ± 185 128 2 + 35 bis -135 102 3 + 158 bis -120 128 4 ± 350 260 5 ± 119 245 6 ± 350 322  
2.1.1 Robotergenauigkeit  Die erreichten Genauigkeiten eines Robotes hängen von der Traglast und der Vorschubs- geschwindigkeit ab. Die allgemeinen Angaben zur Nennlast beziehen sich auf die Anschluss-fläche des Endeffektors. Durch das Verwenden von Werkzeugen, Greifern oder Sensoren, ver-schiebt sich der Schwerpunkt der zu führenden Last vom Flanschschwerpunkt weg. Dies hat zur Folge, dass sich bei einer gleichbleibenden Genauigkeit die maximal zu führenden Lasten verringern. Sollten diese Vorschriften umgangen werden, verringern sich die Genauigkeiten des Roboters. [HeMa2016, Bey2004] 

 
Abbildung 2-2: Wiederhol-/Absolutgenauigkeit [Bey2004] In der Genauigkeitsbetrachtung wird in Absolutgenauigkeit und Wiederholgenauigkeit unter-schieden (Abbildung 2-2). Die Absolutgenauigkeit gibt die Differenz zwischen der erwarteten Sollposition und dem Mittelwert der angefahrenen Istposition an. Der Mittelwert der  Istposition ergibt sich aus mehrmaligem Anfahren der gleichen Sollpose aus verschiedenen Richtungen. Durch den Bezug dieses Mittelwertes auf das Basiskoordinatensystem des Robo-ters wird ein Wert für die Absolutgenauigkeit ermittelt. [HeMa2016, Sch1993] 
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Die Wiederholgenauigkeit wird durch das mehrfache Anfahren einer Sollpose aus einer  definierten Richtung ermittelt. Aufgrund der gleichen Verfahrwege ergeben sich Abweichun-gen in den Istposen. Diese Differenz wird als Wiederholgenauigkeit definiert. Eine solche  Genauigkeitsprüfung kann ohne bekannte Lage des Basiskoordinatensystems des Roboters durchgeführt werden, da nur ein Abgleich der Istposen benötigt wird. [Bey2004, Sch1993] 
In der nachfolgenden Abbildung 2-2 wird eine schematische Darstellung der Trefferbilder von angefahrenen Posen aufgezeigt. Des Weiteren lässt sich erkennen, dass sich trotz einer schlechten Absolutgenauigkeit dennoch eine gute Wiederholgenauigkeit erreichen lässt. [HeMa2016, Sch1993] 

 
Abbildung 2-3: Absolut- und Wiederholgenauigkeit [Bey2004, HeMa2016] Aufgrund der Konstruktion des Roboters und der Umgebung, in welcher der Roboter aufge-stellt ist, ergeben sich Störeinflüsse, die sich negativ auf die Genauigkeit auswirken.  In der nachfolgen Aufzählung wird ein Ausschnitt aus möglichen Störgrößen gezeigt. Sie  resultieren aus der charakteristischen Konstruktion, den verwendeten Materialien sowie aus den Umwelteinflüssen. [HeMa2016] 

• Gelenkspiel in den Lagen und den Führungen  
• Elastische Verformung in der statischen und dynamischen Belastung  
• Unterschiedliche Reibung bei verschiedenen Verfahrgeschwindigkeiten  
• Spiel in den Übertragungsgetrieben (z.B. Zahnspiel bei Stirnradgetrieben) 
• Temperaturschwankungen in Strukturelementen 
• Begrenztes Auflösungsvermögen der inkrementellen Wegmesssysteme  

 
  

Vermessungen:SollpositionIstposition(-en)
Pose-Genauigkeit: schlecht hoch schlecht hochWiederholgenauigkeit: schlecht schlecht hoch hoch
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2.1.2 Orientierung und Bewegung des Roboters im Raum Die Bewegung eines Roboters im Raum kann durch drei verschiedene Bewegungsarten durchgeführt werden. Diese lassen sich in die Punkt-zu-Punkt (PTP-Bewegungen), Multipunkt (MP-Bewegung) und Bahnsteuerung (CP-Bewegung) unterteilen. [HeMa2016, Web2017] 
Punkt-zu-Punkt Steuerung 
In der Punkt-zu-Punkt Steuerung werden nur die Bahnstützpunkte angefahren. Es wird keine Information über den abzufahrenden Weg, einzelner Gelenke oder des TCP´s, zwischen den Punkten hinterlegt. Der Verfahrweg des TCP zwischen den Punkten wird durch die Roboter-steuerung automatisch generiert und ist dem Anwender unbekannt. [HeMa2016, Web2017] 
Multipunkt-Steuerung 
In der Multipunkt-Steuerung werden die Bewegungsbahnen nicht durch eine typische Bahn-beschreibung oder vordefinierten Punkten beschrieben. In der Methode werden die Bahn-punkte in definierten Zeitintervallen im manuellen Verfahrprozess abgespeichert und bilden am Ende der Bewegung die definierten Bahnbewegungen ab. [HeMa2016, Web2017] 
Bahnsteuerung 
Die Methode der Bahnsteuerung wird für eine genaue Führung des TCP´s im Raum benötigt. Durch die Vorgabe der Bahnstützpunkte (PTP) wird die Bahn definiert. Aufgrund einer  weiteren Information über die Bewegungsart zwischen den Punkten wird eine definierte Be-wegung des TCP´s im Raum ermöglicht. Bei den Informationen handelt es sich um die Bewe-gungsart, Beschleunigungen und Geschwindigkeiten zwischen den Bahnstützpunkten. [He-Ma2016, Web2017] 
Zur vollständigen Bestimmung der Position des Endeffektors / TCP im dreidimensionalen Raum wird die Lage und Orientierung des körperfesten Koordinatensystems (Körper-KS, ܲ′) zu einem weiteren Welt- / Körperkoordinatensystem (Welt-KS, ܤ ) benötigt (Abbildung 2-4). Durch diese Beschreibung wird die Führung des Endeffektors im Raum ermöglicht.  

 
Abbildung 2-4: Schematische Darstellung einer Pose zwischen zwei Koordinatensystemen 

x

y

z

x‘

y‘

z‘
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Die Pose beschreibt die räumliche Position eines Punktes im Raum, welche sich aus der Kom-bination von Orientierung und Lage im dreidimensionalen Raum zusammensetzt [DIN2012]. Die Beschreibung eines Punktes bezüglich eines Welt-KS ist allein durch die  Abstände in den Koordinatenachsen ሺݔ, ,ݕ ,ݔሻ் nicht möglich (Formel (2-1)). Um eine vollstän-dige Beschreibung des Punktes zu erhalten, werden die Winkelversätze zwischen dem Welt-KS und dem Punkt-KS benötigt. Daher besteht eine vollständig beschriebene Pose aus sechs Einträgen und wird als Spaltenvektor abgebildet. Die ersten drei Einträge beziehen sich auf die translatorische Verschiebung des Punkt-KS im Welt-KS ሺݖ ,ݕ ሻ். Die letzten drei Einträge der Pose besitzen die Werte aus den jeweiligen Winkelversätzen zu dem Welt-Koordinatensystem (Formel (2-2)) (Abbildung 2-4). [HeMa2016, Web2017] aݖ = ሺxp yp zpሻ் (2-1) p ′ = (xp yp zp  A′p′  ′p′ C′p′൯் (2-2) Aufgrund der Darstellungsmöglichkeit der Pose als homogene Koordinaten ist eine rechneri-sche Bearbeitung möglich. Dabei lassen sich die Translation und Rotation des Koordinaten-systems durch eine Multiplikation in homogenen Koordinaten darstellen (Formel (2-3) bis (2-8)). Da die Multiplikation von Drehungen nicht kommutativ ist, muss die Reihenfolge der Multiplikationen berücksichtigt werden. Zur Berücksichtigung der Reihenfolge sind mehrere Vereinbarungen möglich. Im Nachfolgenden wird die Roll-, Nick- und Gierwinkel (Roll-Pitch-Yaw; RPY) Konvention verwendet (Formel (2-6)) (Abbildung 2-5). Aufgrund der Matrixbe-schreibung können alle Transformationen im dreidimensionalen Raum durch eine 4x4 Matrix dargestellt werden. [Bey2004, HLN2012, HeMa2016] 
 HT = T ∗ R (2-3) 

ܶ = ௭ܶሺݐ௭ሻ ∗ ௬ܶ(ݐ௬൯ ∗ ௫ܶሺݐ௫ሻ =  T =  [ͳ Ͳ ͲͲ ͳ ͲͲ Ͳ ͳ ௭Ͳݐ௬ݐ௫ݐ Ͳ Ͳ ͳ ] (2-4) 

௫ܶሺݐ௫ሻ = ܧ] ሺݐ௫  Ͳ Ͳሻ்Ͳ ͳ ] ;  ௬ܶ(ݐ௬൯ = ܧ] (Ͳ ݐ௬  Ͳ൯்Ͳ ͳ ]  ;   ௭ܶሺݐ௭ሻ = ܧ] ሺͲ Ͳ ݐ௭ሻ்Ͳ ͳ ] (2-5) 
ܴ = ܴோ 𝑌 = ோܶ௭ሺܥሻ ∗ ோܶ௬ሺܤሻ ∗ ோܶ௫ሺܣሻ =  [ܴோ 𝑌 ͲͲ ͳ]   (2-6) 

ோܶ௫ሺܣሻ = [ܴ௫ሺܣሻ ͲͲ ͳ] ;  ோܶ௬ሺܤሻ = [ܴ௬ሺܤሻ ͲͲ ͳ]  ;  ோܶ௭ሺܥሻ = [ܴ௭ሺܥሻ ͲͲ ͳ] (2-7)  
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R௫ሺAሻ =  [ͳ Ͳ ͲͲ cosܣ −sinAͲ sinA cosܣ ]  ;   R୷ሺ ሻ =  [ cos Ͳ sin Ͳ ͳ Ͳ−sinܤ Ͳ cos ]  ; 
 RሺCሻ =  [cos C −sinܥ Ͳsin ܥ cos C ͲͲ Ͳ ͳ]  

(2-8)  
Die allgemeine Koordinatentransformationsmatrix ்ܪ (Formel (2-3)) setzt sich aus den jewei-ligen Rotationsmatrizen (Formel (2-8)) und der Translation der zugehörigen Achsen  zusammen. Dabei setzt sich die Translationsmatrix T durch die elementaren Translationen in den Koordinatenrichtungen zusammen. Die allgemeine homogene Translationsmatrix T (Formel (2-4)) setzt sich aus der Multiplikation der einzelnen homogenen Translations-matrizen der einzelnen Koordinatenrichtungen zusammen. Die Zusammensetzung der  Drehmatrix R (Formel (2-6)) wird durch die Multiplikation der elementaren homogenen Rota-tionstransformationen (Formel (2-6)) um die jeweiligen Achsen umgesetzt (Formel (2-7)) [Bey2004, HeMa2016] 

 
Abbildung 2-5: Körperfestes Koordinatensystem, Roll-Pitch-Yaw Konvention [HeMa2016]    

Roll Pitch
Yaw x

yz
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2.2 Messprinzip der Triangulation  Das Messprinzip der Triangulation basiert auf dem Verfahren der geometrischen Triangulati-on zur Ermittlung von Abständen. Durch das Verwenden der Trigonometrie können über Winkelfunktionen Seitenlängen und Winkel eines Dreiecks ermittelt werden. Bei der  Triangulation wird dieser Zusammenhang verwendet, um die Unbekannten eines Dreieckes zu ermitteln.  
Das Messprinzip triangulatorischer Wegsensoren basiert auf dem oben genannten  geometrischen Prinzip. Um den Abstand eines Objektes zu bestimmen wird durch eine Licht-quelle Strahlung imitiert. Diese Strahlung wird von der Oberfläche des zu messenden Objek-tes reflektiert. Die reflektierte Strahlung kann durch den Detektor aufgenommen werden. Aufgrund der bekannten geometrischen Beziehung von Detektor, Lichtquelle und Objekt kann der Abstand H berechnet werden (Abbildung 2-6 und Formel (2-12)). [Wol2016, Ga-Ta2011] 
 

 
Abbildung 2-6: Grundlegendes Messprinzip der triangulatorischen Abstandsmessung [Wol2016] tanߙ = ଵܮܪ ; (2-9) 

tanߚ = ଶܮܪ ; (2-10) 
ܮ = ଵܮ  + ଶܮ = tanܪ ߙ +  (2-11) ߚtanܪ

ܪ ܮ = ∙ tan ߙ ∙ tanߚtan ߙ + tanߚ  (2-12) 
Technische Oberflächen reflektieren Licht teilweise diffus. Wird ein diffus reflektierendes  Material durch einen Lichtstrahl beleuchtet, so erfolgt eine ungerichtete Rückstreuung,  welche sich gemäß des Lambertschen Kosinussatzes in alle Raumrichtungen verteilt.  

H
Lଵ Lଶ

Objekt 

Lichtquelle Detektor 
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Durch diese Eigenschaft kann auf eine Ausrichtung des Objektes zur einfallenden Strahlung verzichtet werden, da davon ausgegangen werden kann, dass das Licht anteilig in Richtung des Detektors gestreut wird. [Wol2016, GaTa2011] 
In der nachfolgenden Abbildung 2-7 wird der schematische Aufbau eines Triangulations-sensors für den Anwendungsfall einer diffusen Reflexion dargestellt. Um den Objektabstand d bestimmen zu können, müssen folgende Größen bekannt sein: der Abstand F / AL zwischen der Lichtquelle und der Optik, der Abstand EL (Brennweite / Bildweite), welcher identisch ist mit dem Abstand F und AL sowie der Basisabstand B von der optischen Achse der Lichtquelle zum Detektor. Die Messung der Strecke x, an welcher der reflektierte gebündelte Lichtstrahl auf den Detektor trifft, wird für die Bestimmung des momentanen Objektabstandes d ver-wendet (Abbildung 2-7). [Wol2016, GaTa2011] 

 
Abbildung 2-7: Schematischer Aufbau eines Triangulationssensors mit Lichtquelle, Objekt und Detektor [Wol2016]  
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2.3 Grundlagen der Optimierung  Mathematische Methoden zur Findung des Minimums einer bekannten Funktion werden in vielen Bereichen der Wirtschaftswissenschaften, der Technik und der Naturwissenschaft ein-gesetzt. Der Begriff Optimierung wird im Allgemeinen als die Suchen nach einer optimalen Lösung eines definierten Problems verstanden. Das definierte Problem wird in ein mathema-tisches Modell umgewandelt und stellt damit die Grundlage zur Optimierung dar. Aus dem Modell lassen sich mithilfe der Optimierungstechniken die unbekannten Modellparameter oder -funktionen bestimmen. [Gri2013, Ste2018] 
Die Optimierung unterteilt sich zunächst in zwei Optimierungsprobleme. Im ersten Bereich werden die statischen Optimierungsprobleme eingeordnet. Unter diesen Problemen wird die Minimierung einer Funktion mit Optimierungsvariablen verstanden. Während sich in den zweiten Bereich die dynamischen Optimierungsprobleme eingliedern, in denen eine Funktion im Zeitbereich optimiert wird. Im Nachfolgenden werden die statischen Optimierungs-probleme detaillierter betrachtet. [Gri2013, Ste2018] 
Um eine Problemstellung in ein mathematisches Modell umzuformen, wird eine Standard-formulierung des Optimierungsproblems definiert. In der Standardform wird die Zielfunktion ݂ሺ࢞ሻ, die Gleichungsnebenbedingungen ݃𝑖ሺ࢞ሻ, die Ungleichungsnebenbedingungen ℎ𝑖ሺ࢞ሻ und die Grundmenge 𝛸 definiert. In den nachfolgenden Formeln wird ein restringiertes  Problem angegeben: 
                                              min ݂ሺ࢞ሻ (2-13) 
                                                          ݃𝑖ሺ࢞ሻ = Ͳ          ݅ ߳ 𝛶 (2-14) 
                                                          ℎ𝑖ሺ࢞ሻ  Ͳ           ݅ ߳ 𝛪 (2-15) 
                                                          𝛸 א ∗݂ Wird ein Optimierungsproblem ohne Gleichungs- und Ungleichungsnebenbedingungen (Formel (2-14),(2-15)) angegeben, so entsteht ein unrestringiertes Optimierungsproblem. [Ste2018, Mes2015, NoWr2006a, Ven2009] Wenn es unter Umständen nur eine Optimal-lösung gibt, wird diese mit einem * gekennzeichnet (s. Formel (2-17)) (2-16) ߗ  = ݂ሺ࢞∗ሻ = 𝜖 𝛸 ݂࢞݊݅ ݂ሺ࢞ሻ (2-17) 
Durch die große Anzahl der unterschiedlichen Probleme und der damit entstehenden Vielfalt an Charakteristiken der mathematischen Modelle, werden Optimierungsprobleme im Allge-meinen in die untenstehenden Klassen eingeteilt. Dabei werden die Merkmale der Zielfunkti-on, der Grundmenge, der Form der Inputargumente und die Ansprüche an die Lösung be-rücksichtigt. In der Betrachtung der Lösungen wird in die lokale, globale und multikriterielle Lösung unterschieden (Tabelle 2-2). 
Weitere und umfangreichere Aufschlüsselungen der einzelnen Optimierungsklassen werden in den nachfolgenden Quellen erläutert [Gri2013, Mes2015, NoWr2006a, Ste2018, Ven2009].  
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Tabelle 2-2: Problemkassen der Optimierung nach [Gri2013, Mes2015, NoWr2006a, Ven2009] Optimierungsproblemklassen Eigenschaften 
Lineare Optimierung Zielfunktion und Restriktionen sind linear 

Quadratische Optimierung Zielfunktion ist quadratisch und die Restrik-tionen sind linear 
Nichtlineare Optimierung Zielfunktion oder mindestens eine Restrikti-on ist nichtlinear 

Integer-Optimierung Alle Variablen sind diskret 
 
2.4 Optimalitätsbedingungen  Im Nachfolgenden werden die Kriterien betrachtet, die zur Beschreibung der Optimalitäts-bedingungen benötigten werden. Aufgrund dieser Bedingungen können die Zielfunktion und deren Lösungen bewertet werden. Des Weiteren kann eine Aussage über die Lösbarkeit des mathematischen Modells und die Auswahl des optimalen Minimirungsalgorithmus getroffen werden.  
2.4.1 Minimum  Um Aussagen über ein globales oder lokales Minimum in der zulässigen Menge 𝛸 zu erhal-ten, werden die nachfolgenden Definitionen nach [Pie2017, Ste2018] betrachtet. Aus der  Definition lässt sich erkennen, dass ein globales Minimum stets auch ein lokales Minimum ist. Eine visuelle Darstellung der unterschiedlichen Minima wird in der Abbildung 2-8 dargestellt. Dabei wird in das lokale Minimum, das globale Minimum und den Sattelpunkt unterschieden. [Pie2017, Ste2018] 
Definition des globalen und lokalen Minimums nach [Pie2017, Ste2018]:  
Für eine Funktion ݂ሺ࢞ሻ mit ݂: 𝜲 → ℝ ݀݊ݑ 𝜲 ⊆ ℝ ܾ݁࢞ ݈݈݁݁ݐܵ ݎ݁݀ ݊ܽ ݐݖݐ݅ݏ∗߳ 𝜲   a) Ein lokales Minimum, falls ݂ሺ࢞∗ሻ  ݂ሺ࢞ሻ  für alle ࢞ hinreichend kleinen Umgebung um ࢞∗ b) Ein striktes lokales Minimum, falls ݂ሺ࢞∗ሻ < ݂ሺ࢞ሻ  für alle ࢞ hinreichend kleinen Umgebung um ࢞∗ c) Ein globales Minimum, falls ݂ሺ࢞∗ሻ  ݂ሺ࢞ሻ für alle ࢞ ߳ 𝜲   d) Ein eindeutiges globales Minimum, falls ݂ሺ࢞∗ሻ < ݂ሺ࢞ሻ für alle ࢞ ߳ 𝜲   
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Abbildung 2-8: Verschiedene Minima einer beliebigen Funktion f(x) [Bec2014] 2.4.2 Konvexität Zur Bestimmung der Lösbarkeit des mathematischen Modells wird die Konvexität einer  Menge, einer Funktion oder eines Optimierungsproblems herangezogen. Aufgrund einer Konvexitätsuntersuchung kann eine Aussage über die eindeutige Lösung des Optimierungs-problems getroffen werden. Dabei kann der Begriff der Konvexität auf Mengen, Funktionen und ganzen Optimierungsproblemen angewendet werden. 

Konvexe Mengen 
In der Betrachtung von Mengen kann eine geometrische Interpretation angewendet werden, welche nachfolgend erläutert wird. In der geometrischen Betrachtung wird eine Verbindungs-linie zwischen den Punkten ࢞, ⊇ 𝜲   definiert. Sind diese Verbindungslinien komplett in  𝜲 ߳ ࢟ ℝ enthalten, so ist die Menge 𝜲 konvex. Des Weiteren stellen die Schnittmengen einer konvexen Menge ebenfalls eine konvexe Menge dar. In der Abbildung 2-9 werden Beispiele zu konvexen und nichtkonvexen Mengen gezeigt. [Bec2014, Ven2009, Gri2013, Ste2018] 
Definition der konvexen Menge [Gri2013, Ste2018]:  
Eine Menge 𝜲 ⊆ ℝ  ist konvex, falls die folgende Bedingung für beliebige Punkte ࢞, 𝜲   erfüllt ist:    a)  ሺͳ ߳ ࢟ − ݔሻߣ + א ݕߣ 𝜲          ∀ ݔ, א ݕ  𝜲 , ߣ א [Ͳ,ͳ] 
 
 

݂ሺݔሻ

ݔ

lokaler Sattelpunkt
lokales/striktes Minimum 

globales/striktes Minimum 
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Abbildung 2-9: Beispiele von konvexen Mengen [Ste2018] Konvexe Funktionen  

Die Konvexität einer Funktion wird geometrisch durch die Definition des epi-Graphen, der alle Punkte oberhalb der Funktion abbildet oder die Sekanten durch die Punkte  ଵܲ = ,ଵݔ) ݂ሺݔଵሻ൯ und ଶܲ = ,ଶݔ) ݂ሺݔଶሻ൯ immer oberhalb des Funktionsgraphen liegen (s. Formel (2-18)) [Kab1996, Kön1995, Ven2009]. Aufgrund der nachfolgenden Definitionen wird die Konvexität der Funktion in konvex, streng konvex und streng konkav unterteilt. In der Abbildung 2-10 werden Beispiele zu konvexen und konkaven Funktionen abgebildet. [Ste2018, Ven2009] ݁݅ ݂ ∶= {ቀݎ࢞ቁ : ࢞ א ℝ, ݎ  ݂ሺ࢞ሻ}   (2-18) 
Definition der konvexen und konkaven Funktionen [Kab1996, Kön1995, Ste2018]: 
Ist 𝜲 ⊆ ℝ  eine konvexe Menge. Die Funktion ݂ ∶ 𝜲 →  ℝ ist konvex auf 𝜲 falls, die folgenden Bedingungen erfüllt sind:    a) Funktion ist konvex  ݂(ሺͳ − ݔሻߣ + ൯ݕߣ  ሺͳ − ሻݔሻ  ݂ሺߣ + ,ݔ ∀       ሻݕሺ݂ߣ א ݕ  𝜲 , ߣ א [Ͳ,ͳ] 

b) Funktion ist streng konvex ݂(ሺͳ − ݔሻߣ + ൯ݕߣ < ሺͳ − ሻݔሻ  ݂ሺߣ + ,ݔ ∀       ሻݕሺ݂ߣ א ݕ  𝜲 , ߣ א [Ͳ,ͳ] 
c) Funktion ist (streng) konkav −݂ሺݔሻ ሺstriktሻ konvex 

 

ݔ ݔ ݔ ݕݕݕݕݔ
konvex konvex nicht konvex nicht konvex
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Abbildung 2-10: Beispiel von konkaven und konvexen Funktionen [PLB2012b, Ste2018] Eine weitere Möglichkeit zur Bestimmung der Konvexität einer Funktion kann über die  Definitheit der Hessematrix (s. Kapitel 2.4.3) erreicht werden. In den nachfolgenden Definitio-nen werden die vier Möglichkeiten der Definitheit der Hessematrix ߘଶ݂ሺ࢞ሻ aufgezeigt. [PLB2012a, Ven2009, Bec2014]  

Definition der Konvexität durch die Hessematrix [Ven2009, Bec2014]:  
Sei 𝜲 ⊆ ℝ konvex und ݂: 𝜲 → ℝ zweimal stetig differenzierbar:  a) ݂ ist konvex: ߘଶ݂ሺ࢞ሻ für alle ࢞ א  𝜲  positiv semidefinit ist  b) ݂ ist streng konvex: ߘଶ݂ሺ࢞ሻ für alle ࢞ א  𝜲  positiv definit ist  c) ݂ ist konkav: ߘଶ݂ሺ࢞ሻ für alle ࢞ א  𝜲  negativ semidefinit ist  d) ݂ ist streng konkav: ߘଶ݂ሺ࢞ሻ für alle ࢞ א  𝜲  negativ definit ist   
  

ݔ ݕ ݔ ݕ ݔ ݕ ݔ streng konvexݕ konvex konkav weder konkav noch konvex
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Konvexe Optimierungsprobleme  
Der Begriff der Konvexität von Mengen und Funktionen lässt sich auch auf die Optimierungs-probleme anwenden. Um ein konvexes Optimierungsproblem zu erhalten, werden konvexe Bedingungen an die Zielfunktion, die zulässige Menge, den Gleich- und Ungleichungsneben-bedingungen gestellt. Dabei wird von der Zielfunktion, der Ungleichungsnebenbedingung und der zulässigen Menge eine Konvexität verlangt. Die Gleichungsbedingung benötigt eine lineare Form, die damit auch das Kriterium einer konvexen Funktion erfüllt. [Bec2014] 
Definition der konvexen Optimierungsprobleme [Bec2014]:  
    min௫𝜖ℝ  ݂ሺ࢞ሻ     s.t.   ݃ሺ࢞ሻ = Ͳ,           ݅ = ͳ, ……… , ሻ࢞ℎሺ                Ͳ,            ݅ = ͳ, ……… ,  :Ist (streng) konvex, wenn   

a) �݃� ∶  ℝ → ℝ,      ݅ = ͳ,……… , →  linear 
b) ℎ𝑖 ∶  ℝ → ℝ,      ݅ = ͳ, ……… , →  konvex 
c) ݂ሺ࢞ሻ (streng) konvex auf 𝜲 ⊆  ℝ  

 
Aufgrund der angeführten Definition lassen sich weitere Eigenschaften ableiten. Mit der Struktur des konvexen Optimierungsproblems ist ein lokales Minimum immer ein globales Minimum. Des Weiteren besitzt ein streng konvexes Optimierungsproblem nur ein Minimum. Dieses stellt wiederum das globale Minimum dar. [PLB2012a] 
 
2.4.3 Erste und zweite Ordnung der Optimalitätsbedingung  Die Optimalitätsbedingungen dienen zur Auffindung von (lokalen) Extremstellen und dem Überprüfen, ob es sich dabei um ein Minimum handelt. Die x-Werte der Extremstelle werden mit der Variable ࢞∗ beschrieben. Um ein Minimum zu finden, muss die nachfolgende  Bedingung erfüllt sein. Dabei befinden sich die betrachteten x-Werte hinreichend nahe am ࢞∗. (s. Formel (2-19)) [Bec2014, Ven2009, Ste2018] ݂ሺ࢞ሻ    ݂ሺ࢞∗ሻ (2-19) Für eine Funktion, die stetig zweifach differenzierbar ist, lassen sich die Optimalitätsbedingungen der ersten und zweiten Ordnung definieren. Um eine Aussage über die Minima zu erhalten, wird der Gradient der Funktion gebildet (Formel (2-20)). [Bec2014, Ven2009, Ste2018] 
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ሻ࢞ሺ݂ =  [  
  [ଶݔ ଵ߲݂߲ݔ߲݂߲ 

 =  [ͲͲ] (2-20) 
Die erste Ordnung erfüllt das Kriterium des Maximums, des Minimums und des Sattel-punktes. Aufgrund der Mehrdeutigkeit kann im optimalen Punkt ࢞∗ keine Aussage über die Art des Extrempunktes gemacht werden. Um eine Aussage über den Extrempunkt zu  bekommen, wird die Bedingung der zweiten Ordnung eingeführt (Formel (2-21)). [Bec2014, Ven2009] 

ሻ࢞ଶ݂ሺ =  [   
 ߲ଶ݂߲ଶ ݔଵଶ ߲ଶ݂߲ݔଵ߲ݔଶ߲ଶ݂߲ ݔଶ߲ݔଵ ߲ଶ݂߲ଶ ݔଶଶ ]   

   [Ͳ ͲͲ Ͳ] (2-21) 
Diese Definition bestimmt eine notwendige Optimalitätsbedingung, in welche keine Umkehrbarkeit zulässig ist. Dieses kann zu einer Fehlinterpretation des Minimums führen. Um dieses zu vermeiden, kann ein hinreichendes Optimalitätskriterium definiert werden. Die Definitionen der notwendigen und hinreichenden Optimalitätskrierien werden im Nachfolgenden aufgezeit. Aufgrund dieser Beschreibung lassen sich Sattelpunkte und Minima unterscheiden. [Bec2014, Ven2009] 
 
Definition der notwendigen und hinreichenden Optimalitätskrierien[Ste2018, Ven2009]:  
Ist ݂:ℝ → ℝ eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und ࢞∗ א  𝜲 ein lokales Minimum von ݂ gelten  folgende Optimalitätsbedingungen der ersten und zweiten Ordnung  

a) Notwendige Optimalitätsbedingungen      ݂ሺ࢞∗ሻ = Ͳ      ଶ݂ሺ࢞ሻ  Ͳ . .ݏ ݀ 
b) Hinreichende Optimalitätsbedingungen      ݂ሺ࢞∗ሻ = Ͳ      ʹ݂ሺ࢞ሻ > Ͳ .   ein strenges lokales Minimum = ∗࢞    ݀
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2.5 Minimierungsalgorithmen  Um ein mathematisches Modell zu lösen und ein lokales oder globales Minimum bzw.  Maximum zu finden, werden Lösungsalgorithmen benötigt. Diese Lösungsalgorithmen  können analytisch oder numerisch angewendet werden. Aufgrund der hohen Komplexität und Vielfalt der gesuchten Parameter wird eine analytische Lösung sehr aufwändig. In den nachfolgenden Unterkapiteln werden ausgewählte Minimierungsalgorithmen erläutert.  
2.5.1 Algorithmische Struktur der numerischen Verfahren  Um ein unter- oder überbestimmtes mathematisches Modell zu minimieren, werden iterative Lösungsverfahren benötigt. Aufgrund der Definition eines Minimums (s. Kapitel 2.4.1) ist es nicht möglich, ein solches mathematisches Modell hinreichend in einem Schritt zu  minimieren. Aufgrund der bestehenden Struktur des Optimierungsproblems und der  möglichen Restriktionen ist eine Definition des Startparamtersatzes ࢞ nötig. Durch den  gegebenen Startpunkt können sich unterschiedliche lokale Minima durch die unterschiedli-chen Suchrichtungen ergeben. Im Allgemeinen wird eine Abstiegsrichtung definiert, um in das Minimum der Zielfunktion zu gelangen. Eine allgemeine algorithmische Struktur wird in der Abbildung 2-11 und in der nachfolgenden Auflistung schematisch abgebildet. [PLB2012b, Ste2018] 

1. Definition Startparametersatz:  
𝑖࢞    ;               ݅ =  Ͳ Iterationsindex 

2. Abstiegsrichtung bestimmen:   
   𝒔𝑖 

3. Schrittweitenbestimmung (Line-Search, Armnijo): 
  ݂ሺ ࢞𝑖 + 𝑖ߙ ∗ 𝒔𝑖ሻ < ݂ሺ࢞𝑖ሻ ߙ𝑖 > Ͳ 
𝑖+ଵ࢞   = 𝑖࢞ +    𝑖𝒔𝑖ߙ

4. Abbruchkriterium erfüllt, dann STOP 
‖𝑖+ଵሻ࢞ሺ݂‖   <  ߝ 

5. Starten neuer Iteration ሺ݅௨ = ݅௧ + ͳሻ 
 Abbildung 2-11: Rechnergestützte Suche nach einem Minimum [PLB2012b] 

 
In der Struktur der iterativen Algorithmen wird nach der Definition des Startparameter-satzes ࢞ eine Abstiegsrichtung 𝒔ሺ𝑖ሻ bestimmt. Entlang dieser Abstiegsrichtung wird eine Schrittlän-ge definiert, die eine Minimierung der Zielfunktion bewirkt ݂( ࢞𝑖 + 𝑖ߙ ∗ 𝒔𝑖൯ < ݂ሺ࢞𝑖ሻ. Wenn das Abbruchkriterium ‖࢞)݂𝑖+ଵ൯‖ < nicht erfüllt ist, wird eine weitere Iteration des Algorithmus ausgeführt (݅௨ ߝ  = ݅௧ + ͳሻ. [PLB2012b]  

 ࢞

 ࢞

 ࢞ ࢞
 ࢞

Zielfunktion
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2.5.2 Newton-Verfahren Dieses Verfahren beruht auf der zweiten Ordnung und benötigt damit die Funktionswerte ݂ሺ࢞ሻ, den Gradienten ݂ሺ࢞ሻ und die Hessematrix ଶ݂ሺ࢞ሻ. Die Grundidee des Newton-Verfahrens basiert auf der Minimierung der quadratischen Approximation der Funktion ݂ሺ࢞ሻ an der Stelle ࢞. Aus dieser Vorgehensweise ergibt sich die Formulierung des nächsten Schritts ࢞+ଵ wie in der Formel (2-22) abgebildet [Bec2014, Mes2015, NoWr2006b] 
+ଵ࢞ = 𝜖ℝ࢞݊݅݉݃ݎܽ ൯࢞)݂}  + ࢞)൯்࢞)݂ − ൯࢞ + ͳʹ ࢞) − ࢞ሻሺ࢞ଶ݂ሺ൯்࢞ −  ሻ} (2-22)࢞

Da die Bedingung der ersten Ordnung erfüllt sein muss und damit ݂ߘሺ࢞ሻ = Ͳ, kann die For-mel (2-22) folgendermaßen ausgedrückt werden. [Bec2014, Mes2015, NoWr2006b] ࢞)݂൯ + ࢞)൯࢞)ଶ݂ − ൯࢞ = Ͳ (2-23) Unter Berücksichtigung der zweiten Ordnung - die Hessematrix ist positiv definit - ergibt sich die nachstehende Gleichung für den nächsten Schritt ࢞+ଵ (Formel (2-24)). Wobei der zweite Term die Abstiegsrichtung des nächsten Schrittes abschätzt (Formel (2-25)). [Bec2014, Mes2015, NoWr2006b] ࢞+ଵ = ࢞ − ሻ    (2-24) 𝒅࢞ሺ݂ߘ൯ሻ−ଵ࢞ଶ݂ሺߘ) ൯ሻ−ଵ 𝒅࢞ଶ݂ሺߘ) +ଵ zu erhalten (Formel (2-26) und (2-27)). [Bec2014, NoWr2006b]࢞ ሻ    (2-25) Sollte die Inverse der Hessematrix nicht existieren, wird das nachstehende Gleichungssystem gelöst, um den nächsten Schritt࢞ሺ݂ߘ൯ሻ−ଵ࢞ଶ݂ሺߘ) = +ଵ࢞ ሻ    (2-26)࢞ሺ݂ߘ− = = ࢞ − 𝒅 (2-27) Wenn eine Hessematrix für alle ݇ −Iterationen existiert, gleicht das Newton-Verfahren einem skalierten Gradientenverfahren. Nachteile bei der Verwendung des Newton-Verfahrens ist, dass der Startparametersatz ࢞ nahe an der gesuchten Lösung liegen muss. Aufgrund der Definition eines Minimums kann das Verfahren nicht zwischen einem Sattelpunkt oder  Minimum unterscheiden. Dies führt dazu, dass ein Sattelpunkt als Minimum angesehen wird und das Abbruchkriterium erfüllt ist, ohne ein wirkliches Minimum gefunden zu haben. Ein weiterer Nachteil liegt in der aufwendigen Berechnung der benötigten Inversen der Hesse-matrix. Dieses wird besonders rechenintensive, wenn höherdimensionale Optimierungs-probleme gelöst werden. Dem gegenüber steht das quadratische Konvergenzverhalten in Richtung des Minimums [Bec2014, Mes2015, NoWr2006b]. Eine detaillierte Betrachtung des Verfahrens kann in den nachfolgenden Quellen entnommen werden. [Bec2014, Mes2015, NoWr2006b] 
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2.5.3 Gauß-Newton-Verfahren  Das Gauß-Newton-Verfahren ist eine Modifikation des allgemeinen Newton-Verfahrens  (s. Kapitel 2.5.2). In der Modifikation handelt es sich im Allgemeinen um die Methode der kleinsten Quadrate. Die Lösung der Zielfunktion wird durch eine quadratische Näherung er-setzt. Durch diese Definition benötigt das Gauß-Newton-Verfahren keine Hessematrix ଶ݂ሺ࢞ሻ. Unter der Betrachtung einer nichtlinearen Least-Squares-Problem Formel (2-28)) ergibt sich der nächste Schritt ࢞+ଵ der Gauß-Newtonlösung aus der nachstehenden Formel (2-29)).  Dabei wird die Summe der quadratischen linearen Approximation �݂�(࢞൯ minimiert. [Bec2014, NoWr2006b] 
𝜖ℝ࢞݊݅݉  {∑ሺ �݂�ሺ࢞ሻ − ܿ𝑖ሻଶ

𝑖=ଵ } = min‖ܨሺ࢞ሻ‖ଶ (2-28) 

+ଵݔ = 𝜖ℝ࢞݊݅݉݃ݎܽ  {∑ �݂�(࢞൯ +  �݂�(࢞൯்(࢞ − ൯࢞ − ܿ𝑖
𝑖=ଵ } (2-29) 

Das oben dargestellte Minimierungsproblem zeigt im Wesentlichen ein lineares Least Square Problem der nachfolgenden Form. [Bec2014, NoWr2006b] min࢞𝜖ℝ‖ܣ࢞ − ܾ‖ଶ ܣ = ;൯࢞)ܬ ൯࢞)ܾ    = ࢞൯࢞)ܬ −   ሻ (2-30)࢞ሺܨ
Wenn die Jacobi-Matrix keinen vollen Spaltenrang aufweist und nur positiv semidefinit ist, ist keine eindeutige Lösung möglich. Eine weitere explizite Form der Gleichung kann  angegeben werden (Formel (2-32)), die sogenannte Least-Square-Solution (Formel (2-31)) für den nächsten Schritt ࢞+ଵ. [Bec2014, NoWr2006b] ࢞ = ሺܣ்ܣሻ−ଵ࢞ (31-2) ்ܾܣ+ଵ = ࢞ − ଵ−(൯࢞)ܬ൯்࢞)ܬ) ൯࢞)ܨ൯࢞)ܬ = ࢞ − 𝒅 (2-32) 
Durch eine weitere Modifizierung in der Schrittweite kann aus den Verfahren Newton und Gauß-Newton ein gedämpfter Algorithmus werden. Aufgrund der Dämpfungsparameter kann ein stabilerer und effizienterer Algorithmus erzeugt werden. [Bec2014] Eine detaillierte  Betrachtung des Verfahrens kann in den nachfolgenden Quellen entnommen werden. [Bec2014, NoWr2006b] 
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2.5.4 Trust-Region-Verfahren Das Trust-Region-Verfahren weicht von der eingeführten algorithmischen Struktur aus Kapi-tel 2.5.1 ab, wobei die Suchrichtung und die Schrittweite in dem Verfahren gemeinsam be-stimmt werden. Dabei wird zuerst der Suchradius bestimmt und im Nachfolgenden dann die  Abstiegsrichtung in dem vertrauenswürdigen Suchradius. Im Allgemeinen wird die Zielfunkti-on ݂(ݔ൯ durch das Trust-Region-Verfahren in einer Umgebung von ݔquadratisch approxi-miert (Formel (2-33)) [NoWr2006b, Ste2018, SuYu2006] 
݉ሺℎሻ = ൯࢞)݂ + ൯்ℎ࢞)݂ + ͳʹ ℎ்ଶ݂(࢞൯ℎ  (2-33) 

Es wird das Minimum der quadratischen Approximation unter Berücksichtigung des Trust-Region Radius ∆ bestimmt (Formel (2-34))  
minℎ אℝ ݉ሺℎሻ ൯࢞)݂= + ൯்ℎ࢞)݂ + ͳʹ ℎ்ଶ݂(࢞൯ℎ        ∀‖ℎ‖  ∆ (2-34) 

Aus der Minimierung des Unterproblems ergibt sich die Schrittweite ℎ (Formel (2-35)).  ℎ ≈ ‖ሺℎሻ         ∀‖ℎ݉ ݊݅݉݃ݎܣ  ∆ (2-35) Um eine Bewertung der Lösung aus der bestimmten Schrittweite zu erhalten, wird ein  Quotient eingeführt. Dieser Quotient gibt die Güte des lokalen Modells an, in dem der erwar-tete und der tatsächliche Zielfunktionswert betrachtet wird (Formel (2-36)). [NoWr2006b, Ste2018, SuYu2006] 
𝜌 = ൯࢞)݂ − ݂ሺ࢞ + ℎሻ݉ሺͲሻ − ݉ሺℎሻ   (2-36) 

Wird der Quotient negativ wird der ݂(ݔ + ℎ൯ > ݂ሺݔሻ und der Schritt abgelehnt. In diesem Fall wird eine neue Iteration mit einem kleineren Radius ∆ durchgeführt. Sollte der Quotient eins oder nah an dem Wert eins liegen, existiert eine gute Übereinstimmung zwischen dem Unterproblem ݉und der Zielfunktion ݂(ݔ൯ und der Radius kann im nachfolgenden Schritt vergrößert werden. Wenn sich ℎ in einem festen Akzeptanzniveau befindet, ergibt sich der nächste Punkt wie folgt (Formel (2-37) und (2-38)) [NoWr2006b, Ste2018, SuYu2006] ࢞+ଵ = ࢞ −  (2-37) ݉+ଵሺℎሻࢎ = +ଵ൯࢞)݂ + +ଵ൯்ℎ࢞)݂ + ͳʹ ℎ்ଶ݂(࢞+ଵ൯ℎ (2-38) 
Näherungsweise kann auch der Cauchy-Punkt verwendet werden, um die Schrittweite ℎ𝐶 zu bestimmen (Formel (2-39)). Durch dieses Verfahren wird das Modell in Richtung des steilsten Abstiegs minimiert. Eine detaillierte Betrachtung des Verfahrens kann in den nachfolgenden Quellen entnommen werden. [NoWr2006b, Ste2018, SuYu2006] 

ℎ𝐶 𝐶ߙ− =  ሻ‖ (2-39)ݔሺ݂ߘ‖ሻݔሺ݂ߘ
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2.6 Hand-Auge-Kalibration mittels 3D Sensors  In der Hand-Auge-Kalibration wird eine Transformationsmatrix zwischen dem Roboter- und dem Sensorkoordinatensystem bestimmt. Die Hand bezeichnet den Flansch oder den ver-wendeten Endeffektor. Das Auge bei der Kalibrierung ist der verbaute Sensor.  
In den nachfolgenden Unterkapiteln werden zwei Kalibrationsansätze des aktuellen Stands der Technik erläutert. Im ersten Ansatz (Kapitel 2.6.1) wird die Hand-Auge-Kalibration von Jianfeng Li, ming Chen, Xuebi Jin, Yu Chen, Zhonghua Ou und Qin Tang detailliert betrachtet [LCJ+2011]. Das abschließende Unterkapitel zeigt einen zweiten Kalibrationsansatz der Hand-Auge-Kalibration von Min Young Kim, Hyung Suck Cho und Jae Hoon Kim auf [KCK2001]. 
2.6.1 Hand-Auge-Kalibration nach Jianfeng Li, Ming Chen  Der betrachtete wissenschaftliche Artikel behandelt eine Hand-Auge-Kalibration zwischen einem 3D-Sensor und dem Endeffektor des Roboters. In dieser Strategie werden durch zwei translatorische Verfahrwege des Roboters die Rotationsbereiche bestimmt und durch drei Rotationsbewegungen des Roboters der Translationsbereich ermittelt. Die Vorteile dieser Strategie sind, dass kein Kalibrationsgitter und keine Messung der dazugehörigen Punkte benötigt werden. Ein weiterer Vorteil ist es, dass die Kamerakalibrierung nur einmal vor-genommen wird, wodurch der Kalibrierungsfehler minimiert wird. Der Ansatz nutzt die Unter-schiede in den verschiedenen Roboterstellungen in der Berechnung, wodurch der Kalibrie-rungsfehler weiter minimiert wird. In der nachfolgenden Abbildung 2-13 wird eine schemati-sche Darstellung des physikalischen Modells abgebildet. [LCJ+2011] 

 
Abbildung 2-12: Schematische Abbildung des verwendeten physikalischen Systems zur Kalibration [LCJ+2011] In diesem Ansatz wird von der allgemeinen Lösung des Gleichungssystem (Formel (2-43)) ausgegangen. Aufgrund der Verwendung einer Kalibrierkugel mit bekanntem Durchmesser und bekannter Lage im Raum kann die Kalibration in die nachfolgenden Schritte unterteilt werden. Im ersten Schritt wird die Rotationsmatrix bestimmt und im zweiten Schritt der Translationsvektor. [LCJ+2011] 
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Zur Bestimmung der unbekannten Rotationsmatrix ܴ௦ wird ein Punkt relativ zur Basis des Roboters angenommen, dessen Koordinaten bekannt sind. Aufgrund dieser Informationen kann die nachfolgende Gleichung aufgestellt werden (Formel (2-40)). Durch das zweifache translatorische Verfahren des Roboters kann die nachfolgende Gleichung definiert werden, wobei der gemessene Vektor vom Sensor zum Punkt mit 𝑋 und der Vektor des definierten Punkts zum Basiskoordinatensystem mit 𝑋 angegeben wird. Aufgrund der reinen translatori-schen Bewegung entlang einer Achse bleiben die Rotationsmatrizen ܴଵ = ܴଶ identisch. Mit-tels dieser Eigenschaft lässt sich die Darstellung wie folgt vereinfachen (Formel (2-41)) Wird dieses einige Male wiederholt, kann ܴௌ mit einer nichtlinearen Least-Square-Method gelöst werden. [LCJ+2011] ቀ𝑋ͳ ቁ = ቀܴ ܶͲ ͳ ቁቀܴ௦ ௦ܶͲ ͳቁ ቀ𝑋ͳ ቁ  (2-40) ܴ ∗ ܴ௦ ∗ ሺ𝑋ଶ − 𝑋ଵሻ = ܶଶ − ܶଵ (2-41) Die im zweiten Schritt verwendete Methode zur Bestimmung des unbekannten Translations-vektors ௌܶ wird durch die nachstehende Gleichung beschrieben. In dem die oben gewonnene Rotationsmatrix verwendet wird und der Roboter nur rotatorisch verfahren wird, kann durch die Beziehung des virtuellen Kugelmittelpunktes 𝑋௩ und dem realen Kugelmittelpunkt der Translationsvektor bestimmt werden (Formel (2-42)). Wird dieses einige Male wiederholt, kann ܴௌ mit einer nichtlinearen Least-Square-Method gelöst werden. [LCJ+2011] 𝑋 = 𝑋௩ + ܴ ∗ ௦ܶ (2-42)   
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2.6.2 Hand-Auge-Kalibration nach Min Yung Kim, Hyung Suck Cho Randbedingungen dieser Methode sind, dass zu jeder Zeit die Koordinaten des Kalibrierkör-pers im Weltsystem bekannt sind und dass der gemessene Punkt am Kalibrierkörper in  Sensorkoordinaten vorliegt. Aufgrund der angegebenen Randbedingungen des Artikels ergibt sich ein Gleichungssystem in der nachfolgenden Art (Formel (2-43)). Dieses System wird durch eine bekannte relative Bewegung des Roboters gelöst. Aufgrund der bekannten Bewegung und dessen Informationen ergibt sich ein weiteres Gleichungssystem der Art (Formel (2-43)). Die entstandenen Gleichungssysteme lassen sich durch eine Umformung zusammenführen und mit einer Least-Square-Method lösen. [KCK2001] ܣ𝑋 =  𝑋 (2-43) Um die betrachtete Gleichung zu lösen, wird in der nachfolgenden Abbildung 2-13 das be-trachtete physikalische System abgebildet. Die homogenen Koordinaten 𝑋௦ stellen die ge-messene Strecke zwischen dem Sensorkoordinatensystem und dem Kalibrierkörper dar. Die Transformationsmatrix ோܶ𝑊 und die homogenen Koordinaten 𝑋𝑊 sind ausreichend genau  bekannt. Die relative Roboterbewegung ∆ܶ ist durch die beiden Roboterpositionen und de-ren Transformationsmatrizen ோܶ bekannt. Die beiden Roboterpositionen werden durch die Indizes ܲ und ܳ gekennzeichnet. [KCK2001]ܤ

 
Abbildung 2-13: Relative Roboterbewegung für die Hand-Auge-Kalibration nach [KCK2001] Das betrachtete physikalische System (Abbildung 2-13) wird in die Form der Gleichung (2-43) gebracht. Die unbekannte homogene Transformationsmatrix ௦ܶ wird für 𝑋 substituiert. An der Stelle der homogenen Transformationsmatrix ܣ wird die relative Roboterbewegung ∆ܶ einge-setzt. Die homogene Transformationsmatrix  ܤ wird durch die Multiplikation der homogenen Koordinaten ሺ𝑋ௌ 𝑋�்�ሻ(𝑋ௌொ𝑋�்�൯−ଵsubstituiert. Das so entstandene Gleichungssystem (Formel (2-44)) ist unabhängig von der homogenen Transformationsmatrix ோܶ𝑊. [KCK2001] ∆ܶ ௌܶ = ௦ܶ ሺ𝑋ௌ 𝑋�்�ሻ(𝑋ௌொ𝑋�்�൯−ଵ  (2-44) 
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Zum Lösen der Gleichung (2-44) wird die unbekannte homogene Transformationsmatrix ௌܶ in ein ͳʹݔͳ Vektor 𝒖 umgeformt. Dabei werden die homogenen Transformationsmatrizen, die Messungen und die relativen Roboterbewegungen in der neuen Form berücksichtigt. [KCK2001] 
Die Gleichung kann so in die unbekannten Komponenten und die konstanten Werte zererlegt werden und es ergbit sich das nachfolgende linearen System (Formel(2-45)). Dabei besitzt die Matix ܦ Form ͳʹݔͳʹ  und der Vektor  ܨ die Form ͳʹݔͳ in denen die konstanten Werte angeordent sind. (s. Anhang A) [KCK2001]  ܷܦ =  Aus den zwei relativen Bewegungen des Roboters ergibt sich das nachfolgende Gleichungssystem, welches mittels der Least-Square-Method gelöst werden kann (Formel (2-46)). [KCK2001] (45-2) ܨ

= ܷ[ଶܦଵܦ]  (2-46) [ଶܨଵܨ] 
Eine detaillierte Beschreibung des Vorgehens kann der nachfolgenden Quellen entnommen werden. [KCK2001] 
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3 Methodische Betrachtung  
In der nachfolgenden Arbeit wird die Umsetzung und die Implementierung eines Optimie-rungsalgorithmus in der Robotertechnik aufgezeigt.  
Die bisher entwickelten mathematischen Modelle zur Kalibrierung von Robotersystemen werden in wissenschaftlichen Artikeln und Büchern wie [GaTa2011, KCK2001, LCJ+2011] er-läutert. In der detaillierteren Betrachtung der Optimierungsstrategien in der Hand-Auge-Kalibration ergeben sich unterschiedliche Umsetzungsmöglichkeiten. Im Wesentlichen unter-scheiden sich die methodischen Vorgehensweisen in den verwendeten mathematischen  Modellen und in deren Lösungen. In den veröffentlichten Artikeln und den exemplarisch er-läuterten Vorgehensweisen im Stand der Technik (s. Kapitel 2.6.1 und Kapitel 2.6.2) werden die verwendeten Algorithmen zur Lösung der unterschiedlichen unter- und überbestimmten Systeme nicht detailliert betrachtet. Um diese abzubilden, wird die im folgenden aufgezeigte Vorgehensweise verwendet (Tabelle 3-1). 
Im Stand der Technik werden die benötigten mathematischen Grundlagen sowie die numeri-sche Umsetzung der Roboterbewegungen erläutert. Des Weiteren werden die aktuellen  Verfahren zur Kalibrierung des Hand-Auge-Systems an Robotern aufgezeigt. Bei der Recher-che der einzelnen Kalibriermethoden werden die Optimierungsalgorithmen nicht  detailliert erläutert. Um diese Information darzustellen, wird in den nachfolgenden Schritten eine Methode zur Analyse des physikalischen Systems und dessen Umsetzung in einen  Optimierungsalgorithmus beschrieben.  
Nach der Ermittlung des mathematischen Modells wird eine Analyse dessen vorgenommen. Aus der vorgenommenen Analyse ergeben sich die zur Verwendung möglichen Algorithmen. Aufgrund einer Bewertung der relevantesten Algorithmen werden zwei Minimierungs-algorithmen herangezogen und umgesetzt. 
Aufgrund der numerischen Umsetzung der Minimierungsalgorithmen wird eine Erprobung zur Identifikation von systematischen Fehlern benötigt. Diese Erprobung wird durch die zwei aufeinander folgenden Abläufe realisiert. Im ersten Schritt wird eine analytische Erprobung mit gleichzeitiger visueller Ausgabe des Ergebnisses durchgeführt. Aus diesem Vorgehen können systematische Fehler in der numerischen Umsetzung erkannt werden, in dem sie mit einer analytischen Lösung verglichen werden. Mit einer zusätzlichen Simulation des verwen-deten realen mathematischen Modells, mit zufällig gewählten Inputargumenten, wird eine weitere Überprüfung des Optimierungsalgorithmus vorgenommen.  
Die methodische Vorgehensweise schließt mit einer Auswertung der gewonnenen Ergebnisse aus den Erprobungen und dem Vergleich der beiden ausgewählten Optimierungsalgorithmen ab.  
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Tabelle 3-1: Strategie zur Bestimmung geeigneter Optimierungsalgorithmen  Grundlagenbetrachtung Stand der Technik Grundlagen der Robotertechnik Grundlage der Optimierung 
• Aufbau 
• Handhabung 
• Interne Berechnung 

• Grundlagen der Optimierung 
• Mathematische Grundlagen 
• Minimierungsalgorithmen    Methode zur Identifizierung und Lösung des mathematischen Modells Betrachtung des physikalischen Systems Identifizieren des mathematischen Modells Identifizieren der benötigten  Randbedingungen Versuchsstrategie 
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4 Physikalisches und mathematisches Modell  
In diesem Kapitel wird eine Analyse bekannter physikalischer Modelle und deren Umsetzung in ein mathematisches Modell durchgeführt. Anhand der gewonnenen Erkenntnisse wird ein physikalisches System mit zugehörigem mathematischem Modell zur Hand-Auge-Kalibration entwickelt.  
4.1 Analyse bekannter physikalischer Systeme und mathematischer Modelle Im Nachfolgenden werden bekannte mathematische Modelle zur Hand-Auge-Kalibration analysiert. Dies ermöglicht eine effiziente Entwicklung des mathematischen Modells für das physikalische System, welches in dieser Arbeit untersucht wird. In der nachfolgenden  Betrachtung werden die unterschiedlichen physikalischen Systeme analysiert. Dabei wird auf die einzelnen Systemkomponenten, die Kalibrierkörper und die mathematischen Modelle eingegangen. 
Der erste Kalibrieransatz der Hand-Auge-Kalibration von Min Young Kim, Hyung Suck Cho und Jae Hoon Kim [KCK2001] besteht aus den physikalischen Systembauteilen: Roboter, End-effektor, Sensor und dem kubischen Kalibrierkörper (s. Kapitel 2.6.2). Das sich aus diesem System ergebene mathemaische Modell hat die allgemeine Form ܣ𝑋 = 𝑋ܤ. Eine Lösung des Modells wird über das Vermessen der Kalibrierkörperecken und der bekannten relativen  Roboterbewegung ermöglicht. Bei der Lösung des Gleichungssystems wird eine Umformung auf ein lineares Gleichungssystem der Form ܦ𝑖ܷ =  𝑖 durchgeführt. Zur Lösung des  mathematischen Modells wird eine Least-Squares-Method verwendet (s. Kapitel 2.6.2). [KCK2001]ܨ
In dem zweiten Kalibrieransatz der Hand-Auge-Kalibration von Jianfeng Li, ming Chen,  Xuebi Jin, Yu Chen, Zhonghua Ou und Qin Tang [LCJ+2011] besteht das physikalische System aus den Systembauteilen: Roboter, Endeffektor, Sensor, sphärische Kalibierkörper und einem  Positionierer (s. Kapitel 2.6.1). Das sich allgemein ergebene mathematische Modell hat die Form ܣ𝑋 = 𝑋ܤ. Die Lösung des Modells wird im Vergleich zum vorherigen Ansatz nach [KCK2001] in zwei Schritten umgesetzt. Im ersten Schritt wird durch eine reine translatorische Bewegung des Roboters die Rotationsmatrix bestimmt. Aufgrund der bekannten Rotations-matrix kann durch eine reine Rotation des Roboters die Translationsmatrix bestimmt werden. Die jeweilige Lösung der einzelnen Gleichungssysteme wird mittels einer Least-Square-Method ermittelt (s. Kapitel 2.6.1). [LCJ+2011] 
Eine weitere Möglichkeit zur Hand-Auge-Kalibration zwischen einem Roboter und einem Sensor weicht von den zuvor betrachteten Kalibrieransätzen ab. In diesem Ansatz wird ein Referenzsystem zum bestehenden Robotersystem eingeführt. Dieses System ist ein Lasertra-cker mit drei einzelnen Tripelspiegeln. Aufgrund der definierten Montage der drei Tripelspie-gel an dem Sensor kann mittels Lasertracker und der bekannten Roboter-bewegung die Posi-tion des Sensors am Roboter bestimmt werden. [WRQ2001] 
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In der nachfolgenden Tabelle 4-1 werden die betrachteten Kalibrieransätze hinsichtlich des Aufwands, der Komplexität des mathematischen Modells, des Kalibrierkörpers und der Kos-ten gegenübergestellt. Dabei werden die niedrigen Kosten sowie der niedrige Aufwand mit einem positiven Effekt verbunden. Die quantitative Bewertung geht von sehr ungünstig (1) bis sehr gut (10).  
 
Tabelle 4-1: Analysen Bewertung der einzelnen Kalibrieransätze  Kalibrieransatz Bewertung Bewertung  

Kubischer  Kalibrierkörper  [KCK2001] 

- Aufwändige Kalibrierkörperfertigung und Positions-bestimmung in Roboterkoordinaten, sensibles System  3 
- Hoher Aufwand der Kalibrierkörper Positionsbestimmung  3 
- Niedriger Aufwand in dem Erzeugen der Inputargumente  8 
- Niedriger Aufwand zum Lösen des mathematischen Mo-dells 8 

 - Summe  22/50 

Sphärischer Kalibrierköper  [LCJ+2011] 

- Niedrige Anschaffungskosten für den sphärischen  Kalibrierköper, robustes System  9 
- Niedrige Aufwand der Kalibrierkörper Positionsbestim-mung 8 
- Mittlerer Aufwand in der Generierung der Inputargumente 6 
- Hoher Aufwand zum Lösen des mathematischen Modells aufgrund der getrennten Berechnung von Translations- und Rotationsmatrizen 3 

 - Summe 26/50 
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Lasertracker 

- Hohe Anschaffungskosten des Lasertrackers und der Tripel-spiegel, sensibles System  3 
- Mittlerer aufwand der Kalibrierkörper Positionsbestimmung  (Tripelspiegel) 5 
- Hoher Aufwand zur Generierung der Inputargumente  3 
- Hoher Aufwand zum Lösen des mathematischen Modells, Komplexes mathematisches Modell (Minimierung der sys-tematischen Fehler im Modell) 5 

 - Summe  16/50 
 
Das nachfolgende physikalische Modell wird auf der Grundlage der gewonnenen Ergebnisse aus diesem Kapitel entwickelt. Um die Kosten im physikalischen System zu reduzieren, wird ein sphärischer Kalibrierkörper auf einem 2-Achs-Positionierer verwendet (s. Kapitel 4.2).  Zur effizienten Lösung des mathematischen Modells wird auf eine zweistufige Lösung hin-sichtlich der Rotations- und Translationsmatrix verzichtet (s. Kapitel 4.4).  
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4.2 Physikalisches System  Das in dieser Arbeit untersuchte physikalische System wird in der nachfolgenden Abbildung 4-1 schematisch dargestellt. In dem betrachteten System wird ein 6-Achs-Industrieroboter KUKA KR 60 HA der Firma KUKA, einen 2-Achs-Positionierer (KUKA KP1-V), ein Laserschweiß-kopf der Firma Trumpf und ein Sensor scanCONTROL 2910-100 der Firma Micro-Epsilon ver-wendet (s. Anhang B1 und B2). Die Wiederholgenauigkeit des verwendeten Roboters KUKA KR 60 HA beträgt laut Herstellerangaben ±Ͳ,Ͳͷ mm [KUR2005].  

 
Abbildung 4-1: Reales System bestehend aus Industrieroboter, 2-A-Positionierer, Endeffektor und Sensor Der für die Arbeit verwendete Sensor wird mittels einer Aufhängung an dem Schweißkopf angebracht. Die Ausrichtung des Sensors ist durch die verwendete Aufhängung fest vorge-geben. Im Idealfall wird ein paralleler Verlauf der Laserline zu der z-Achse des TCP-Koordinatensystems erzielt. (Abbildung 4-2)  

 
Abbildung 4-2: Detaillierte Betrachtung der Sensoranbringung am Endeffektor  
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4.3 Kalibration im physikalischen System In dem betrachteten System ergeben sich unbekannte und ungenaue Positionsdaten der  einzelnen Systembauteile zueinander. Um eine hohe Genauigkeit in dem System zu erreichen und eine ausreichende Absolutgenauigkeit und Wiederholgenauigkeit zu erhalten, sind Kalib-rationen der einzelnen Systembauteile zueinander sowie im Systembauteil selbst nötig.  
In der Kalibration der einzelnen Systembauteile zueinander werden die relativen Positionen und Orientierungen bestimmt. Im Allgemeinen wird die Kalibrationen des betrachteten  Robotersystems gemäß der nachfolgenden Abbildung 4-3 aufgeteilt. Die Kalibrationen des Roboters (Aktuatorbasis-KS zum Flansch-KS) und des Sensors werden als interne Kalibrierung bezeichnet. Diese internen Kalibrierungen der einzelnen Systembauteile werden von den  Herstellern durchgeführt. Bei der Kalibration des Roboters zum Endeffektor werden von den Herstellern bereits fertige Lösungen angeboten, welche in industrielle Betrieben Anwendung finden. Ist eine Kalibration zwischen Roboter und Endeffektor vorhanden, kann eine Hand-Auge-Kalibration zwischen dem Endeffektor und dem Sensor vorgenommen werden. Sollen an einem Roboter abwechselnd mehrere Bearbeitungsköpfe geführt werden, muss bei jedem Wechsel eine erneute Hand-TCP-Kalibration durchgeführt werden. Sollte dieses nicht möglich sein, kann eine zweite Hand-Auge-Kalibration zwischen dem Flansch-Koordinatensystem und dem Sensor durchgeführt werden. [KCK2001, LCJ+2011] 

 
Abbildung 4-3: Schematische Darstellung der Kalibrationen am betrachteten Robotersystem Durch diese Kalibrationen kann mittels des Sensors und einem Kalibrierkörper die Roboter-Tisch-Kalibrierung durchgeführt werden [LCJ+2011]. Durch das Fehlen einer Kalibration in dem Kreislauf ergeben sich bei dem im nachfolgenden Kapitel 4.4 betrachteten mathemati-schen Modell systematische Fehler. Diese Fehler können in der Hand-Auge-Kalibrierung ei-nen wiederholten Einfluss haben, wodurch die Kalibration einer verringerte Genauigkeit auf-weist.  
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4.4 Mathematisches Modell In dem nachfolgenden Abschnitt wird auf die Umsetzung des mathematischen Modells ein-gegangen. Die Umsetzung stützt sich dabei auf die im Stand der Technik angeführten  Informationen zum Lösen mathematischer Modelle und dem entwickelten physikalischen System aus dem Kapitel 4.2. Im abschließenden Unterkapitel wird die Strategie zur Lösung des mathematischen Modells erläutert.  
4.4.1 Entwickeltes mathematisches Modell  Das in dieser Arbeit untersuchte mathematische Modell wird auf der Grundlage des im Kapitel 4.2 eingeführten physikalischen Systems entwickelt. Aufgrund der Informationen aus den im Kapitel 4.1 beschriebenen mathematischen Modellen wird eine Anpassung des  betrachteten physikalischen Systems benötigt. Das im Nachfolgenden entwickelte  mathematische Modell stellt eine Hand-Auge-Kalibration zwischen dem Flansch an der  letzten Achse (A6) des Roboters und dem verwendeten Triangulationssensors dar. 
Die Anpassung des physikalischen Systems besteht in der zusätzlichen Einbringung eines Kalibrierkörpers. Aufgrund des Kalibrierkörpers wird ein definierter Zusammenhang zwischen dem Sensor und dem Roboter gewährleistet. Für eine Überführung des physikalischen  Systems in ein mathematisches Modell wird eine detaillierte Betrachtung der verwendeten Systembauteile benötigt. In der nachfolgenden Abbildung 4-4 wird das globale physikalische System dargestellt. 

 
Abbildung 4-4: Angepasstes physikalisches System, Grundlage des mathematischen Modells  
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Das mathematische Modell wird anhand der definierten Koordinatensysteme der einzelnen Systembauteile entwickelt. Durch die Verwendung der einzelnen Koordinatensysteme wird eine eindeutige und definierte Lage der einzelnen Systeme gewährleistet. Die Beschreibung zwischen den Positionen der einzelnen Koordinatensysteme wird durch die Formulierung der homogenen Transformationsmatrizen umgesetzt (s Kapitel 2.1.2).  
Die für die Entwicklung des mathematischen Modells benötigten Koordinatensysteme  werden in der nachfolgenden Abbildung 4-5 schematisch dargestellt. Aufgrund der internen Roboterkalibrierung ist eine Ermittlung der Transformationsmatrix �ܶ�ி zwischen der Aktuator-basis und dem Flansch des Roboters möglich. Eine Identifizierung der Transformationsmatrix  ܶ𝐴 zwischen der Aktuatorbasis und der Grund-platte des Kalibrierkörpers ist nur bedingt möglich. Die Ermittlung der Lage des Mittelpunkts ܲ′ der Kugel im Sensor- und Kalibrierkör-perkoordinatensystem ist durch die interne Kalibrierung des Sensors und der Vermessung des Kalibrierkörpers in einer 3D-Koordinatenmessmaschine X0 107 3D der Firma Wenzel mit einer Genauigkeit vom ͳ, ݉ߤ ausreichend genau bestimmbar (s. Anhang C13). Das Bestim-men der Transformationsmatrix ிܶௌ zwischen dem Roboterflansch und dem Sensorkoordina-tensystem ist nur durch die Konstruktionsdaten in einer CAD-Software möglich. Die so ermit-telte Transformationsmatrix ிܶௌ ist aufgrund von Fertigungstoleranzen und Montagetoleran-zen nicht ausreichend genau und stellt die zu ermittelnde Unbekannte dar.  
 

 
Abbildung 4-5: Schematische Darstellung des entwickelten mathematischen Modells  
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Das entwickelte mathematische Modell zur Hand-Auge-Kalibration wird in der nachfolgen-den Formel (4-1) abgebildet. Die Gleichung besteht aus drei Transformationsmatrizen und zwei Vektoren. Mit Hilfe des entwickelten mathematischen Modells kann eine Hand-Auge-Kalibration zwischen dem Roboterflansch und dem Sensor realisiert werden.  
 ܶ𝐴 ∗ =  ݔ �ܶ�ி ∗ ிܶௌ ∗   ௌ (4-1)ݔ

In der Gleichung (4-1) werden mathematisch beschreibbare Wege von der Aktuatorbasis zum Mittelpunkt der Kalibrierkugel beschrieben. Auf der linken Seite der Gleichung wird der Weg von der Aktuatorbasis über den Kalabrierkörper beschrieben. Dabei wird die homogene Transformationsmatrix  ܶ𝐴 mit dem Vektor ݔ   von der Grundplattenecke bis zum Kugelmit-telpunkt multipliziert. Auf der rechten Seite der Gleichung wird der zweite mögliche Weg über den Flansch des Robotes zum Kalibrierkörpermittelpunkt beschrieben. Auf der Seite der Gleichung werden die Transformationsmatrizen von der Aktuatorbasis zum Flansch ( �ܶ�ி) und vom Flansch zum Sensor ( ிܶௌ) mit dem Vektor ݔௌ vom Sensor zum Kalibrierkugelmittelpunkt multipliziert. Theoretisch betrachtet wird durch beide Wege der gleiche Punkt ausgehend von der Aktuatorbasis beschrieben.  
Die Gleichung (4-1) lässt sich in dieser Form nicht optimal minimieren, um die unbekannten homogenen Transformationsmatrizen zu ermitteln. Durch ein Umformen der Gleichung in die nachfolgende Anordnung wird eine optimale Optimierung ermöglicht (Gleichung (4-2)).  Aufgrund dieser Umformung ergibt sich auf der rechten Seite der Idealwert Null. Ͳ = ( �ܶ�ி ∗ ிܶௌ ∗ ௌ൯ݔ − (  ܶ𝐴 ∗  ൯ (4-2)   ݔ
4.4.2 Lösung des mathematischen Modells  Die Lösung des mathematischen Modells in der Form der Gleichung (4-2) wird mittels eines Minimierungsalgorithmus umgesetzt. Die Auswahl eines geeigneten Minimierungs-algorithmus wird in dem nachfolgenden Kapitel 5 erläutert.  
In der Gleichung (4-2) werden drei homogene Transformationsmatrizen und zwei Vektoren definiert. Die Vektoren ݔ   und ݔௌ werden durch das Vermessen des Kalibrierkörpers und der gemessenen Sensordaten ermittelt. Die homogene Transformationsmatrix �ܶ�ி ergibt sich aus der Istposition des Roboters. Die Genauigkeiten der so gewonnenen Werte sind aufgrund der vorherigen Kalibrierungen des Roboters und des Sensors sowie des Vermessens des  gefertigten Kalibrierkörpers in einer 3D-Koordinatenmessmaschine ausreichend genau  (s. Anhang C12 und Kapitel 6.4.1). Die Ermittlung der homogenen Transformationsmatrix  ܶ𝐴 vom der Aktuatorbasis zur Grundplatte des Kalibrierkörpers wird durch den Roboter be-stimmt. In der  theoretischen Betrachtung kann das mathematische Modell hinsichtlich der letzten  Unbekannten ிܶௌ mittels eines Minimierungsalgorithmus gelöst werden. 
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Aufgrund der numerischen Lösung des mathematischen Modells ergeben sich zwangsläufig Rundungsungenauigkeiten. Diese Ungenauigkeiten resultieren aus der Darstellung der Werte in binäre Gleitkommazahlen nach der Norm IEEE754 in Computern. Aufgrund dieses  Phänomens wird ein Residuum ߝ definiert. Dieses Residuum wird zusätzlich als Abbruch-kriterium des Algorithmus definiert und stellt somit eine standardisierte Genauigkeit der  Ergebnisse dar (Gleichung (4-3)).  ߝ = ( �ܶ�ி ∗ ிܶௌ ∗ ௌ൯ݔ − (  ܶ𝐴 ∗   .൯ (4-3) Das zu minimierende mathematische Modell in der Form der Gleichung (4-3) besteht aus einer Unbekannten homogenen Transformationsmatrix ிܶௌ. Aufgrund der Umrechnung von Posen in Transformationsmatrizen ergeben sich sechs zu bestimmende Unbekannte, um die Gleichung hinreichend genau zu lösen   ݔ
Das Lösen des mathematischen Modells (Gleichung (4-3)) wird aufgrund der Positions-bestimmung des Kalibrierkörpers in zwei Schritten durchgeführt. Bei der Bestimmung der Position des Kalibrierkörpers ergeben sich unzureichende Genauigkeiten. Des Weiteren geht der systematische Fehler der internen Roboterkalibration ein weiters Mal mit in die  Berechnung ein. Um den so eingebrachten systematischen Fehler wieder zu eliminieren, wird ein weiterer Durchlauf des Minimierungsalgorithmus benötigt. Durch die unzureichend  genaue Bestimmung des Kalibrierkörperposition ergeben sich sechs weitere Unbekannte  ܶ𝐴.  
Aufgrund der angeführten Ungenauigkeiten und den zwölf Unbekannten ergibt sich ein  vierfach unterbestimmtes Gleichungssystem. Dieses resultiert aus den drei gewonnenen  Informationen pro Messung. Die Anzahl an Messungen für die Lösung des  unterbestimmten Gleichungssystems und deren Vermessungsstrategie wird im Kapitel 6.4 erläutert.  
In einer zwei stufigen Optimierungsstrategie wird im ersten Schritt die homogene  Transformationsmatrix ிܶௌ zwischen dem Sensor und dem Flansch bestimmt. Zur Steigerung der Genauigkeit kann im zweiten Schritt über die homogenen Transformationsmatrizen ிܶௌ und  ܶ𝐴 minimiert. Ausgangspunkt sind dabei die gewonnenen Ergebnisse aus der  Minimierung des ersten Schritts. In der nachfolgenden Tabelle 4-2 wird die Optimierungs-strategie der zwei stufigen Optimierung detailliert betrachtet.  
 
 
 
 
 



4 Physikalisches und mathematisches Modell 

36 

Tabelle 4-2: Optimierungsstrategie des mathematischen Modells Optimierungsstrategie 
Schritt Besonderheiten 

1 - Sechs Unbekannte aus der homogenen Transformationsmatrix ிܶௌ 
- Alle weiteren Transformationsmatrizen und Vektoren werden als ausreichend bekannt betrachtet 

2 
- Zwölf Unbekannte aus den homogenen Transformationsmatrizen  ிܶௌ und  ܶ𝐴 
- Alle weiteren Transformationsmatrizen und Vektoren werden als ausreichend bekannt betrachtet 
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5 Analyse aktueller Lösungsalgorithmen  
In diesem Kapitel werden unterschiedliche Lösungsalgorithmen betrachtet und analysiert. Die Analyse wird hinsichtlich ihrer Vor- und Nachteile in Bezug auf die Lösung von Minimie-rungsproblemen durchgeführt. Das mathematische Modell aus dem Kapitel 4.4 stellt das Mi-nimierungsproblem dar. Abschließend wird ein geeigneter Algorithmus ausgewählt.  
5.1 Potentialanalyse der Lösungsalgorithmen  Aufgrund der großen Auswahl und Varianten der Minimierungsalgorithmen wird im nach-stehenden Abschnitt eine Potentialanalyse der wichtigsten Gruppen vorgenommen. Um  einen optimalen Minimierungsalgorithmus zu ermitteln, wird die Analyse des  mathematischen Modells bezüglich der Randbedingungen und Charakteristiken benötigt  (s. Kapitel 4.4). Das betrachtete mathematische Modell stellt ein unterbestimmtes  unrestringiertes Optimierungsproblem dar.  
Die Einteilung der Minimierungsalgorithmen und deren relevantesten Lösungsalgorithmen wird in der nachfolgenden Tabelle 5-1 angeführt. Dabei wird in die Gruppen des Gradienten-Verfahrens (G-Verfahren), des Trust-Region-Verfahrens (TR-Verfahren), des Verfahrens der kleinsten Quadrate (KQ-Verfahren) und des neuronalen Netzes (NN) unterschieden.  
In dem Gradienten-Verfahren wird die Bestimmung des nächsten Schrittes in zwei Abläufe unterteilt. Im ersten Schritt wird eine allgemeine Abstiegsrichtung bestimmt, nachfolgend wird dann die Schrittweite auf einer Linie, in welcher die Bedingung ݂(ݔ + ℎ൯ߙ < ݂ erfüllt ist, bestimmt. [NoWr2006b, PLB2012b, SuYu2006] 
Das Trust-Region-Verfahren bestimmt und bewertet die Suchrichtung und die Schrittweite gemeinsam. Dabei wird zuerst der Suchradius bestimmt und im Nachfolgenden die Abstiegs-richtung in dem vertrauenswürdigen Suchradius (s. Kapitel 2.5.4). [NoWr2006b, PLB2012b, SuYu2006] 
Bei dem Verfahren der kleinsten Quadrate wird eine Problemstellung durch optimale  Parameterwahl gelöst. Dabei wird das Minimum der gesuchten Zielfunktion durch eine  quadratische Lösung der Residuen gelöst. Die Lösung des kleinsten quadratischen Problems wird durch die sukzessive Veränderung der gesuchten Parameter umgesetzt. [NoWr2006b, PLB2012b, SuYu2006] 
Das Verfahren der neuronalen Netze ermöglicht eine Lösung des mathematischen Modells über ein vorheriges trainiertes Netz mit mehreren Ebenen. Aufgrund der verwendeten  Struktur aus Eingangsschicht zur Aufnahme der Inputparameter, der versteckten Ebenen zur Verarbeitung der zugeführten Ergebnisse der Schichten davor und der Ausgangsschicht für die Ausgabe des gesuchten Ergebnisses. [BeKo1994, Rim2017] 
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Tabelle 5-1: Einteilung der Minimierungsalgorithmen und deren Lösungsalgorithmen der Potentialanalyse  Verfahren / Gruppen Lösungsalgorithmen / Besonderheiten  

G-Verfahren 

- Abstiegsrichtungsbestimmung nach: o Steilster Abstieg →  ܤ = ;ܫ  ℎ = ܤ  → ሻ o Newton-Richtung̅࢞ሺ݂−  = ܤ → ሻ o Modifizierter Newton̅࢞ଶ݂ሺ  = ሻ̅࢞ଶ݂ሺ] + [ܫߣ > Ͳ o Quasi Newton → Approximation von ଶ݂ሺ̅࢞ሻ o Wolfe-Bedingungen (Armijo- und Krümmungsbedingung) o Konjungierte Gradienten  

TR-Verfahren 
- Lösung des Trust-Region Unterproblems  o Newton →  ܤ =   ሻ o Dogleg-Methode̅࢞ଶ݂ሺ ሻ o Quasi Newton → Approximation von̅࢞ଶ݂ሺ 
- Schrittweite über Chauchy-Punkt Bedingung und  Fortschrittsfaktor 

KQ-Verfahren 
- Iterative Lösung  o Gauß-Newton o Levenberg-Marquardt 

NN-Verfahren - Eigene Struktur durch hierarchische Ebenen, kein klassischer Lösungsalgorithmus vorhanden 
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5.2 Vergleich der Lösungsalgorithmen  Die zuvor durchgeführte Potentialanalyse lässt sich ableiten, dass es vier Verfahrensgruppen mit den entsprechenden Lösungsalgorithmen gibt. Auf dieser Grundlage wird in diesem Ab-schnitt ein Vergleich hinsichtlich der Vor- und Nachteile der einzelnen Gruppen sowie der Lösungsalgorithmen durchgeführt.  
In der detaillierten Betrachtung des Gradienten-Verfahrens ergibt sich eine schnelle und ein-fache numerische Umsetzung. Dem gegenüber steht eine schlechtes Konvergenzverhalten bei komplexen und umfangreichen Zielfunktionen. Die numerische Umsetzung des Trust-Region-Verfahrens ist im Vergleich zum G-Verfahren aufwändiger und benötigt eine weitere Minimierung eines Unterproblems zum Lösen des Optimierungsproblems. Dieses macht die Berechnung aufwändiger. Dem gegenüber steht das gute Konvergenzverhalten aufgrund des verwendeten Vertrauensbereichs. Die Lösung der kleinsten Quadrate besitzt aufgrund der Minimierung der Residuumsfunktion und der benötigten Optimalitätsbedingung der ersten Ordnung eine numerisch stabile Lösung. Des Weiteren wird keine rechenintensive Bildung der Hessematrix benötigt. Nachteil ist, dass der Startparametersatz bereits dicht am Minimum liegen muss. 
In der Betrachtung der ersten drei Gruppen und deren Lösungsalgorithmen ergibt sich eine Schnittmenge von einzelnen Algorithmen. Diese Schnittmenge beruht auf dem grundlegen-den Prinzip des Newton-Verfahrens (N-Verfahrens) (s. Kapitel 2.5.2). Ein weiterer Vorteil die-ser Lösungsalgorithmen liegt in der klassischen Struktur des Optimierungsalgorithmus sowie der leichten Anpassung und Erweiterung der einzelnen Algorithmen auf weitere Problem-stellungen. 
Die vierte Verfahrensgruppe basiert auf einer gänzlich abweichenden Struktur. In dieser Struktur wird eine Schicht- / Ebenenstruktur verwendet. Diese Struktur benötigt einen großen Aufwand in der Ermittlung der einzelnen Schichten zwischen der Eingangs- und Ausgabe-schicht. Des Weiteren wird zur Ermittlung des Ergebnisses eine aufwändige Trainingsphase des neuronalen Netzes benötigt. Ein weiterer Nachteil ist die aufwändige und kostenintensive Ermittlung ausreichender Inputparameter für die Trainingsphase. Ein Vorteil des Optimie-rungsalgorithmus liegt in dem Zusammenhang zwischen der Genauigkeitserhöhung und der Anzahl der verwendeten Trainingsinputparameter.  
In der nachfolgenden Tabelle 5-2 wird eine Auflistung der Vor- und Nachteile der einzelnen Verfahrensgruppen sowie eine Bewertung bezüglich des in dieser Arbeit verwendeten  mathematischen Modells aufgezeigt. Unter der Bewertung der numerischen Umsetzung wird der Aufwand der allgemeinen Umsetzung in einer Programmiersprache verstanden.  Die Stabilität bildet das ungewollte numerische Aufschwingen beim Suchen des Minimums sowie die Empfindlichkeit in der Änderung des Startparameters ab. Die Anpassung an neue oder komplexere mathematische Modelle wird in der letzten Spalte der Bewertung  abgebildet.  
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Tabelle 5-2: Bewertung der Lösungsalgorithmen der Potentialanalyse  
Verfahren Lösungsalgorithmus Bewertung 

Numerische Umsetzung Stabilität Anpassung an weitere  mathematische Modelle Genauigkeit des  Ergebnisses 
Gradienten 

Steilster Abstieg Sehr gut Schlecht Gut Gut 
Newton Sehr gut Ausreichend Gut Gut 

Wolfe-Bedingungen Sehr aufwändig Gut Aufwändig Sehr gut 
Trust-Region Newton Aufwändig Sehr gut Aufwändig Sehr gut 

Dogleg Aufwändig Sehr gut Aufwändig Gut 
Kleinste Quadrate Gauß-Newton Sehr gut Sehr gut Sehr gut Sehr gut 

Levenberg-Marquardt Sehr gut Sehr gut Sehr gut Sehr gut 
Neuronale Netze Mehrere Ebenen Aufwändig Sehr gut Aufwändig Gut 

Bewertung in vier Ebenen: schlecht / sehr aufwändig, aufwändig / ausreichend, gut und sehr gut.  
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Auf der Grundlage der Bewertung der einzelnen Lösungsalgorithmen für das im Kapitel 4.4 entwickelten mathematischen Modells wird sich für die nachfolgenden Lösungsalgorithmen entschieden. Bei der Entscheidungsfindung der beiden finalen Lösungsalgorithmen wird ein besonderes Augenmerk auf die Anpassung neuer mathematischer Modelle, die Nachvoll-ziehbarkeit des Lösungswegs der einzelnen Iterationen und die Stabilität der numerischen Berechnung gelegt.  
Trust-Region Verfahren 
Das Trust-Region-Verfahren wird aufgrund der Modifizierung des Newtons mit dem  Vertrauensbereich und der damit einhergehenden Steigerung der Genauigkeit, Stabilität und Minimierung der Iterationen bis ins gesuchte Minimum verwendet. Des Weiteren kann eine hohe Güte in den Ergebnissen erzeugt werden. 
Gauß Newton-Verfahren 
Das Gauß Newton-Verfahren wird aufgrund seiner einfachen Modifizierbarkeit an neue ma-thematische Modelle sowie seiner sehr guten Interpretation der einzelnen Iterationen ver-wendet. Zudem lassen sich mit kleinen Anpassungen weiter numerische Stabilisationen und besondere Eigenschaften in der Minimierung umsetzen.  
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6 Umsetzung und Implementierung  
In den nachfolgenden Kapiteln wird die numerische Umsetzung der ausgewählten  Algorithmen und der zugehörigen Teilberechnungen erläutert. Im letzten Abschnitt wird die experimentelle Datenaufnahme betrachtet. Die Datenaufnahme gliedert sich in den  Versuchsaufbau mit dem entwickelten Kalibrierkörper und der Entwicklung einer geeigneten Messstrategie.  
6.1 Integration und Lösung in MATLAB Die Struktur des entwickelten Algorithmus besteht aus mehreren Unterfunktionen. Aufgrund der gewählten Struktur aus einzelnen Unterfunktionen wird ein übersichtlicheres, nachvoll-ziehbares und änderungsfreundlicheres Skript ermöglicht. Die allgemeine Struktur des  Optimierungsskriptes gliedert sich in drei Bereiche. In dem ersten Bereich befindet sich ein Kommentarblock, in welchem der Ersteller und wichtige Informationen zum Optimierungs-skript oder zur Unterfunktion enthalten sind. In diesen Informationen wird auf die Grenzen des Skriptes sowie die benötigten Inputparameter eingegangen. In dem zweiten Abschnitt werden die für die Berechnung benötigten globalen Variablen für die verwendeten Funktio-nen definiert. Des Weiteren werden in diesem Abschnitt alle geöffneten Fenster geschlossen und alle definierten Variablen gelöscht, um einen sicheren und stabilen Ablauf des Optimie-rungsskriptes zu gewährleisten. Im letzten Abschnitt werden die zum Durchlaufen des Opti-mierungsalgorithmus benötigten Schleifen und Unterfunktionen definiert. Eine schematische Darstellung der einzelnen Bereiche wird in der nachfolgenden Tabelle 6-1 gezeigt. 
Tabelle 6-1: Schematische Struktur des entwickelten Optimierungsskriptes mit den zugehörigen Bereichen  

Bereich „1“ %% *********************************************************************** % Ersteller: Christoph Scholl % Datum: 01.05.2019 % Arbeitsbereich: Masterthese  % Inhalt: Schematische Darstellung einer Optimierungsskriptes mit den drei %        Bereichen % Besonderheiten: Nur eine schematische Darstellung  %% *********************************************************************** 

Bereich „2“ %%************************************************************************ clear all           %Löschen aller Daten  close all           %Schließen aller Fenster  clc                 %Alles säubern  format longG        %Ausgabeformat  % Globale Daten des Optimierungsalgoritmus  [P1, P2, P3, XS, XP] = IMPORT_Daten(); MaxIter = 250; mse_old = [0; 0; 0; 0]; tol = 1.e-20; %%***********************************************************************    
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Bereich „3“ %% Berechnung ********************************************************** for k = 1:MaxIter  % ---------------------------------------------------------------------  %  Funktion "1"  % ---------------------------------------------------------------------        [X,Y,Z] = Func_1(P1,P2,P3,XS,XP);    % ---------------------------------------------------------------------  %  Funktion "2"  % ---------------------------------------------------------------------        [Alpha,Betta,Gamma,err] = Func_2(X,Y,Z);    % ---------------------------------------------------------------------  %   Erzeugung des Abbruchkriteriums bei Unterschreitung der Toleranz  % ---------------------------------------------------------------------     if (abs(err) <= tol)         break     end end   

Aufgrund dieser entwickelten Struktur können Anpassungen und Optimierungen in den ein-zelnen Unterfunktionen vorgenommen werden, ohne den bestehenden Optimierungsalgo-rithmus zu verändern. Um einen weiteren Optimierungsalgorithmus auf die bestehende Struktur anzuwenden, wird nur der Austausch des dritten Bereiches mit dem neuen Algorith-mus benötigt. Aufgrund der zur Ausführung der Funktionen benötigten Inputparameter und der definierten Outputparameter werden nur die benötigten Variablen im Workspace  hinterlegt. Diese Eigenschaft ermöglicht die genaue Definition der auszugebenden Variablen und reduziert damit den benötigten Speicherplatz. Die angeführte Struktur für den Lösungs-algorithmus wird in den Unterfunktionen gleichwertig umgesetzt.  
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6.1.1 Import und Datenstruktur  Um die gemessenen Inputparameter in eine Struktur zu bringen, wird die nachfolgende Funktion aufgestellt. In dieser Funktion werden alle Daten, die als Inputparameter des  Minimierungsalgorithmus benötigt werden, strukturiert und mit einer fest definierten Variab-le versehen.  
Die pro Messungen ݅ gewonnenen Roboterposen ଵ,𝑖 und gemessenen Vektoren ݔௌ,𝑖 werden in der Funktion zu einer Matrix zusammengeführt. In der Matrix ܲͳ werden die einzelnen Po-sen als Spaltenvektor hintereinander strukturiert (Formel (6-1)). Aufgrund der [6x1] Größe der Posen ergibt sich eine Matrixgröße von [6xi]. Die zugehörigen Vektoren ݔௌ,𝑖 werden als Spaltenvektoren in einer Matrix 𝑋ܵ hintereinander angeordnet (Formel (6-2)).  In der Betrachtung der Vektorgröße von [4x1] ergibt sich eine Matrixgröße von [4xi].  

ܲͳ = ଵ,ଵ] …   ଵ,ଶ [ଵ,𝑖 =
[  
   
ଵ,ଵݔ ڮ ଵ,ଵݕଵ,𝑖ݔ ڮ ଵ,ଵݖଵ,𝑖ݕ ڮ ଵ,ଵܣଵ,𝑖ݖ ڮ ଵ,ଵܤଵ,𝑖ܣ ڮ ଵ,ଵܥଵ,𝑖ܤ ڮ   [ଵ,𝑖ܥ

     (6-1) 

𝑋ܵ = ௦,ଵݔ]  …    ௦,ଶݔ [௦,𝑖ݔ = ௦,ଵݔ]  ڮ ௦,ଵݕ௦,𝑖ݔ ڮ ௦,ଵݖ௦,𝑖ݕ ڮ ௦,𝑖ͳݖ ڮ ͳ ] (6-2)  
Die Startpose für die homogene Transformationsmatrix ௌܶிwird in der Variablen ܲʹ definiert und besitzt die Größe [6x1]. In der Betrachtung der linken Seite der Gleichung (4-1) ergibt sich eine Pose (ܲ͵ሻ für die homogene Transformationsmatrix  ܶ𝐴 und ein Vektor 𝑋 ′ .  Die Größe der Pose ist [6x1] und die des Vektors ist [4x1] (s. Kapitel 2.1.2).  
Zur Initialisierung der Funktion werden keine zusätzlichen Parameter benötigt.  Das entwickelte MATLAB-Skript zum Importieren der Messdaten in den Minimierungsalgo-rithmus ist im Anhang C1 hinterlegt.  
6.1.2 Umrechnung von Posen in homogene Transformationsmatrizen Im Nachfolgenden wird auf die Umsetzung der im Stand der Technik beschriebenen  Umrechnung von Posen in homogene Transformationsmatrizen eingegangen. Das entwickel-te Skript ist in einer Funktion geschrieben. Zur Initialisierung der Funktion zur Umrechnung einer Pose in eine homogene Transformationsmatrix wird ein Zeilenvektor / Pose  mit sechs Einträgen benötigt. Diese sechs Inputparameter stellen die klassischen Poseneinträge dar.  Die ersten drei Werte stellen die Translation in x-, y- und z-Achse dar. An der vierten Stelle wird der Rotationswinkel  ܣ ⁄ߙ  um die z-Achse, an der fünften Stelle wird der Rotationswinkel ܤ ⁄ߚ  um die y-Achse und an der letzten Stelle wird der Rotationswinkel ܥ ⁄ߛ  um die x-Achse abgebildet. Da die Multiplikation der Rotationsmatrizen nicht kommutativ ist wird die RPY-Definition verwendet (s. Kapitel 2.1.2).  



6 Umsetzung und Implementierung 

45 

Die allgemeine Umrechnung einer Pose in eine homogene Transformationsmatrix wird durch die Multiplikation der einzelnen Translationsmatrizen und Rotationsmatrizen umgesetzt (Formel(6-3)). Das zur Umsetzung entwickelte MATLAB-Skript zum Umrechnen einer Pose in eine homogene Transformationsmatrix wird im Anhang C2 hinterlegt.  ்ܪ = ܶ ∗ ܴ =  ௭ܶሺݐ௭ሻ ∗ ௬ܶ(ݐ௬൯ ∗ ௫ܶሺݐ௫ሻ ∗ ோܶ௭ሺܥሻ ∗ ோܶ௬ሺܤሻ ∗ ோܶ௫ሺܣሻ (6-3) 
௫ܶሺݐ௫ሻ = ܧ] ሺݐ௫  Ͳ Ͳሻ்Ͳ ͳ ]  (6-4) 
௬ܶ(ݐ௬൯ = ܧ] (Ͳ ݐ௬  Ͳ൯்Ͳ ͳ ] (6-5) 
௭ܶሺݐ௭ሻ = ܧ] ሺͲ Ͳ ݐ௭ሻ்Ͳ ͳ ] (6-6) 

ோܶ௫ሺܥሻ = [ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ ݏܿ ܥ ܥ݊݅ݏ− ͲͲ ݊݅ݏ ܥ ݏܿ ܥ ͲͲ Ͳ Ͳ ͳ]     (6-7) 

  ோܶ௬ሺܤሻ = [ ݏܿ ܤ Ͳ ݊݅ݏ ܤ ͲͲ ͳ Ͳ Ͳ−ܤ ݊݅ݏ Ͳ ݏܿ ܤ ͲͲ Ͳ Ͳ ͳ] (6-8) 

ோܶ௭ሺܣሻ = ݏܿ] ܣ ݊݅ݏ− ܣ Ͳ Ͳ݊݅ݏ ܣ ݏܿ ܣ Ͳ ͲͲ Ͳ ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͳ] (6-9) 
 
6.1.3 Berechnung des Residuums  In bestimmten Minimierungsalgorithmen wird zur Einschätzung der Lösung eine  Umschreibung des Problems benötigt. Dieses wird in einem Gauß-Newton-Minimierungsalgorithmus durch die Summe der kleinsten Quadrate umgesetzt. Im Nach-folgenden wird die in der Arbeit verwendete Form der nichtlinearen kleinsten Quadrate  betrachtet und numerisch umgesetzt. Zu jeder Messung ݅ wird ein Residuum ߝ𝑖 berechnet. Aufgrund des verwendeten mathematischen Modells ergibt sich ein Vektor der Größe [4x1] (Formel (6-10)). Aus den einzelnen Residuen werden die nichtlinearen kleinsten Quadrate ߝ ̅gebildet (Formel (6-11)). Als Ausgabevariable wird der Residuumsvektor ߝ aus allen Residuen mit der Größe [(4*i)x1] und der Vektor ߝ ̅mit der Größe [4x1] definiert. ߝ = ( �ܶ�ி ∗ ிܶௌ ∗ ௌ൯ݔ − (  ܶ𝐴 ∗  ൯ (6-10)   ݔ

̅ߝ = ͳʹ∑ߝ𝑖ଶ 
𝑖=ଵ  (6-11) 
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Zur Initialisierung der Funktion zur Berechnung der Residuen und den nichtlinearen kleinsten Quadraten werden die Parameter [ܲͳ, ܲʹ, ܲ͵, 𝑋ܵ, 𝑋ܲ] aus der Importfunktion benötigt  (s. Kapitel 6.1.1). Das zur Umsetzung entwickelte MATLAB-Skript zur Berechnung des Residu-ums ist im Anhang C3 hinterlegt. 
6.1.4 Berechnung der Jacobi-Matrix  Zur Bestimmung der Schrittweite wird in ausgewählten Minimierungsalgorithmen die Jacobi-Matrix des mathematischen Modells benötigt. In der Definition der Jacobi-Matrix werden die einzelnen partiellen Ableitungen der Zielfunktion benötigt (Formel (6-12) und (6-13)). 

ܨ = ൮ ଵ݂݂ଶ݂ڭ𝑖) (6-12) 

ሻ࢞ሺܬ =  [  
  ߲ ଵ݂߲ݔଵ ڮ ߲ ଵ݂߲ݔڭ ⋱ ߲ڭ ݂߲ݔଵ ڮ ߲ ݂߲ݔ]  

   (6-13) 
Die numerische Umsetzung der Jacobi-Matrix wird mittels der Finite Differenzen Methode (FDM) realisiert. In der numerischen Umsetzung wird die Zielfunktion in eine Differential-gleichung mit Grenzwertbetrachtung überführt (Formel (6-14)). Daraus lassen sich  verschiedene Differenz-Methoden ableiten. Im Nachfolgenden wird die Vorwärts-Differenzen Methode detaillierter betrachtet. Zur Umsetzung der Differenzen Methode wird eine  Definition einer Schrittweite ℎ benötigt. Aufgrund dieser Schrittweite kann eine partielle  Ableitung der Zielfunktion bestimmt werden. Bei der Umsetzung wird der Funktionswert ݂ሺݔ + ℎሻ von dem Funktionswert ݂ሺݔሻ subtrahiert und durch die Schrittweite ℎ dividiert  (Formel (6-15)).  ߲݂߲ݔ = limℎ→ ݂ሺݔ + ℎሻ − ݂ሺݔሻℎ   (6-14) 

ݔ߲݂߲ = ݂ሺݔ + ℎሻ − ݂ሺݔሻℎ  (6-15)  
Aus jeder gemessenen Roboterposition ݅ ergibt sich eine Jacobi-Matrix ܬ𝑖 mit der Größe [4x6]. Für die Ausgabeparameter der Funktion werden die Jacobi-Matrizen untereinander in einem Vektor angeordnet. Der so entstehende Jacobi-Vektor besitzt ein Größe von [(4*i)x6]. 
Zur Initialisierung der Funktion zur Berechnung der Jacobi-Matrix werden die Parameter [ܲͳ, ܲʹ, ܲ͵, 𝑋ܵ, 𝑋ܲ] aus der Importfunktion benötigt (s. Kapitel 6.1.1). Das zur Umsetzung entwickelte MATLAB-Skript zur Berechnung der Jacobi-Matrizen ist im Anhang C4  hinterlegt. 
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6.1.5 Hand-Auge-Kalibrationsalgorithmus mittels Gauß-Newton-Verfahren Die in dieser Arbeit entwickelte Struktur des Gauß-Newton-Verfahrens basiert auf der  allgemeinen Gauß-Newton Struktur (s. Kapitel 2.5.3). Die entwickelte Struktur wird aufgrund der spezifischen Eigenschaft des mathematischen Modells geringfügig modifiziert. Diese  Modifikation basiert auf der Eigenschaft der Umrechnung von Posen in homogene  Transformationsmatrizen.  
Die Anpassung der Struktur basiert auf der Übergabe der Inputparameter. Diese werden als einzelne Posen (ଵ,𝑖, ଶ , ,ଷ ൯ und Vektoren (ݔௌ𝑖 ,   .൯ der jeweiligen Messungen ሺ݅ሻ über-geben. Die Umrechnung der Posen in äquivalente homogene Transformationsmatrizen wird in der Schleife des Gauß-Newtons durchgeführt. Durch diese Übergabe kann eine Pose mit sechs Unbekannten minimiert werden, da bei jedem weiteren Durchlaufen der Schleife ein neues Gleichungssystem erzeugt wird. Diese Art der Modifizierung ist auf die Minimierung der gesuchten Parameter zurückzuführen. Des Weiteren wird eine Mehrdeutigkeit in einer theoretisch bestimmten finalen homogenen Transformationsmatrix vermieden  ݔ
Die Umsetzung des modifizierten Gauß-Newton-Algorithmus ergibt die nachfolgende  Struktur zur Minimierung des mathematischen Modells (s. Kapitel 4.4) (s. Gleichung (4-3)). Der umgesetzte Minimierungsalgorithmus mit dem entwickelten Gauß-Newton-Algorithmus ist im Anhang C5 hinterlegt. Die in dem Minimierungsalgorithmus benötigten Unter-funktionen werden in den Kapiteln 6.1.1 bis 6.1.4 erläutert.  
Um in einem zweiten Schritt der Optimierung die Pose  𝟑 zusätzlich zur davor ermittelten Pose    umzusetzen, wird das untenstehende Skript im Allgemeinen um eine weitere Zeile und um ein weiteres Abbruchkriterium erweitert. Diese Erweiterung bewirkt das Optimieren eines mathematischen Modells mit zwei Posen und 12 unbekannten Variablen.  
Algorithmus: Modifiziertes Gauß-Newton-Verfahren Input:   ,;   ;  𝟑;  ࢞  ; ;  ࢞  ݆௫; ;݈ݐ ߳ௗ; ݅ = ݇ for            ݊݁݃݊ݑݏݏ݁ܯ ℎ݈ܽݖ݊ܣ = ͳ ∶ ݆௫           ࢞ = ,,  ]     ,  𝟑,  ࢞ , +ଵ            ்[  ࢞ =    + 𝒅                   𝝐 = ଵଶ  ∑ ൯ଶ࢞)𝑖ܨ = ଵଶ  ∑ 𝜺𝑖ଶ 𝑖ೌೣ𝑖=ଵ  𝑖ೌೣ𝑖=ଵ                    𝒅 = −ቆ݇࢞)ܬ൯ܶ݇࢞)ܬ൯ቇ−ͳ ൯           if ‖𝝐݇࢞)ܨ൯݇࢞)ܬ − 𝝐𝒐𝒅‖  𝒅brake           end  𝝐𝒐                   ݈ݐ = 𝝐   end 
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6.1.6 Hand-Auge-Kalibrationsalgorithmus mittels Trust-Region-Verfahren Für die Erstellung des Skriptes für das Trust-Region_verfahren wird auf die Toolbox der  Software MATLAB zurückgegriffen. In der Toolbox befinden sich zwei Abwandlungen des Trust-Region-Verfahrens. Dieses wird in das klassische Trust-Region und das Trust-Region-Dogleg unterteilt.  
Zur Minimierung des in der Arbeit entwickelten mathematischen Modells wird das klassische Trust-Region-Verfahren von MATLAB verwendet (s. Kapitel 2.5.4). Dabei wird die zu  minimierende Zielfunktion in einer abweichenden Form der zuvor verwendeten Struktur des Gauß-Netwons verwendet. Das mathematische Modell wird nicht in Form von Posen (ଵ,𝑖, ଶ , ,ଷ ൯ als Inputparameter definiert, sondern als deren äquivalenten homogenen Trans-formationsmatrizen ( �ܶ�ி𝑖,  ܶ𝐴, ிܶௌ ൯. 
Die in der Software MATLAB hinterlegte Struktur zum Minimieren des mathematischen  Modells wird in der nachfolgenden Struktur schematisch abgebildet. [PLB2012b, Ste2018] Dabei wird das zu minimierende Problem in einem Subproblem approximiert unter gleich-zeitiger Berücksichtigung des Vertrauensbereiches ߜ. Anhand der berechneten Güte der  Approximation wird der Trust-Region-Radius ሺݐ+ଵሻ des nächsten Schrittes bestimmt. Dieses Vorgehen wird solange wiederholt, bis das Abbruchkriterium erfüllt ist. 
Die Ansteuerung der MATLAB-Optimierungs-Toolbox zur Ausführung des implementierten Trust-Region-Verfahrens zur Minimierung des in dieser Arbeit entwickelten mathematischen Modells ist im Anhang C6 hinterlegt. 
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Algorithmus: Schematisches Trust-Region-Verfahren / MATLAB  Input:   ,;   ;  𝟑;  ࢞  ; ;  ࢞ ;݈ݐ ߳ௗ; ݅ = ;݊݁݃݊ݑݏݏ݁ܯ ℎ݈ܽݖ݊ܣ ௧௨௦௧ߜ , ݇ = Ͳ            ̌ݐ; ;ሻݏݑ ሺܴܽ݀݅ݐ 𝜂 ߳ [Ͳ, ଵସሻ  while ‖݂ሺ࢞ሻ‖ > ݔ)݂ ݊݅݉                       ݈ݐ + ൯ݔߜ = ݉ሺݔߜሻ:= ଵଶ ࢞ߜ൯࢞)ଶ்݂࢞ߜ + ࢞ߜ൯்࢞)݂ + ݎ                       ൯࢞)݂ = (௫ೖ൯−ሺ௫ೖ+ఋೖሻೖሺሻ−ೖሺఋೖሻ                       if ݎ < ଵସ                   ݐ+ଵ = ଵସ ݎ ‖ଶ           else                    ifߜ‖ > ଷସ & ‖ߜ‖ଶ = +ଵݐ                           ݐ = min {ʹݐ, +ଵݐ                            else                   {ݐ̌ = ݎ                    end            end             ifݐ > 𝜂                   ݔ+ଵ = ݔ + +ଵݔ                                elseߜ = ݇             endݔ = ݇ + ͳ   end  
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6.2 Theoretische Betrachtung einer definierten Potenzfunktion  Für eine Visualisierung der Ergebnisse des Minimierungsalgorithmus und zur Verifizierung der richtigen Umsetzung wird eine Potenzfunktion eingeführt (Formel (6-16)). Aufgrund der visuellen Darstellbarkeit hängt die Funktion von zwei Variablen ሺݔଵ,  .ଶሻ ab.  Diese Abhängigkeit ermöglicht eine dreidimensionale Abbildung der Funktionݔ
݂ሺ࢞ሻ =  −ͳͲͲሺݔଵ − ͳሻଶ + ሺݔଶ − ͳሻଶ + ͳ − ʹͲͲሺݔଵ + ͳሻଶ + ሺݔଶ + ʹሻଶ + ͳ (6-16) 

Die Funktion besitzt ein lokales und ein globales Minimum, welches durch einen Sattelpunkt miteinander verbunden sind. Dieser Sattelpunkt liegt niedriger als das normale Niveau der Funktion um die Minima herum (Abbildung 6-1). In der detaillierteren Betrachtung der Funk-tion ergeben sind drei signifikante Stellen, an denen ein Minimierungsalgorithmus eine  Extremstelle erkennen kann. Durch die sich ergebene horizontale Tangente wird in den bei-den Minima und dem Sattelpunkt eine Extremstelle ermittelt. Bei einer reinen Verwendung des Gradienten kann aufgrund der fehlenden Information kein Unterschied zwischen dem Sattelpunkt und den Minima erkannt werden.  

 
Abbildung 6-1: Dreidimensionale Abbildung der Potenzfunktion mit allen Extremstellen Mit der Definition der Hessematrix kann eine weitere Information über die Extremstelle  gewonnen werden. Dabei werden die Information der zweiten partiellen Ableitung der Funk-tion in der Hessematrix anhand der Definitheit betrachtet. Unter der Betrachtung wird ein notwendiges und ein hinreichendes Optimalitätskriterium definiert (Kapitel 2.4.3). Aufgrund dieser Kriterien kann eine definierte Aussage über das gefundene Minimum getroffen  werden. Der sich aus der Funktion ergebene Gradient wird in der nachfolgenden Formel (6-17) abgebildet. Eine Abbildung der Hessematrix ist im Anhang C7 hinterlegt. 
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ሻ࢞ሺ݂ =  [   
 ʹͲͲሺݔଵ − ͳሻሺሺݔଵ − ͳሻଶ + ሺݔଶ − ͳሻଶ + ͳሻଶ  + ͶͲͲሺݔଵ + ͳሻሺሺݔଵ + ͳሻଶ + ሺݔଶ + ʹሻଶ + ͳሻଶʹͲͲሺݔଶ − ͳሻሺሺݔଵ − ͳሻଶ + ሺݔଶ − ͳሻଶ + ͳሻଶ + ͶͲͲሺݔଶ + ʹሻሺሺݔଵ + ͳሻଶ + ሺݔଶ + ʹሻଶ + ͳሻଶ ]   

   (6-17) 
Aus der allgemeinen Definition des Newton-Algorithmus ergibt sich die nachfolgende Struk-tur zur Minimierung der Zielfunktion (Formel (6-16)). Dabei wird der zuvor definierte Gradient (Formel (6-17)) sowie die Hessematrix verwendet.  
 
Algorithmus: lokales Newton-Verfahren  Input: ࢞ ; ݅௫  while ‖݂(࢞൯‖ > 𝜺& < ݅௫           ଶ݂(࢞൯𝒔 +ଵ࢞          ൯࢞)݂− = = ࢞ + 𝒔  end   
Mittels des dargestellten Newton-Algorithmus werden in der nachfolgenden Tabelle die Funktionswerte der Zielfunktion an den einzelnen Extremstellen abgebildet. In der Abbildung 6-2 werden die Höhenlinien der Zielfunktion und die Extremstellen dargestellt. Im Anhang C8 ist das entwickelte Newtonskript hinterlegt. Die zur Ausführung des Newtonskripts benötig-ten Funktionen des Gradienten und der Hessematrix werden im Anhang C9 abgebildet.  

 Numerische Lösung ݂ሺݔሻ ݔଵ ݔଶ 
Sattelpunkt -67,484 0,105 -0,205 

Lokales Minimum -114,425 0,979 0,968 
Globales Minimum -207,159 -0,995 -1,992 
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Abbildung 6-2: Höhenlinien der Potenzfunktion mit allen Extremstellen  
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6.3 Strategie zur Ermittlung von Simulations-Inputargumenten  Um die entwickelten Minimierungsalgorithmen zu testen und die Interpretation des  gefundenen Minimus zu bewerten, wird im Nachfolgenden eine Strategie zur Ermittlung  geeigneter Inputparameter beschrieben.  
Die Überprüfung des entwickelten Minimierungsalgorithmus ist durch die gewonnenen  Inputparameter aus dem realen System nicht ausreichend möglich. Aufgrund der Mess-unsicherheiten und dem Verwenden eines realen Systems wird eine Einschätzung und  Interpretation des Minimierungsergebnisses erschwert. Des Weiteren können bei der  Verwendung der realen Inputargumente systematische Fehler in der Minimierung nur  mühevoll erkannt werden. Diese Problematiken lassen keine genaue Aussage zur korrekten Umsetzung des Minimierungsalgorithmus zu. Um dieses zu verhindern, wird ein System  definiert, welches eine nachvollziehbare Manipulation der einzelnen Koordinatensysteme gewährleistet.  

 
Abbildung 6-3: Ideales System mit einer Drehung um 90° um die y-Achse (A) Das entwickelte System zur eindeutigen und idealen Manipulation der einzelnen Koordina-tensysteme stützt sich auf die Struktur des realen mathematischen Modells. Dabei unter-scheidet sich das ideale System nur in der Ausrichtung der einzelnen Koordinatensysteme zu dem realen System (Abbildung 6-3). In dem definierten System sind alle Transformations-matrizen / Posen und Vektoren bekannt. Die zu minimierende Transformationsmatrix ிܶௌ ist in allen Manipulationen identisch. Zur Ermittlung der einzelnen Inputargumente wird das  Koordinatensystem des Flansches um die Achsen der Aktuatorbasis gedreht (Formel (6-18) bis (6-20)). Bei den Drehungen des Koordinatensystems ergibt sich für jede Drehung eine neue homogene Transformationsmatrix �ܶ�,𝑖ி  und ein zugehöriger Vektor ݔௌ,𝑖 . Die Transfor-mationsmatrix  ܶ𝐴 und der Vektor ݔ   bleiben bei den einzelnen Manipulationen konstant.  
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Drehung um die z-Achse ߙ = ʹʹ,ͷ ∗ ݊} ݐ݅݉     ݊ א  ℤ | ͳ  ݊  Ͷ}  
(6-18) 

Drehung um die y-Achse ߚ = ʹʹ,ͷ ∗ ݊} ݐ݅݉     ݊ א  ℤ | Ͳ  ݊  Ͷ}  
(6-19) 

Drehung um die x-Achse ߛ = ʹʹ,ͷ ∗ ݊} ݐ݅݉     ݊ א  ℤ | ͳ  ݊  Ͷ}  
(6-20) 

Die so definierten Drehungen um die einzelnen Koordinatenachsen der Aktuatorbasis  ergeben die nachfolgenden Posen, welche als Inputparameter des Minimierungsalgorithmus verwendet werden. Aufgrund der einzelnen Drehungen des Koordinatensystems des  Flansches ergeben sich zu jeder definierten Drehung jeweils eine neue Pose ଵܲ,𝑖 und ein  neuer Vektor ݔ௦,𝑖 . Die Transformationsmatrizen / Posen der ிܶௌ / ଶܲ und  ܶ𝐴 / ଷܲ sowie der Vektor ݔ   bleiben unverändert. In der nachfolgenden Tabelle 6-2 werden die Posen ଶܲ, ଷܲ und der Vektor ݔ   sowie die vier beispielhaften Rotationen mit den zugehörigen Posen ଵ,𝑖 und Vektoren ݔ௦,𝑖  dargestellt. Eine detaillierte Auflistung aller Inputparamter für die  simulative Überprüfung der erstellten Minimierungsalgorithmen werden im Anhang C10  hinterlegt.  
Tabelle 6-2: Posen/Vektoren des idealen Systems für die Simulations-Inputargumente Konstante Posen und Vektoren des idealen Systems  

ଶܲ = (  
 ͷͲͷͲ−ͻͲͲ )  

 ; ଷܲ = (  
 ʹͷ−ͷͷͲͲͲ )  

 ; =  ݔ  ቌͷͷͷͳቍ  
Drehung um die z-Achse mit ߙ, ,ߚ ߛ = Ͳ° Drehung um die z-Achse mit ߙ = ͻͲ° 

= ଵ, (  
 ʹͲͷʹͲͲͲͲ )  

 ; xௌ, = ቌ−ͳͷͲ−ͷͳ ቍ ଵ,ఈଽ = (  
 ʹͲͷʹͲͻͲͲͲ )  

ௌ,ଽݔ ;  = ቌ−ͳͷ−ͳͲͷͳ ቍ 
Drehung um die y-Achse mit ߚ = ͻͲ° Drehung um die x-Achse mit ߛ = ͻͲ° 

= ଵ,ఉଽ (  
 ʹͲͷʹͲͲͻͲͲ )  

 ; ௌ,ଽݔ = ቌ ͷͲ−ͷͳ ቍ ଵ,ఊଽ = (  
 ʹͲͷʹͲͲͲͻͲ)  

 ; ௌ,ଽݔ = ቌ −ͷ−ͳͲ−ͷͳ ቍ 
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6.4 Experimentelle Datenaufnahme In den nachfolgenden Unterkapiteln werden die Randbedingungen zur Aufnahme der  benötigten Inputargumente aufgezeigt. Aufgrund der gewonnenen Inputargumente kann das mathematische Modell gelöst werden. Die zur Lösung benötigte Strategie, die Durch-führung und der Kalibrierkörper werden im Nachfolgenden detailliert erläutert. 
6.4.1 Sphärischer Kalibrierkörper Für die Lösung des mathematischen Modells in der Form der Gleichung (4-1) bis (4-3) wird ein Kalibrierkörper benötigt. Dieser ermöglicht eine Zusammenbringung der beiden Rechen-wege. Aus den definierten Dimensionen und der Position des Kalibrierkörpers wird der Vektor ݔ′ festgelegt und der Vektor ݔௌ durch die Sensorinformationen ermittelt. Diese beiden  Informationen sind essenziell zur Lösung des mathematischen Modells. In der nachfolgenden Abbildung 6-4 wird der Kalibrierkörper schematisch dargestellt.  

 
Abbildung 6-4: Schematische Darstellung des Kalibrierkörpers   

Der entwickelte Kalibrierkörper besteht aus einer Grundplatte, einem Schaft und einer Mess-kugel der Firma Saphirwerk AG. Um eine möglichst genaue Positionierung der Messkugel im Raum zu erlangen, wurde eine Grundplatte (200 mm x 200 mm) aus dem Werkstoff S355JR mit einer Dicke von 10 mm verwendet. Eine Ecke der Grundplatte wird auf drei Seiten um einen Millimeter abgefräst, um eine rechtwinklige und ebene Ecke zu erhalten. Für die  Positionierung der Grundplatte auf dem 2-Achs-Positionierer wurde das definierte Bohrbild der Bearbeitungsplatte übernommen. Der Schaft ist aus dem gleichen Material wie die 
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Grundplatte gefertigt und hat einen Durchmesser von 30 mm. Für eine ideale Verbindung zwischen der Grundplatte und der Messkugel sind an beiden Enden M8 Gewinde vorgesehen. Die verwendete Kalibrierkugel mit der Bezeichnung TW DK60.0 GE_M8 besitzt einen Durch-messer von 59,94507 mm. Das Messzertifikat der Kalibration der Messkugel ist im  Anhang C11 hinterlegt.  
Die Verbindung zwischen der Grundplatte und dem Schaft wird durch ein M8 Innengewinde in der Grundplatte und dem M8 Gewindezapfen umgesetzt. Um ein Lösen oder Verstellen der Verbindung zu vermeiden, wird eine Kontermutter am durchgeschraubten Ende des M8 Ge-windezapfens montiert. Am oberen Ende des Schaftes wird die Messkugel auf das M8 Ge-winde geschraubt. Eine feste Montage auf der Demmeler-Bearbeitungsplatte, welche sich auf dem 2-Achs-Positionierer befindet, wird mithilfe der von Demmelersytstem vorgesehenen Anschlag / Absteckbolzen und des übernommenen Lochbildes realisiert (Abbildung 6-5). 

 
Abbildung 6-5: Befestigung des Kalibrierkörpers auf dem 2-Achs-Positionierer Aufgrund von Fertigungs- und Montagetoleranzen wird eine Vermessung des montierten Kalibrierkörpers benötigt. Durch die Vermessung des Kalibrierkörpers kann eine ausreichend genaue Lageposition der Messkugel zur Grundplatte ermittelt werden. Die Vermessung des Kalibrierkörpers wird auf einer 3D-Koordinatenmessmaschine X0 107 3D der Firma Wenzel durchgeführt. Aufgrund der verwendeten Messmaschine kann eine Genauigkeit von bis zu 1,7 ݉ߤ erreicht werden (s. Anhang C12). Um die Lage der Messkugel im Raum zu bestimmen, wird eine taktile Messung vorgenommen. Zur Bestimmung des Vektors ݔ   wird die gefräste Ecke an der Grundplatte taktil vermessen. Durch die so definierten drei Ebenen wird durch deren Schnittpunkt die Lage der Grundplattenecke bestimmt. Anhand der gewonnenen  Lagepositionen der Grundplattenecke und dem Mittelpunkt der Messkugel im Raum wird der Vektor ݔ   definiert. Der Wert des Vektors ݔ  wird in der nachfolgenden Tabelle 6-3 darge-stellt. Des Weiteren werden die theoretischen Werte mit den realen Messergebnissen (s. An-hang C13) und deren Differenz abgebildet. Die angegebenen Winkel und Längen beziehen sich auf das Grund-platten-Koordinatensystem. (Abbildung 6-4) 

Absteckbolzen Kalibrierkörper  
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Tabelle 6-3: Vergleich der theoretischen und realen Kalibrierkörperabmessungen und Positionen der KS  Lage Messkugel-KS ሺݖ  ݕ  ݔ  ሻ் Vektorbetrag [mm] ‖ݔ ‖ Winkel zum Grundplatten-KS [°] 
Durchmesser der Kalibrierkugel [mm] 

CAD-Modell (ͳͲͲ,ͲͲͳͲͲ,ͲͲͳͺͳ,ͲͲ) ʹʹͻ,ͻ  (Ͷ,ͳͻʹͳͶ,ͳͻʹͳ͵ͺ,ͲͲͳ) Ͳ,ͲͲ 
Reales-Modell ( ͻͺ,ͷͶͳͷͻͻ,ͻͳͷͳͺͳ,ͲͲ) ʹʹͻ,ͷͲͶͻ (Ͷ,ͷʹͶ,ͳͻʹͲ͵,ͻͷ) Ͳ,ͷͷͶͳ 

Differenz ( ͳ,ͶͷͺͷͲ,Ͳͺ͵ͷ−Ͳ,ͲͲ) Ͳ,ͳͻʹ (−Ͳ,͵ͺͲͲ,ͲͲͳͲͲ,͵Ͳʹ ) Ͳ,ͷͷͶͳ 
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6.4.2 Vermessungsstrategie Im Nachfolgenden wird die in dieser Arbeit entwickelte Vermessungsstrategie erläutert. Auf-grund dieser Strategie werden unterschiedliche und unabhängige Inputargumente erzeugt. Die Qualität der Inputargumente ist zum Lösen des mathematischen Modells ausschlagge-bend.  
Die zur Lösung des mathematischen Modells benötigten Inputparameter werden durch das Vermessen der Kalibrierkugel mittels des Triangulationssensors erzeugt. Um das mathemati-sche Modell zu lösen, werden mehrere Messungen benötigt (s. Kapitel 4.4.2). Um in den er-zeugten Inputparametern keine doppelten Informationen einzubringen und damit Singulari-täten im Lösungsalgorithmus zu erzeugen, wird eine Vermessungsstrategie mit möglichst unterschiedlichen Achsstellungen des Roboters entwickelt.  
Um eine visuelle Darstellung der Vermessungsstrategie zu erhalten, wird die Ausrichtung des Koordinatensystems der Aktuatorbasis in die Kalibrierkugel übertragen. Die Beschreibung der Vermessungsstrategie bezieht sich auf das Koordinatensystem der Kalibrierkugel. Aufgrund der übertragenen Orientierung des Koordinatensystems in die Kalibrierkugel und der Lage der beiden Systemkomponenten zueinander, wird eine Übertragbarkeit auf andere Roboter-modelle und Anordnungen ermöglicht. Der Blickwinkel zur Visualisierung der Vermessungs-strategie wird vom Roboter zur Kalibrierkugel definiert. 
Aufgrund der maximalen Verstellung der einzelnen Roboterachsen und der Mindestanzahl an Messungen wird der Sensor / die Messlinien um jeweils 22,5° gedreht. Diese Drehungen  werden um die ݔ- und ݕ-Achse sowie um die ݔ∗- und ݕ∗-Achse des um ߙ gedrehten  Koordinatensystems ausgeführt. Mittels des positiven Drehsinns wird ein Definitionsbereich der Drehungen um die ݔ, ,ݕ ߙ  .Aus der Definition ergeben sich pro Achse neun unabhängige Messungen. Im Gesamten betrachtet kann mittels dieser Definition eine maximale Anzahl von 36 unabhängigen Messungen mit maximalen Verstellwinkeln der einzelnen Roboterachsen erzeugt werden (s. Definition (6-21) bis (6-25)). Jede Messung ergibt drei neue Inputargumente (x, y, z-Koordinate des Mittelpunktes der Messkugel) für den Lösungsalgorithmus .(Abbildung 6-6) (∗ݕ und -∗ݔ) durchgeführt, wodurch dann das gedrehte Koordinatensystem erzeugt wird 45° = ߙ Achsen von -90 bis + 90° festgelegt. Die Drehung um die z-Koordinatenachse wird einmal um den Winkel -∗ݕ ݀݊ݑ∗ݔ = Ͷͷ° (6-21) ߚ = ʹʹ,ͷ ∗ ݊} ݐ݅݉     ݊ א  ℤ | − Ͷ  ݊  Ͷ} (6-22) ߚ∗ = ʹʹ,ͷ ∗ ݊} ݐ݅݉     ݊ א  ℤ | − Ͷ  ݊  Ͷ} (6-23) ߛ = ʹʹ,ͷ ∗ ݊} ݐ݅݉     ݊ א  ℤ | − Ͷ  ݊  Ͷ} (6-24) ߛ∗ = ʹʹ,ͷ ∗ ݊} ݐ݅݉     ݊ א  ℤ | − Ͷ  ݊  Ͷ} (6-25)  
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Abbildung 6-6: Definierte Messwinkel und Koordinatensysteme für die Vermessungsstrategie  In der nachfolgenden Abbildung 6-7 wird eine schematische Darstellung einer Messung, die sich um die x-Achse mit dem Winkel ߛ = Ͷͷ° gedreht ist, aufgezeigt.  

 
Abbildung 6-7: Schematische Darstellung einer Messung, die um 45° um die x-Achse gedreht ist  
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6.4.3 Aufnahme der benötigten Inputargumente  Die Aufnahme der einzelnen Messungen aus der zuvor erläuterten Vermessungsstrategie  (s. Kapitel 6.4.2) wird anhand des physikalischen Modells (s. Kapitel 4.2) durchgeführt. Im nachfolgenden Kapitel wird auf die Erzeugung einzelner Messwerte und Transformations-matrizen eingegangen. Die so gewonnenen Daten aus dem Kalibrierkörper gelten nur für den einen Messablauf, nach jedem erneuten Zusammenbau und / oder Montage auf dem 2-Achs-positionierer, müssen die Vektoren und Posen bezüglich des Kalibrierkörpers neu ermittelt werden. 
Transformationsmatrix 𝑻 𝑨 
Der Kalibrierkörper (s. Kapitel 6.4.1) wird auf dem 2-Achs-Positionierer mittels der Absteck-bolzen montiert. Nach der Montage des Kalibrierkörpers auf dem 2-Achs-Positionierer wird unter Zuhilfenahme des Roboters die Position der bearbeiteten Kalibriergrundplattenecke ermittelt.  
Die Ermittlung der Grundplattenecke kann unter Berücksichtigung des bekannten und im Roboter hinterlegten kalibrierten TCP des Bearbeitungskopfes durchgeführt werden. Der ver-wendete Bearbeitungskopf besitzt den TCP 17 mm vor dem Austrittsbereich des Laserstrahls. Durch das reine translatorische Verfahren des Bearbeitungskopfes kann die bearbeitete Grundplattenecke mit dem TCP angefahren werden. Aus der Robotersteuerung lässt sich dann indirekt die homogene Transformationsmatrix in der Form der Pose herauslesen. Mittels des in Kapitel 6.1.2 entwickelten MATLAB-Skriptes zur Umrechnung von Posen in homogene Transformationsmatrizen kann eine ausreichend genaue Bestimmung der Transformations-matrix  ܶ𝐴 ermittelt werden. In der nachstehenden Abbildung 6-8 wird die schematische  Ermittlung der Überlagerung des TCP zur bearbeiteten Kalibriergrundplattenecke aufgezeigt.  

 
Abbildung 6-8: Schematische Darstellung der Positionsermittlung des Kalibrierkörpers und der Matrix 𝑻 𝑨 In der nachfolgenden Tabelle 6-4 wird die ermittelte Pose ଷܲ  und die sich daraus ergebene homogene Transformationsmatrix  ܶ𝐴 dargestellt. 
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Tabelle 6-4: Werte des Inputparameters 𝑻 𝑨; Pose und homogene Transformationsmatrix Pose ଷ  vom der Kalibrierkörpergrundplattenecke 
 = ଷ

(  
 ( ܥ ܤ ܣ ݖ ݕ ݔ 

  = 
(  
 ͳͶ͵Ͳ,ͻͲ −ͻͺ, ͻ͵,Ͷ͵−ʹ,ͺ−Ͳ,Ͳʹ−Ͳ,ͳͷ )  

  
Homogene Transformationsmatrix  ܶ𝐴 

 ܶ𝐴 = ൮ݎଵଵ ଵଶݎ ଶଵݎଵଷݎ ଶଶݎ ଷଵݎଶଷݎ ଷଶݎ ଷଷݎ ௭Ͳݐ௬ݐ௫ݐ Ͳ Ͳ ͳ) =  ൮ Ͳ,ͻͻͺͺ Ͳ,ͲͶͺͷ −Ͳ,ͲͲͲʹ−Ͳ,ͲͶͺͷ Ͳ,ͻͻͺͺ Ͳ,ͲͲʹͲ,ͲͲͲ͵ −Ͳ,ͲͲʹ Ͳ,ͻͻͻͻ ͳͶ͵Ͳ,ͻͲͲͲ−ͻͺ,ͲͲͻ͵,Ͷ͵ͲͲ     Ͳ              Ͳ             Ͳ  ͳ ) 
 
Vektor ࢞   
Der Vektor 𝑋   wird durch das Vermessen des montierten Kalibrierkörpers in einer 3D-Koordinatenmessmaschine X0 107 3D der Firma Wenzel ermittelt. Die Dimension des  Kalibrierkörpers und die Vermessung wird im Kapitel 6.4.1 detailliert erläutert. In der nachfol-genden Tabelle 6-5 werden die Werte des Vektors ݔ   abgebildet.  
Tabelle 6-5: Werte des Inputparameters ࢞  ; Vektor  Bezeichnung  Werte [mm] 

) (௭  ݔ௬  ݔ௫  ݔ) ͻͺ,ͷͶͳͷͻͻ,ͻͳͷͳͺͳ,ͲͲ)  
 ͻ,ͷͲͶͻʹʹ  |  ݔ|

 
Transformationsmatrix 𝑻𝑨𝑭 
Die Bestimmung der homogenen Transformationsmatrix �ܶ�ி wird in jeder definierten Robo-terstellung der Vermessungsstrategie aus der Robotersteuerung ausgelesen (s. Kapitel 6.4.2). Die ausgelesene Stellung des Flansch-Koordinatensystems wird als Pose ausgegeben. Diese Posen werden mit dem entwickelten MATLAB-Skript aus dem Kapitel 6.1.2 in eine äquivalente homogene Transformationsmatrix umgerechnet. Im Nachfolgenden werden vier beispielhafte Posen und deren Transformationsmatrizen bei einer positiven Rotation von 45° um die x-, y-, 
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x* und y*-Achse abgebildet. Eine ausführliche Auflistung aller Posen und Transformations-matrizen erfolgt im Anhang C14.  
Tabelle 6-6:Inputargumente der homogenen Transformationsmatrix 𝑻𝑨𝑭 um 45° gedreht  Pose ଵ௫ସହ und homogene Transformationsmatrix �ܶ�ೣరఱி  

ଵ௫ସହ = 
(  
 (௫ସହܥ௫ସହܤ௫ସହܣ௫ସହݖ௫ସହݕ௫ସହݔ 

  = 
( 
  

 ͳ͵ͻ,Ͷ−͵ͺͲ,ͲͶͳͶͺ͵,ͺͳ−ͻͲ,ͳͶͷ,Ͳ͵−ͻͲ,ͳͺ ) 
  ; �ܶ�ೣరఱி = ቌ−Ͳ.ͲͲʹͲ −Ͳ.ͲͲͳͲ Ͳ.ͻͻͻͻ−Ͳ.Ͳ Ͳ.ͲͶ −Ͳ.ͲͲͲ−Ͳ.ͲͶ −Ͳ.Ͳ −Ͳ.ͲͲʹʹ ͳ͵ͻ.Ͷ−͵ͺͲ.ͲͶͳͶͺ͵.ͺͳ     Ͳ              Ͳ             Ͳ  ͳ ቍ 

Pose ଵܲ௬ସହ und homogene Transformationsmatrix �ܶ�రఱி  
ଵ ௬ସହ = 

( 
  
 (௬ସହܥ௬ସହܤ௬ସହܣ௬ସହݖ௬ସହݕ௬ସହݔ

  = 
( 
  

 ͳͳͳ.ͷͺ−Ͷͳ.ʹͲͳ͵.Ͳ.ͳͶͶͷ.ͲͻͲ.ͳͷ ) 
  ; �ܶ�రఱி = ቌ Ͳ.Ͳ͵ Ͳ.Ͳͺ Ͳ.ͲͲͲͷͲ.ͲͲͳ −Ͳ.ͲͲͲͺ −Ͳ.ͻͻͻͻ−Ͳ.Ͳͺ Ͳ.Ͳ͵ −Ͳ.ͲͲͳͺ ͳͳͳ.ͷͺ−Ͷͳ.ʹͲͳ͵.     Ͳ              Ͳ             Ͳ  ͳ ቍ 

Pose ଵܲ௫∗ସହ und homogene Transformationsmatrix �ܶ�ೣ∗రఱி  
ଵ௫∗ସହ = 

(  
 (௫∗ସହܥ௫∗ସହܤ௫∗ସହܣ௫∗ସହݖ௫∗ସହݕ௫∗ସହݔ 

  = 
( 
  

 ͳͷͻͳ.Ͳ͵−͵Ͷͳ.ͻʹͳͶͻ͵.ͻ−ͳ͵ͷ.ͳ͵ͶͶ.ͻͻ−ͻͲ.ʹͲ ) 
  ; �ܶ�ೣ∗రఱி = ቌ−Ͳ.ͷͲͳ͵ Ͳ.Ͷͻͺͷ Ͳ.Ͳʹ−Ͳ.Ͷͻͺͺ Ͳ.ͷͲͳʹ −Ͳ.Ͳͻ−Ͳ.Ͳͻ −Ͳ.Ͳʹ −Ͳ.ͲͲʹͷ ͳͷͻͳ.Ͳ͵−͵Ͷͳ.ͻʹͳͶͻ͵.ͻ     Ͳ              Ͳ             Ͳ  ͳ ቍ 

Pose ଵܲ௬∗ସହ und homogene Transformationsmatrix �ܶ�∗రఱி  
ଵ௬∗ସହ = 

( 
  
 (௬∗ସହܥ௬∗ସହܤ௬∗ସହܣ௬∗ସହݖ௬∗ସହݕ௬∗ସହݔ

  = 
( 
  

 ͳʹͺͶ.ͺͳ−ͷ͵ʹ.͵ͳͶͻͶ.ͺͳ−Ͷͷ.ͳͲͶͷ.Ͳ−ͻͲ.ͳʹ ) 
  ; �ܶ�∗రఱி = ቌ Ͳ.Ͷͻͺ −Ͳ.ͷͲͳʹ Ͳ.Ͳʹ−Ͳ.ͷͲͲ͵ Ͳ.Ͷͻͻ Ͳ.ͲͲ−Ͳ.Ͳͺ −Ͳ.Ͳ͵ −Ͳ.ͲͲͳ ͳʹͺͶ.ͺͳ−ͷ͵ʹ.͵ͳͶͻͶ.ͺͳ     Ͳ              Ͳ             Ͳ  ͳ ቍ 

 
Transformationsmatrix 𝑻𝑭  
Die homogene Transformationsmatrix ிܶௌ wird als Startparameter der gesuchten homogenen Transformationsmatrix eingesetzt. Zur Bestimmung der Pose werden die CAD-Dateien heran-gezogen. Die Orientierung der Koordinatensysteme am Flansch und am Sensor werden den Dokumentationen entnommen [KUR2005, MIC2019].  
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In der nachfolgenden Abbildung 6-9 wird die Anordnung der Koordinatensysteme  schematisch dargestellt. Das Sensor-Koordinatensystem liegt um den Winkel 90° = ߚ um die  y-Achse gedreht und um den Winkel 180° = ߙ um die z-Achse gedreht zum Flansch-Koordinatensystem.  
 

 
Abbildung 6-9: Koordinatensystem Flansch und Sensor zur Identifizierung des Startparameters 𝑻𝑭  In der nachfolgenden Tabelle 6-7 wird die aus den CAD Daten ausgemessene Pose ଶௌி und die dazugehörige homogene Transformationsmatrix angeführt. Diese Pose wird als  Startparameter der Optimierung verwendet.  
Tabelle 6-7: Start-Pose    𝑭 und homogene Transformationsmatrix 𝑻𝑭  Start-Pose ଶௌி 

ଶௌி =  
( 
   
 (ଶௌிܥଶௌிܤଶௌிܣଶௌிݖଶௌிݕଶ ௌிݔ

   = (  
 ͳͷ,ͻͻͺ,ͷͷͳͳͷͳͺͲ−ͻͲͲ )  

  
homogene Transformationsmatrix ிܶௌ 

ிܶௌ = ൮ݎଵଵ ଵଶݎ ଶଵݎଵଷݎ ଶଶݎ ଷଵݎଶଷݎ ଷଶݎ ଷଷݎ ௭Ͳ    Ͳݐ௬ݐ௫ݐ    Ͳ ͳ) =  ൮Ͳ Ͳ ͳ ͳͷ,ͻͻͲ −ͳ Ͳ ͺ,ͷͷͳ Ͳ Ͳ ͳͳͷ,ͲͲͲ Ͳ Ͳ ͳ ) 
  

࢞  ࢟

 𝑻𝑭࢟ ࢞

Sensor
KupplungFlansch 
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Vektor ࢞  
Die Bestimmung des Vektors ݔௌ wird mittels des Triangulationssensors vorgenommen.  Aufgrund der Vermessungsstrategie der Kalibrierkugel ergibt sich zu jeder Pose des  Flansches ein gemessener Vektor ݔௌ𝑖 (s. Kapitel 6.4.2). Aufgrund des verwendeten Laser-Linien-Triangulationssensors ergibt sich pro Messung ein Datensatz mit x- und z-Koordinaten der einzelnen Messpunkte auf der Laserlinie. Eine weitere Information über die y-Koordinate der einzelnen Messpunkte kann nicht direkt aus den Messdaten gewonnen werden. 
In der nachfolgenden Abbildung 6-10 wird eine schematische Darstellung einer Messung der Kalibrierkugel aufgezeigt. Aufgrund der nicht eindeutigen Lage des Sensors am  Bearbeitungskopf kann keine exakte Messung durch den Mittelpunkt der Kalibrierkugel  gewährleistet werden.  
 

 
Abbildung 6-10: Schematische Darstellung der Bestimmung des Vektors ࢞𝒔  Zur Ermittlung der fehlenden Vektorkomponente wird die nachfolgende Gleichung (6-26) herangezogen. Um den Mittelpunkt der Kalibrierkugel in Sensorkoordinaten zu berechnen, wird aus den Messpunkten des Sensors ein Kreis interpoliert. Dieser Kreis hat einen Radius ݎ, der von der Lage der Messlinie vom Mittelpunkt der Messkugel abhängig ist. Über diese  Beziehung kann die nachfolgende Gleichung (6-26) ermittelt werden. Aufgrund der recht-winkligen Abhängigkeit des Abstandsvektors ݔ zum Mittelpunkt der Messkugel zur berech-neten Kreisoberfläche kann mittels des Satzes des Pytagoras (Gleichung (6-27)) der Wert ݀ bestimmt werden. [GaTa2011] 

𝑋ௌ = (  ݖ  ݕ  ݔ) = ݖݕݔ)  ) + (݊ଵ݊ଶ݊ଷ) ∗ ݀ (6-26) 
݀ = √ሺܴଶ −  ଶሻ (6-27)ݎ

 
= gemessen= berechnet= berechnet

 ࢞ ࢞

  

Kalibrierkugel

𝒅
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Das entwickelte Skript zur numerischen Umsetzung der Mittelpunktberechnung und der Be-stimmung des Vektors ݔௌ wird im Anhang C15 und C16 hinterlegt. In der nachfolgenden Tabelle 6-8 werden vier beispielhafte Vektoren ݔௌ bei einer positiven Rotation von 45° um die x-, y-, x* und y*-Achse abgebildet. Eine ausführliche Auflistung aller Vektoren wird im AN-HANG C17 gezeigt. 
Tabelle 6-8: Inputargumente des Vektors ࢞𝒔 um jeweils 45° gedreht  Vektor 𝑋ௌ௫ସହ 

𝑋ௌ_௫ସହ = ቌݔ௫ସହݕ௫ସହݖ௫ସହͳ ቍ = ൮  Ͷ.Ͳͺͳͳ−.ͻʹͳʹʹͷ.ͳͶͲ͵ͳ ) 

 Vektor 𝑋ௌ௬ସହ 

𝑋ௌ_௬ସହ = ൮ݔ௬ସହݕ௬ସହݖ௬ସହͳ ) = ൮  ͵.ʹͲ͵ͳ͵.ͻ͵ʹͳʹ͵ͺ.͵͵ͷ͵ͳ ) 
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Vektor 𝑋ௌ௫∗ସହ 

𝑋ௌ_௫∗ସହ = ቌݔ௫∗ସହݕ௫∗ସହݖ௫∗ସହͳ ቍ =  ൮  ͳʹ.͵ʹͲʹ−ͻ.ͳͷʹ͵.͵ͷͳ ) 

 Vektor 𝑋ௌ௬∗ସହ 

𝑋ௌ_௬∗ସହ = ൮ݔ௬∗ସହݕ௬∗ସହݖ௬∗ସହͳ ) = ൮  −͵.Ͳ͵−ͳͶ.ͷͳͷʹ͵ʹ.Ͷͳ͵ͳ ) 
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7 Ergebnisse und Diskussion  
Im folgenden Kapitel erfolgt die Auswertung der Minimierungsalgorithmen hinsichtlich ihrer Stabilität und des zeitlichen Rechenaufwands. Am Ende des Kapitels wird eine Analyse und Interpretation der gewonnenen Ergebnisse durchgeführt.  
7.1 Gegenüberstellung der Minimierungsalgorithmen anhand theoretischer Modelle  Die numerische Umsetzung der ausgewählten Lösungsalgorithmen in der Software MATALB muss hinsichtlich eines fehlerfreien Ablaufes überprüft werden. Diese Überprüfung wird  anhand von zwei bekannten theoretischen Modellen durchgeführt. Im ersten Modell wird eine bekannte Potenzfunktion (s. Kapitel 6.2) mit zwei Variablen betrachtet. Das zweite  Modell besitzt die gleiche mathematische Form wie das reale mathematische Modell. Der Unterschied zum realen mathematischen Modell liegt in den Lagen und Orientierungen der einzelnen Koordinatensysteme zueinander. In beiden Modellen sind die Lösungen des  gesuchten Minimums bekannt.  
Aufgrund der bekannten Minima kann eine Aussage über die Qualität und die Genauigkeit der Minimierungsalgorithmen getroffen werden. Des Weiteren können durch die Erprobung der Minimierungsalgorithmen an bekannten Modellen systematische Fehler in der  numerischen Umsetzung aufgezeigt werden. In den nachfolgenden Kapiteln 7.1.1 und 7.1.2 wird die Auswertung der Minimierungsalgorithmen erläutert.  
7.1.1 Vergleich der Minimierungsalgorithmen anhand einer Potenzfunktion  In diesem Unterkapitel werden die Lösungsalgorithmen mittels einer festgelegten  Potenzfunktion (s. Kapitel 6.2) (Formel (6-16)) getestet. Des Weiteren kann durch eine  grafische Darstellung der Potenzfunktion eine visuelle Überprüfung der Ergebnisse vorge-nommen werden.  
Mit den bekannten Minima und dem Sattelpunkt der Funktion kann eine Aussage über die Genauigkeit, die Anzahl der benötigten Iterationen und die Stabilität getroffen werden. Die Stabilität wird anhand unterschiedlicher Startparametersätze untersucht. Dabei werden die verschiedenen Startparametersätze sukzessive mit einer Schrittweite von 0,5 immer weiter vom gesuchten Minimum entfernt angeordnet.  
In der nachfolgenden Tabelle 7-1 werden die gewonnenen Ergebnisse der Minimierung der Potenzfunktion mittels der ausgewählten Lösungsalgorithmen dargestellt. Die verwendeten Startparameter ݔೌೣ  bilden beispielhaft die weitest mögliche Entfernung vom globalen  Minimum ab, bei dem der jeweilige Minimierungsalgorithmus noch das Minimum ermitteln kann. Bei den verwendeten Lösungsalgorithmen handelt es sich um den numerisch umge-setzten Newton und Gauß-Newton sowie den von MATLAB implementierten Trust-Region-Verfahren. Für den visuellen Vergleich der gewonnenen Koordinaten ࢞∗ der Minima wird in der Abbildung 6-2 ein Höhenliniengraph mit angegebenen idealen Minima dargestellt. 
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Aufgrund der Ergebnisse in der Tabelle 7-1 lässt sich eine Bewertung der Lösungs-algorithmen durchführen. Die Bewertung der Stabilität erfolgt anhand der Startparameter. Aus dieser Betrachtung heraus ist das Trust-Region-Verfahren der stabilste Lösungs-algorithmus. Das Newton-Verfahren weißt mit den maximalen Startparametern von ca. 0,25 vom Minimum entfernt die schlechteste Stabilität auf. In der detaillierten Betrachtung der Iterationen der beiden stabilsten Lösungsalgorithmen ergeben sich nur minimale Unter-schiede. Bei dem Trust-Region-Verfahren ergibt sich die geringste Anzahl an benötigten  Iterationen. Des Weiteren hat dieser Lösungsalgorithmus den am weitesten von Minimum entfernten Startparameter. Dieses Phänomen liegt in der Eigenschaft der dynamischen  Anpassung des Trust-Region-Bereiches, welcher in jedem Iterationsschritt neu bewertet und verändert wird. Diese Unterschiede sind unter der Betrachtung der Entfernung der Start-parameter vom Minimum nicht signifikant. Die Abweichung 𝝁 der ermittelten Ergebnisse zu den idealen Ergebnissen ist in allen betrachteten Lösungsalgorithmen nahezu identisch.  
Ein Sattelpunkt konnte mit keinem der verwendeten Minimierungsalgorithmen gefunden werden. Das liegt an der speziellen Eigenschaft des Sattelpunktes (s. Kapitel 2.3 und 2.4). Um einen Sattelpunkt zu identifizieren, muss exakt der Punkt getroffen werden, bei dem sich eine horizontale Tangentenebene ausbildet. Ist dies nicht der Fall, so läuft der Minimierungs-algorithmus in das nächste Minimum. 
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Tabelle 7-1: Ergebnisse der Minimierungsalgorithmen an einer definierten Potenzfunktion   Ergebnisse ሺ࢞   ࢞ ሻ𝑻 
 Ideale Lösung Newton / Startparameter ݔೌೣ Gauß-Newton / Startparameter ݔ௫ Trust-Region / Startparameter ݔೌೣ 

Lokales  Minimum ݔ∗ = ቀͲ,ͻͺͲ,ͻቁ ݔே∗ = ቀͲ,ͻͺͻͲ,ͻͺͶቁ / ݔೌೣ = ቀͳ,ʹͷͳ,ʹͷቁ ீݔே∗ = ቀͲ,ͻͻͲ,ͻͺቁ / ݔೌೣ = ቀͶ,͵Ͷ,͵ቁ ்ݔோ∗ = ቀͲ,ͻͻͲ,ͻͺቁ / ݔೌೣ = ቀͶ,ͷͶ,ͷቁ 
Globales Minimum ݔ∗ = ቀ−Ͳ,ͻͻ−ͳ,ͻͻቁ ݔே∗ = ቀ−Ͳ.ͻͻͶͺ−ͳ.ͻͻʹʹቁ / ݔೌೣ = ቀ−ͳ,ʹͷ−ʹ,ʹͷቁ ீݔே∗ = ቀ−Ͳ,ͻͻͷ−ͳ,ͻͻʹቁ / ݔೌೣ = ቀ͵ͷ͵ͷቁ ்ݔோ∗ = ቀ−Ͳ,ͻͻͷ−ͳ,ͻͻʹቁ / ݔೌೣ = ቀͶͷͶͷቁ 

Sattelpunkt ݔ∗ = ቀ Ͳ,ͳͲͷ−Ͳ,ʹͲͷቁ Keine Lösung Keine Lösung Keine Lösung 
Iteration ݅  − ݅ = ͻ / ݅ =  ݅ =  / ݅ = ͳͲ ݅ =  / ݅ = 7 

Abweichung zur idealen Lösung 𝝁 − ߤேೖೌ = (ͳ,ͳ݁−ଷͳ,݁−ଷ)  ߤே𝑔್ೌ = (Ͷ,ͺ݁−ଷʹ,ʹ݁−ଷ) ீߤேೖೌ = ቀͳ݁−ଷʹ݁−ଷቁ  ீߤே𝑔್ೌ = ቀͷ݁−ଷʹ݁−ଷቁ ்ߤோೖೌ = ቀͳ݁−ଷʹ݁−ଷቁ ்ߤோ𝑔್ೌ = ቀͷ݁−ଷʹ݁−ଷቁ 
Stabilität − Schlecht  Gut Sehr gut  

Bewertung der Stabilität in drei Ebenen: schlecht / gut / sehr gut  
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7.1.2 Vergleich der Minimierungsalgorithmen auf Grundlage des Simulationsmodells  In diesem Unterkapitel werden die Lösungsalgorithmen anhand eines Simulationsmodells  (s. Kapitel 6.3) getestet. Das beschriebene Simulationsmodell besitzt die gleiche Struktur wie das reale mathematische Modell. Der Unterschied zwischen dem Simulationsmodell und dem realen mathematischen Modell liegt in der Lage und Orientierung der einzelnen Koordina-tensysteme zueinander (s. Kapitel 6.3). Aufgrund der bekannten Transformationsmatrizen kann eine Aussage über die Genauigkeit, die Anzahl der benötigten Iterationen und die  Stabilität getroffen werden.  
In dem betrachteten Simulationsmodell sind alle homogenen Transformationsmatrizen und Vektoren bekannt. Dies hat zur Folge, dass sich die zu minimierende Pose ଶ zwischen dem Flansch- und dem Sensor-Koordinatensystem bereits im Minimum befindet. Aufgrund dieser Eigenschaft wird eine manipulierte Startpose ଶௌ௧௧ definiert. Durch diese Manipulation kann eine Minimierung des Simulationsmodells erzwungen werden. Mittels der unterschiedlichen Startposen kann eine Abschätzung der Stabilität der einzelnen Lösungsalgorithmen erzielt werden. Die verwendeten Startposen werden in der nachfolgenden Tabelle 7-2 angegeben. 
Tabelle 7-2: Startposen   des Simulationsmodells Nr. Manipulation Startpose   0  Originale Pose ଶெ𝑖 = ሺͷ Ͳ ͷ Ͳ −ͻͲ Ͳሻ் 

1 Verschiebung um die x-Achse ଶ௫−௧௦ሺͷ Ͳ ͷ Ͳ −ͻͲ Ͳሻ் 
2 Verschiebung um die y-Achse ଶ௬−௧௦ሺͷ Ͳ ͷ Ͳ −ͻͲ Ͳሻ் 
3 Verschiebung um die z-Achse ଶ௭−௧௦ሺͷ Ͳ Ͷͷ Ͳ −ͻͲ Ͳሻ் 
4 Drehung um die z-Achse ଶ௫−௧ሺͷ Ͳ ͷ Ͳ,ͲͲͳ −ͻͲ Ͳሻ் 
5 Drehung um die y-Achse ଶ௬−௧ሺͷ Ͳ ͷ Ͳ −ͻͲ,ͳ Ͳሻ் 
6 Drehung um die x-Achse ଶ௭−௧ሺͷ Ͳ ͷ Ͳ −ͻͲ Ͳ,ͲͲͳሻ் 
7 Verschiebung in allen Achsen ଶ௧௦ሺͷ ͷ ͷͷ Ͳ −ͻͲ Ͳሻ் 
8 Drehung um alle Achsen ଶ௧ሺͷ Ͳ ͷ Ͳ,ͲͲͷ −ͻͲ,ͳ Ͳ,ͲͲͷሻ் 
9 Kombination aus Drehung und Translation ଶ௧−௧௦ሺͷ ͷ ͷͷ Ͳ,Ͳͳ −ͻͲ,ͳ Ͳ,Ͳͳሻ் 

 In der nachfolgenden Tabelle 7-3 werden die gewonnenen Ergebnisse der Minimierung des Simulationsmodells der Lösungsalgorithmen aufgezeigt. Bei den verwendeten Algorithmen handelt es sich um den numerisch umgesetzten Gauß-Newton und das von MATLAB imple-mentierte Trust-Region-Verfahren. Für eine Bewertung der Ergebnisse wird die minimale  
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Pose ଶெ𝑖 verwendet. Diese Pose stellt das theoretische Minimum des Simulationsmodells dar.  
Aufgrund der Ergebnisse in der Tabelle 7-3 ergibt sich eine Bewertung der Lösungsalgorith-men in Bezug auf das verwendete Simulationsmodell. Die Bewertung der Stabilität wird an-hand der Startparameter durchgeführt. Aus dieser Betrachtung heraus ist das Gauß-Newton-Verfahren stabiler als das Trust-Region-Verfahren. In der detaillierten Betrachtung der Iterati-onen, der beiden stabilsten Lösungsalgorithmen, ergeben sich nur minimale Unterschiede. Bei dem Trust-Region-Verfahren ergibt sich bei der Minimierung des mathematischen  Modells eine geringfügig größere Anzahl an Iterationen. Des Weiteren wird aufgrund der Entfernung des Startparameters kein Minimum gefunden. Dieses Problem ist im Gauß-Newton-Verfahren nicht zu beobachten. Der Unterschied in den Iterationen liegt in der  dynamischen Anpassung des Trust-Region-Bereiches in jedem Iterationsschritt. Des Weiteren sind die Abweichungen 𝝁 der Ergebnisposen zum Simulationsminimum nicht signifikant.  
Der Minimierungsalgorithmus des Gauß-Newton-Verfahrens stellt sich im Vergleich zu dem Trust-Region-Verfahren als stabiler und schneller heraus. Aufgrund dieser Vorteile wird das Gauß-Newton-Verfahren zur finalen Simulation des realen mathematischen Modells  herangezogen.  
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Tabelle 7-3: Ergebnisse der finalen Minimierungsalgorithmen am Simulationsmodell Ergebnisse 

Pose Gauß-Newton-Verfahren Trust-Region-Verfahren 
∗ଶ𝐺𝑁   Iteration ݅ீே ଶೃ∗  Iteration ்݅ோ ଶெ𝑖 ሺͷ ͳ,ͺ݁−ଵ ͷ ͵,ʹ݁−ଵହ −ͻͲ −͵,ʹ݁−ଵହሻ் ͳ ሺͷ ʹ,͵݁−ଵଶ ͷ ʹ,Ͷ݁−ଵଷ −ͻͲ −ͳ,ʹ݁−ଵሻ் 1 ଶ௫−௧௦ ሺͷ ͻ,͵݁−ଵ ͷ ͷ,ͺ݁− −ͻͲ −ͷ,ͺ݁−ሻ் 4 ሺͷ ͵,Ͷ݁−ଵ ͷ ,ͷ݁−ଽ −ͻͲ −Ͷ,͵݁−ሻ் 6 ଶ௬−௧௦ ሺͷ ͻ,݁−ଵ ͷ −ͷ,ͻ݁− −ͻͲ ͷ,ͻ݁−ሻ் Ͷ ሺͷ ͻ,͵݁−ଵଵ ͷ ,͵݁− −ͻͲ −ʹ,Ͳ݁−ሻ் 6 ଶ௭−௧௦ ሺͷ ͺ,ʹ݁−ଵ ͷ −ͷ,ͳ݁− −ͻͲ ͷ,ͳ݁−ሻ் Ͷ ሺͷ ͳ,Ͷ݁−ଽ ͷ ͵,͵݁−ସ −ͻͲ Ͷ,ͷ݁−ହሻ் 5 ଶ௫−௧ ሺͷ ͻ,͵݁−ଵ ͷ ͳ,ʹ݁−ସ −ͻͲ −ͳ,ʹ݁−ସሻ் Ͷ ሺ− − − − − −ሻ் - ଶ௬−௧ ሺͷ ݁−ଵ ͷ −݁−ସ −ͻͲ ݁−ସሻ் Ͷ ሺͷ ͵݁−ଵ ͷ ,ͳ݁−ଷ −ͻͲ,ͲͲͶ ͳ,͵݁−ଷሻ் 9 ଶ௭−௧ ሺͷ ,ͻ݁−ଵ ͷ Ͷ݁−ସ −ͻͲ Ͷ݁−ସሻ் 4 ሺ− − − − − −ሻ் - ଶ௧௦ ሺͷ −ʹ,Ͷ݁−ଵ ͷ ͳ,͵݁− −ͻͲ −ͳ,͵݁−ሻ் Ͷ ሺͷ ʹ,݁−ଽ ͷ Ͷ,݁−଼ −ͻͲ ͵݁−ሻ் 6 ଶ௧ ሺͷ ͳ,݁−ଵ ͷ −͵,݁−ସ −ͻͲ ͵,݁−ସሻ் 4 ሺͷ Ͷ,ͺ݁−ଽ ͷ ͳ,ʹ݁−ଶ −ͻͲ,Ͳͳ ͳ,Ͷ݁−ଶሻ்∗ 12* ଶ௧−௧௦ ሺͷ ͳ,ͳ݁−ଵହ ͷ −ͳ,ͷ݁−ସ −ͻͲ ͳ,ͷ݁−ସሻ் Ͷ ሺ− − − − − −ሻ் - 

Stabilität Sehr gut   Gut   
Bewertung der Stabilität in drei Ebenen: schlecht / gut / sehr gut          (* Angepasste Rotation auf 0,001 statt 0,005)  
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7.2 Minimierung des realen mathematischen Modells In diesem Unterkapitel wird die Minimierung des realen mathematischen Modells durch-geführt. Aufgrund der gewonnenen Erkenntnisse aus dem Kapitel 7.1.2 wird der Lösungs-algorithmus Gauß-Newton verwendet.  
Die angewandte Minimierung des mathematischen Modells besitzt eine aus den CAD-Daten ausgemessene Startpose ଶௌ௧௧, eine unveränderlichen Pose ଷ sowie einen Vektor ݔ′  (s. Kapitel 6.4.3). Zudem werden die ermittelten Posen ଵ𝑖 und Vektoren ݔ௦𝑖 aus den 31 Messungen als Inputargumente verwendet (s. Kapitel 6.4.3). Aus diesen Messungen wird das benötigte überbestimmte Gleichungssystem erzeugt. Das für die Minimierung ent-wickelte Gauß-Newton-Verfahren wird im Kapitel 6.1.5 detailliert erläutert.  
In der nachfolgenden Tabelle wird das Ergebnis der Minimierung des mathematischen Mo-dells angegeben. Die Minimierung findet nach 32 Iterationen das gesuchte Minimum. Dabei wird die Schrittweite der Finiten Differenzen Methode mit ͳ݁−ହ und die Toleranz für das  Abbruchkriterium mit ͳ݁−ହ festgelegt.  
Tabelle 7-4: Ergebnisse der Minimierung des realen mathematischen Modells  Gauß-Newton-Verfahren 

Startpose / Transformationsmatrix Ergebnispose / Transformationsmatrix  
ଶௌ௧௧ = 

( 
   
 (ଶௌ௧௧ܥଶௌ௧௧ܤଶௌ௧௧ܣଶௌ௧௧ݖଶௌ௧௧ݕଶ ௌ௧௧ݔ

   = (  
 ͳͷ,ͻͻͺ,ͷͷͳͳͷͳͺͲ−ͻͲͲ )  

ଶாௗ   = 
( 
   
 (ଶாௗܥଶாௗܤଶாௗܣଶாௗݖଶாௗݕଶ ாௗݔ

   = 
(  
 ͳͺͻ,ͻͻͻ,ͳͳ͵Ͳ,͵−ͳͺͳ,ͶͲ−ͺͻ,ʹͶͲ,ͳͷͷ )  

  

ிܶೄ𝑡ೌ𝑟𝑡ௌ = ൮Ͳ Ͳ ͳ ͳͷ,ͻͻͲ −ͳ Ͳ ͺ,ͷͷͳ Ͳ Ͳ ͳͳͷ,ͲͲͲ Ͳ Ͳ ͳ ) ிܶ𝐸𝑑ௌ = ൮−Ͳ,Ͳͳ͵ −Ͳ.Ͳʹͳ Ͳ,ͻͻͻ ͳͺͻ,ͻͲ −Ͳ,ͻͻͻ −Ͳ.Ͳʹͳ ͻͻ,ͳͲ,ͻͻͻ Ͳ Ͳ,Ͳͳ͵ ͳ͵Ͳ,͵Ͳ Ͳ Ͳ ͳ ) 
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7.3 Zusammenfassung und Fazit der gewonnenen Ergebnisse  Auf Grundlage der Ergebnisauswertung kann ein Lösungsalgorithmus ausgewählt werden. Durch die Gegenüberstellung der Überprüfung mittels einer Potenzfunktion und eines  Simulationsmodells kann eine Aussage über die Abweichung der Ergebnisse, der Stabilität und des Rechenaufwandes getroffen werden. Unter der Berücksichtigung dieser Faktoren wird zur Minimierung des realen mathematischen Modells das Gauß-Newton-Verfahren  gewählt.  
Aus der Minimierung des mathematischen Modells wird die unbekannte Pose ଶܲ ermittelt  (s. Tabelle 7-4). Die Validierung des gewonnenen Ergebnisses wird durch die Lösung des  realen mathematischen Modells mittels einer beliebigen Roboterposition umgesetzt. Zur  Lösung des mathematischen Modells werden alle bekannten homogenen Transformations-matrizen der zu betrachtenden Roboterposition verwendet. Des Weiteren wird die aus der Minimierung gewonnene homogene Transformationsmatrix (s. Tabelle 7-4) mit eingebunden. Die Ermittlung des finalen ݔ௦ Vektors wird durch das Fitten einer Kugel aus den Sensormess-daten gewonnen. Durch die so bestimmten Transformationsmatrizen kann das reale mathe-matische Modell berechnet werden. Bei einer idealen Berechnung wird die Gleichung (4-3) den Nullvektor ergeben. Dies ist aufgrund der durchgeführten numerischen Berechnungen, der systematischen Roboterfehler sowie des Messrauschens nicht möglich. Die sich ergebene Differenz ߝ wird in der nachfolgenden Tabelle 7-5 angeführt.  
Tabelle 7-5: Ergebnis und Bewertung der minimierten Pose     Radius Durchmesser 

Reales Modell 30,2770 60,5541 
Berechnetes Modell 30,1978 60,39561 

Abweichungen ߝ ሺͲ,ʹͶ −Ͳ, −Ͳ,ͳͳ Ͳሻ் 
 
Die Ergebnisse aus der Berechnung des vollständig bekannten mathematischen Modells wei-chen um 0,1 mm - 0,6 mm von der idealen Lösung ab. Diese Abweichungen resultieren aus den numerischen Berechnungen, der systematischen Roboterfehler sowie des Mess-rauschens. Des Weiteren ist die Abweichung der bestimmten Koordinaten signifikant von den Messwerten zur Bestimmung des Kugelmittelpunkts abhängig.  
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8 Zusammenfassung und Ausblick  
Die Zielsetzung der vorliegenden Arbeit bestand in der Optimierung der Kalibration von  Roboter-Sensor-Systemen. Im Fokus der Betrachtung stand die Analyse bekannter Systeme und die Entwicklung eines physikalischen und mathematischen Modells zur Kalibrierung eines Roboter-Sensor-Systems. Die numerische Umsetzung der Minimierung des mathematischen Modells wurde in der Software MATLAB umgesetzt. Die Validierung der gewonnenen  Ergebnisse wurde anhand theoretischer Modelle und dem Vermessen einer sphärischen  Kugel durchgeführt.  
Auf Grundlage der bereits bestehenden Kenntnisse aus dem aktuellen Stand der Technik wurde ein physikalisches Modell mit den benötigten Randbedingungen und Dimensionen des zu untersuchenden Robotersystems entworfen. Des Weiteren wurde das physikalische Modell so weit abstrahiert, dass nur die signifikanten Systembauteile berücksichtigt wurden. Um eine möglichst genaue Übertragung des Robotersystems in ein mathematisches Modell zu erhalten, wurden ein kalibrierter Roboter sowie ein kalibrierter Sensor verwendet. Die Um-setzung des physikalischen Modells in ein mathematisches Modell wurde auf der Grundlage der Roboterposen und deren äquivalenten homogenen Transformationsmatrizen durchge-führt.  
Das mathematische Modell wurde unter Berücksichtigung von bekannten physikalischen Sys-temen und deren mathematischer Umsetzung entwickelt. Die Überprüfung der Lösungsalgo-rithmen erfolgte anhand theoretischer Modelle. Dazu wurden eine Potenzfunktion und ein Simulationsmodell herangezogen.  
Das in dieser Arbeit entwickelte mathematische Modell kann für die Kalibrierung eines  Roboter-Sensor-Systems herangezogen werden. Diese Kalibrierung kann zwischen verschie-denen Koordinatensystemen am Roboter zum Sensor durchgeführt werden. Dadurch kann eine schnellere und effizientere Umrüstung des Roboters vorgenommen werden. Des  Weiteren können mit dem entwickelten Minimierungsalgorithmus auch strukturell andersar-tige mathematische Modelle optimiert werden. Die entwickelte numerische Struktur des  Algorithmus und der Unterfunktionen lassen eine einfache und schnelle Anpassung an neuen Unterfunktionen und mathematischen Modellen zu. Somit kann eine sequenzielle Verbesse-rung oder Optimierung einzelner numerischer Berechnungen umgesetzt werden, ohne den bestehenden Minimierungsalgorithmus zu beeinträchtigen.  
Durch diese Kalibrierung kann eine genaue Aussage über die Position des Sensors an dem Roboter getroffen werden. Dies ermöglicht die Erschließung einer Vielzahl von neuen  Anwendungsfeldern. Auf der Grundlage der bekannten Position des Sensors kann ein ge-schlossener Regelkreis in die Robotersteuerung integriert werden. Auf dieser Grundlage lässt sich eine Höhenregelung in der additiven Fertigung umsetzen. Eine Ermittlung von Unregel-mäßigkeiten in der aufgebauten Struktur sowie Formabweichungen können zusätzlich umge-setzt werden. Mittels der bekannten Position des Sensors am Roboter können Bauteile und 
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zu bearbeitende Flächen im Aktuatorbasis-Koordinatensystem ermittelt werden und eine Anpassung der Fluglinien vorgenommen werden. Eine weitere Optimierung der Position des 2-Achs-Positionieres kann mittels der bestehenden Kalibration des Sensors und dem entwi-ckelten Minimierungsalgorithmus umgesetzt werden.  
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VI Anhang 
A Besetzung der D-Matrix, des U- und F-Vektors nach [KCK2001] 
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B Anhang aus Kapitel 4  
B1 Sensor scanCONTROL 2910-100 Technische Daten [MIC2019]  
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B2 Sensor scanCONTROL 2910-100 Datenblatt [MIC2019] 
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C  Anhang aus Kapitel 6 
C1 Entwickelte Funktion zum Importieren der Messdaten   %%************************************************************************ % Ersteller: Christoph Scholl % Datum: 01.06.2019 % Inhalt: Funktion zum Importieren aller Datein die für die Optimierung der %         Hand-Auge-Kalibration der Masterthese Christoph Scholl benötigt %         werden.  %  % Funktion: [P1, P2, P3, XS, XP] = IMPORT_MASTERTHESE()         %%************************************************************************  function [P1, P2, P3, XS, XP] = IMPORT_MASTERTHESE()  % Import der Posen für die homogene Transformationsmatrix T_FA(p1) p0  = importdata('Messdaten\Posen\Pose_1_000.txt');  p1  = importdata('Messdaten\Posen\Pose_1_001.txt');  p2  = importdata('Messdaten\Posen\Pose_1_002.txt');  p3  = importdata('Messdaten\Posen\Pose_1_003.txt');  p4  = importdata('Messdaten\Posen\Pose_1_004.txt');  p5  = importdata('Messdaten\Posen\Pose_1_005.txt');  p6  = importdata('Messdaten\Posen\Pose_1_006.txt');  p7  = importdata('Messdaten\Posen\Pose_1_007.txt');  p8  = importdata('Messdaten\Posen\Pose_1_008.txt');  p9  = importdata('Messdaten\Posen\Pose_1_009.txt');  p10 = importdata('Messdaten\Posen\Pose_1_010.txt');  p11 = importdata('Messdaten\Posen\Pose_1_011.txt');  p12 = importdata('Messdaten\Posen\Pose_1_012.txt');  % Zusammensetzen der Posen in einer [6xi] Matrix P1 = [p0 p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9 p10 p11 p12];   % Import der Posen für die homogene Transformationsmatrix T_SF(p2) P2 = importdata('Messdaten\Posen\Pose_2_Manipuliert.txt');   % Import der Posen für die homogene Transformationsmatrix T_AP(p3) P3 = importdata('Messdaten\Posen\Pose_3.txt');     % Import der Vektoren der einzelnen Messungen des Sensors XS XS0  = importdata('Messdaten\Vektoren\Vektor_XS_000.txt'); XS1  = importdata('Messdaten\Vektoren\Vektor_XS_001.txt'); XS2  = importdata('Messdaten\Vektoren\Vektor_XS_002.txt'); XS3  = importdata('Messdaten\Vektoren\Vektor_XS_003.txt'); XS4  = importdata('Messdaten\Vektoren\Vektor_XS_004.txt'); XS5  = importdata('Messdaten\Vektoren\Vektor_XS_005.txt'); XS6  = importdata('Messdaten\Vektoren\Vektor_XS_006.txt'); XS7  = importdata('Messdaten\Vektoren\Vektor_XS_007.txt'); XS8  = importdata('Messdaten\Vektoren\Vektor_XS_008.txt'); XS9  = importdata('Messdaten\Vektoren\Vektor_XS_009.txt'); XS10 = importdata('Messdaten\Vektoren\Vektor_XS_010.txt'); XS11 = importdata('Messdaten\Vektoren\Vektor_XS_011.txt'); XS12 = importdata('Messdaten\Vektoren\Vektor_XS_012.txt');   % Zusammensetzen der Vektoren in einer [4xi] Matrix XS = [XS0 XS1 XS2 XS3 XS4 XS5 XS6 XS7 XS8 XS9 XS10 XS11 XS12];   % Import des Vektors des Kalibrierkörepers XP XP = importdata('Messdaten\Vektoren\Vektor_XP.txt');    end  
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C2 Skript zur Umrechnung von Posen in h.Transformationsmatrizen %% *********************************************************************** % Ersteller: Christoph Scholl % Datum: 01.06.2019 % Inhalt: Umrechnung einer Pose in eine homogen Transformationsmatrix. %         Eingabewert ist die Pose in [x,y,z,A,B,C] A=Alpha, B=Betta,  %         C=Gamma. Drehungen der Winkel nach den KUKA-Definitionen A um  %         die Z-Achse, B um die Y-Achse, C um die X-Achse in Radiant % Funktion: [T] = TransForMatrixRadiant (p)        %% ***********************************************************************  function [T] = TransForMatrixRadiant (p)     % Roll-Pitch-Yaw Translations-Matrizen  E = eye(3);         % Einheutsmatrix 3x3 a = [0 0 0 1];      % Vektor zum erstellen der vollen Homogenen Matrix  b = [0;0;0];        % Vektor zum erstellen der vollen Homogenen Matrix    alpha = p(4)*pi/180;    % Umrechnung in Radiant /Rotation um Z-Achse / A beta  = p(5)*pi/180;    % Umrechnung in Radiant /Rotation um Y-Achse / B gamma = p(6)*pi/180;    % Umrechnung in Radiant /Rotation um X-Achse / C   tx = [p(1);0;0];    % Translation in X-Richtung  ty = [0;p(2);0];    % Translation in Y-Richtung  tz = [0;0;p(3)];    % Translation in Z-Richtung      TX = [horzcat(E,  tx)]; % Zusammenstellen der Matrix Horizontal TY = [horzcat(E,  ty)]; % Zusammenstellen der Matrix Horizontal TZ = [horzcat(E,  tz)]; % Zusammenstellen der Matrix Horizontal     Tx = vertcat(TX, a);    % Zusammenstellen der Matrix Vertikal Ty = vertcat(TY, a);    % Zusammenstellen der Matrix Vertikal Tz = vertcat(TZ, a);    % Zusammenstellen der Matrix Vertikal   % Roll-Pitch-Yaw Rotations-Matrizen    % Rotation um die x-Achse rx = [1 0 0; 0 cos(gamma) -sin(gamma);  0 sin(gamma) cos(gamma)];        % Rotation um die y-Achse ry = [cos(beta) 0 sin(beta); 0 1 0; -sin(beta) 0 cos(beta)];            % Rotation um die z-Achse rz = [ cos(alpha) -sin(alpha) 0; sin(alpha) cos(alpha) 0; 0 0 1];       RX = [horzcat(rx,  b)]; % Zusammenstellen der Matrix Horizontal RY = [horzcat(ry,  b)]; % Zusammenstellen der Matrix Horizontal RZ = [horzcat(rz,  b)]; % Zusammenstellen der Matrix Horizontal   Trx = vertcat(RX, a);    % Zusammenstellen der Matrix Vertikal Try = vertcat(RY, a);    % Zusammenstellen der Matrix Vertikal Trz = vertcat(RZ, a);    % Zusammenstellen der Matrix Vertikal     %% Transformationsmatrix T = Tz*Ty*Tx*Trz*Try*Trx; %!!!! Diese Operation ist nicht kommutativ!!!!  
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C3 Entwickelte Funktion zur Berechnung der Differenz/Epsilon  %% *********************************************************************** % Ersteller: Christoph Scholl % Datum: 01.06.2019 % Inhalt: Funktion zur Bestimmung der Differenz/Epsilon des mathematischen %         Modells. Dabei werden die Epsilon_i der einzelnen Parameter und  %         der Epsilon_Vektor mit allen Werten bestimmt %  % Funktion: [Epsilon, Epsilon_Vektor] = EPSILON(P1,P2,P3,XS,XP) %% ***********************************************************************     function [Epsilon_Vektor,mse] = EPSILON(P1,P2,P3,XS,XP) % Definitionen der benötigten Variablen n = 13;  % Anzahl der Messungen/Inputargumente   % Berechnung der konstanten homogenen Transformationsmatrizen und Vektoren T_SF = TransForMatrixRadiant (P2(:,1)); T_AP = TransForMatrixRadiant (P3(:,1)); xp = XP;   % Definitionen der benötigten Variablen for i = 1:n           % Erezugen der Transformationsmatrizen T_FA_i und Vektoren xs_i     eval( [['T_FA_' int2str(i)] '= TransForMatrixRadiant (P1(:,i))'] );      eval( [['xs_'  int2str(i)]  '= (XS(:,i))'] );      end        % Erzeugen der Differenz/Epsilon der einzelnen Gelichungssysteme      eval( [['Epsilon_' int2str(1)] '=(T_FA_1*T_SF*xs_1)-(T_AP*xp)' ] );     eval( [['Epsilon_' int2str(2)] '=(T_FA_2*T_SF*xs_2)-(T_AP*xp)' ] );     eval( [['Epsilon_' int2str(3)] '=(T_FA_3*T_SF*xs_3)-(T_AP*xp)' ] );     eval( [['Epsilon_' int2str(4)] '=(T_FA_4*T_SF*xs_4)-(T_AP*xp)' ] );      eval( [['Epsilon_' int2str(5)] '=(T_FA_5*T_SF*xs_5)-(T_AP*xp)' ] );       eval( [['Epsilon_' int2str(6)] '=(T_FA_6*T_SF*xs_6)-(T_AP*xp)' ] );     eval( [['Epsilon_' int2str(7)] '=(T_FA_7*T_SF*xs_7)-(T_AP*xp)' ] );     eval( [['Epsilon_' int2str(8)] '=(T_FA_8*T_SF*xs_8)-(T_AP*xp)' ] );     eval( [['Epsilon_' int2str(9)] '=(T_FA_9*T_SF*xs_9)-(T_AP*xp)' ] );     eval( [['Epsilon_' int2str(10)] '=(T_FA_10*T_SF*xs_10)-(T_AP*xp)' ] );     eval( [['Epsilon_' int2str(11)] '=(T_FA_11*T_SF*xs_11)-(T_AP*xp)' ] );     eval( [['Epsilon_' int2str(12)] '=(T_FA_12*T_SF*xs_12)-(T_AP*xp)' ] );     eval( [['Epsilon_' int2str(13)] '=(T_FA_13*T_SF*xs_13)-(T_AP*xp)' ] );       % Erezugen des Differenz/Epsilon-Vektors      Epsilon_Vektor = [Epsi-lon_1;Epsilon_2;Epsilon_3;Epsilon_4;Epsilon_5;...         Epsilon_6;Epsilon_7;Epsilon_8;Epsilon_9;Epsilon_10;Epsilon_11;...         Epsilon_12;Epsilon_13];           % Erzeugen der euklidische Norm     mse = (1/(2*n))*(Epsilon_1+Epsilon_2+Epsilon_3+Epsilon_4+Epsilon_5+...              Epsi-lon_6+Epsilon_7+Epsilon_8+Epsilon_9+Epsilon_10+Epsilon_11+...             Epsilon_12+Epsilon_13).^2;   end    
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C4 Entwickelte Funktion zur Ermittlung der Jacobimatrix  %% ************************************************************************ % Ersteller: Christoph Scholl % Datum: 01.06.2019 % Inhalt: Erstellen der Jacobimatrix mittels der finite  %         Vorwärts-Differenzen Methode (FDM) %  % Funktion: [Jges] = JACOBIAN (P1,P2,P3,XS,XP)                                 %% ************************************************************************    function [Jges] = JACOBIAN (P1,P2,P3,XS,XP) % Definitionen der benötigten Variablen % Berechnung der konstanten homogenen Transformationsmatrizen und Vektoren T_AP = TransForMatrixRadiant (P3); xp = XP;   p =13; % Anzahl der Messungen/Inputargumente  for i = 1:p         % Erezugen der Variablen und deren INPUT      eval( [['T_FA_' int2str(i)] '= TransForMatrixRadiant (P1(:,i))'] );      eval( [['xs_'  int2str(i)]  '= (XS(:,i))'] );  end     % Erzeugen der Jacobi-Matrizen  eps = 5.e-7; % Schrittweite  k = length(P2(:,1)); %Länge der Posen  for i = 1:k       P2_EPS = P2;     P2_EPS(i) = P2(i)+eps;           T_SF = TransForMatrixRadiant (P2);     T_SF_EPS = TransForMatrixRadiant (P2_EPS);          J1(:,i) = (((T_FA_1*T_SF_EPS*xs_1)-(T_AP*xp))-((T_FA_1*T_SF*xs_1)-(T_AP*xp)))/eps; end    for i = 1:k       P2_EPS = P2;     P2_EPS(i) = P2(i)+eps;           T_SF = TransForMatrixRadiant (P2);     T_SF_EPS = TransForMatrixRadiant (P2_EPS);          J2(:,i) = (((T_FA_2*T_SF_EPS*xs_2)-(T_AP*xp))-((T_FA_2*T_SF*xs_2)-(T_AP*xp)))/eps; end    for i = 1:k       P2_EPS = P2;     P2_EPS(i) = P2(i)+eps;           T_SF = TransForMatrixRadiant (P2);     T_SF_EPS = TransForMatrixRadiant (P2_EPS);          J3(:,i) = (((T_FA_3*T_SF_EPS*xs_3)-(T_AP*xp))-((T_FA_3*T_SF*xs_3)-(T_AP*xp)))/eps; end  
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for i = 1:k       P2_EPS = P2;     P2_EPS(i) = P2(i)+eps;           T_SF = TransForMatrixRadiant (P2);     T_SF_EPS = TransForMatrixRadiant (P2_EPS);          J4(:,i) = (((T_FA_4*T_SF_EPS*xs_4)-(T_AP*xp))-((T_FA_4*T_SF*xs_4)-(T_AP*xp)))/eps; end  for i = 1:k       P2_EPS = P2;     P2_EPS(i) = P2(i)+eps;           T_SF = TransForMatrixRadiant (P2);     T_SF_EPS = TransForMatrixRadiant (P2_EPS);          J5(:,i) = (((T_FA_5*T_SF_EPS*xs_5)-(T_AP*xp))-((T_FA_5*T_SF*xs_5)-(T_AP*xp)))/eps; end  for i = 1:k       P2_EPS = P2;     P2_EPS(i) = P2(i)+eps;           T_SF = TransForMatrixRadiant (P2);     T_SF_EPS = TransForMatrixRadiant (P2_EPS);          J6(:,i) = (((T_FA_6*T_SF_EPS*xs_6)-(T_AP*xp))-((T_FA_6*T_SF*xs_6)-(T_AP*xp)))/eps; end  for i = 1:k       P2_EPS = P2;     P2_EPS(i) = P2(i)+eps;           T_SF = TransForMatrixRadiant (P2);     T_SF_EPS = TransForMatrixRadiant (P2_EPS);          J7(:,i) = (((T_FA_7*T_SF_EPS*xs_7)-(T_AP*xp))-((T_FA_7*T_SF*xs_7)-(T_AP*xp)))/eps; end  for i = 1:k       P2_EPS = P2;     P2_EPS(i) = P2(i)+eps;           T_SF = TransForMatrixRadiant (P2);     T_SF_EPS = TransForMatrixRadiant (P2_EPS);          J8(:,i) = (((T_FA_8*T_SF_EPS*xs_8)-(T_AP*xp))-((T_FA_8*T_SF*xs_8)-(T_AP*xp)))/eps; end  for i = 1:k       P2_EPS = P2;     P2_EPS(i) = P2(i)+eps;           T_SF = TransForMatrixRadiant (P2);     T_SF_EPS = TransForMatrixRadiant (P2_EPS);          J9(:,i) = (((T_FA_9*T_SF_EPS*xs_9)-(T_AP*xp))-((T_FA_9*T_SF*xs_9)-(T_AP*xp)))/eps; end     
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for i = 1:k       P2_EPS = P2;     P2_EPS(i) = P2(i)+eps;           T_SF = TransForMatrixRadiant (P2);     T_SF_EPS = TransForMatrixRadiant (P2_EPS);          J10(:,i) = (((T_FA_10*T_SF_EPS*xs_10)-(T_AP*xp))-((T_FA_10*T_SF*xs_10)-(T_AP*xp)))/eps; end  for i = 1:k       P2_EPS = P2;     P2_EPS(i) = P2(i)+eps;           T_SF = TransForMatrixRadiant (P2);     T_SF_EPS = TransForMatrixRadiant (P2_EPS);          J11(:,i) = (((T_FA_11*T_SF_EPS*xs_11)-(T_AP*xp))-((T_FA_11*T_SF*xs_11)-(T_AP*xp)))/eps; end  for i = 1:k       P2_EPS = P2;     P2_EPS(i) = P2(i)+eps;           T_SF = TransForMatrixRadiant (P2);     T_SF_EPS = TransForMatrixRadiant (P2_EPS);          J12(:,i) = (((T_FA_12*T_SF_EPS*xs_12)-(T_AP*xp))-((T_FA_12*T_SF*xs_12)-(T_AP*xp)))/eps; end  for i = 1:k       P2_EPS = P2;     P2_EPS(i) = P2(i)+eps;           T_SF = TransForMatrixRadiant (P2);     T_SF_EPS = TransForMatrixRadiant (P2_EPS);          J13(:,i) = (((T_FA_13*T_SF_EPS*xs_13)-(T_AP*xp))-((T_FA_13*T_SF*xs_13)-(T_AP*xp)))/eps; end    % Zusammensetzen des Jacobi-Vektors Jges = [J1;J2;J3;J4;J5;J6;J7;J8;J9;J10;J11;J12;J13];  end  
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C5 Entwickeltes Skript des Gauß-Newton-Minimierungsalgorithmus  %%************************************************************************* % Ersteller: Christoph Scholl % Datum: 01.05.2019 % Inhalt: Hauptskript zur Durchführung der Minimierung des mathematischen % Modells aus der Masterthese Christoph Scholl: Zur Hand-Auge-Kalibration. %%*************************************************************************  clear all % Workspace leeren  close all % Alles Fesnters schließen  clc       % Command_Window leeren  format longG % Ausgabe Format   %% Input Data % Importieren der Posen für die homogene Transformationsmatrizen und der % Vektoren zum erstellenund lösen des mathematischen Modell der Hand-Auge % Kalibration  [P1, P2, P3, XS, XP] = IMPORT_MASTERTHESE(); MaxIter = 250;          % Maximale Iterationen des Algoritmus  mse_old = [0; 0; 0; 0]; % Definition des Paramters tol = 1.e-20;           % Toleranz    %% Berechnung  for k = 1:MaxIter  % ---------------------------------------------------------------------  %  Aufstellen der Residuumsfunktion & Berechnung der Residuumsquadrate  % ---------------------------------------------------------------------   [Epsilon_Vektor,mse] = EPSILON(P1,P2,P3,XS,XP);    % ----------------------------------------------------------------------  %          Bildung der Jacobi-Matrix und ihrer Transponierten  % ----------------------------------------------------------------------   [Jges] = JACOBIAN (P1,P2,P3,XS,XP);    % ---------------------------------------------------------------------  %          Berechnung der Parameter über die Matrixgleichung  % ---------------------------------------------------------------------       % Schrittweite        delta_vektor = (Jges'*Jges)\(Jges'*Epsilon_Vektor)     % Nächster Schritte        P2 = P2-(delta_vektor)         % ---------------------------------------------------------------------  %   Erzeugung des Abbruchkriteriums bei Unterschreitung der Tolleranz  % ---------------------------------------------------------------------       err = mse-mse_old              % Fehlerberechnung     if (abs(err) <= tol)         break     end     mse_old = mse;      end   
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C6 Ansteuerung der MATLAB-Toolbox des realen mathematischen Modells 
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C7 Hessematrix der Potenzfunktion, 𝛁 𝒇ሺ࢞ሻ  
 
 

ሻݔଶ݂ሺ = ଵଵܪ]  ଶଵܪଵଶܪ   [ଶଶܪ
ଵଵܪ = −ͺͲͲ ሺݔଵ − ͳሻଶሺሺݔଵ − ͳሻଶ + ሺݔଶ − ͳሻଶ + ͳሻଷ + ʹͲͲሺሺݔଵ − ͳሻଶ + ሺݔଶ − ͳሻଶ + ͳሻଶ + ͶͲͲሺሺݔଵ + ͳሻଶ + ሺݔଶ + ʹሻଶ + ͳሻଶ − −ͳͲͲሺݔଵ − ͳሻଶሺሺݔଵ + ͳሻଶ + ሺݔଶ + ʹሻଶ + ͳሻଷ 

ଵଶܪ = −ͺͲͲ ሺݔଵ − ͳሻሺݔଶ − ͳሻሺሺݔଵ − ͳሻଶ + ሺݔଶ − ͳሻଶ + ͳሻଷ −ͳͲͲ ሺݔଵ + ͳሻሺݔଶ + ʹሻሺሺݔଵ + ͳሻଶ + ሺݔଶ + ʹሻଶ + ͳሻଷ 
ଶଵܪ = −ͺͲͲ ሺݔଵ − ͳሻሺݔଶ − ͳሻሺሺݔଵ − ͳሻଶ + ሺݔଶ − ͳሻଶ + ͳሻଷ −ͳͲͲ ሺݔଵ + ͳሻሺݔଶ + ʹሻሺሺݔଵ + ͳሻଶ + ሺݔଶ + ʹሻଶ + ͳሻଷ 

ଶଶܪ = −ͺͲͲ ሺݔଵ − ͳሻଶሺሺݔଵ − ͳሻଶ + ሺݔଶ − ͳሻଶ + ͳሻଷ + ʹͲͲሺሺݔଵ − ͳሻଶ + ሺݔଶ − ͳሻଶ + ͳሻଶ + ͶͲͲሺሺݔଵ + ͳሻଶ + ሺݔଶ + ʹሻଶ + ͳሻଶ − −ͳͲͲሺݔଵ − ͳሻଶሺሺݔଵ + ͳሻଶ + ሺݔଶ + ʹሻଶ + ͳሻଷ 
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C8 Entwickelter Newton-Algorithmus zur Minimierung der Potenzfunktion %% *********************************************************************** % Ersteller: Christoph Scholl % Datum: 01.05.2019 % Inhalt: Newton zur Minimierung der definierten Potenzfunktion %% *********************************************************************** clear all       % Workspace leeren  close all       % Alles Fesnters schließen  clc             % Command_Window leeren  format longG    % Ausgabe Format   %% Input Data MaxIter = 250;          % Maximale Iterationen des Algoritmus  x = [-1.2;-2.3]; n=0;            % Iterationszähler initialisieren    eps=1;          % Initialisieren des Parameters eps    while  eps>1e-10&n<1000      G = GradMinFunc_001(x);       % Gradient der Zielfunktion             H = HesseMinFunc_001(x);     % Hessematrix der Zielfunktion       s = H\G;                     % Schrittweite      y=x-s;                       % Neuer Schritte           x=y;                         % Update x          n=n+1;                       % Zähler 1      eps=abs(G(1))+abs(G(2));     % Abbruch Kriterium  end   n,x,eps                          % Ausgabe aller Werte    
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C9 Entwickelte Funktion / Implementierung der Potenzfunktion  %% *********************************************************************** % Ersteller: Christoph Scholl % Datum: 01.06.2019 % Inhalt: Zielfunktion/Potenzfunktion %% ***********************************************************************   function Z=MinFunc_001(x) Z=(-(100)./((x(1)-1).^(2)+(x(2)-1).^(2)...     +1))-((200)./((x(1)+1).^(2)+(x(2)+2).^(2)+1)); end 
 %% *********************************************************************** % Ersteller: Christoph Scholl % Datum: 01.06.2019 % Inhalt: Gradient der Zielfunktion (Potenzfunktion) %% ***********************************************************************   function G=GradMinFunc_001(x)   G = [((200*(x(1)-1))./(((x(1)-1).^2+(x(2)-1).^2+1).^2))+((400*(x(1)+1))./...     (((x(1)+1).^2+(x(2)+2).^2+1).^2));...      ((200*(x(2)-1))./(((x(1)-1).^2+(x(2)-1).^2+1).^2))+((400*(x(2)+2))./...      (((x(1)+1).^2+(x(2)+2).^2+1).^2))]; end  %% *********************************************************************** % Ersteller: Christoph Scholl % Datum: 01.06.2019 % Inhalt: Hessematrix der Zielfunktion (Potenzfunktion) %% ***********************************************************************   function H =HesseMinFunc_001(x) hxx =(-(800*(x(1)-1)^2)./(((x(1)-1).^2+(x(2)-1).^2+1).^3))+((200)./...     (((x(1)-1).^2+(x(2)-1).^2+1).^2))+((400)./(((x(1)+1).^2+(x(2)+2).^2+1)...     .^2))-((1600*(x(1)+1).^2)./(((x(1)+1).^2+(x(2)+2).^2+1).^3)); hxy = (-800*(x(1)-1)*(x(2)-1)./(((x(1)-1).^2+(x(2)-1).^2+1).^3))...     -(1600*(x(1)+1)*(x(2)+2)./(((x(1)+1).^2+(x(2)+2).^2+1).^3)); hyx = (-800*(x(1)-1)*(x(2)-1)./(((x(1)-1).^2+(x(2)-1).^2+1).^3))...     -(1600*(x(1)+1)*(x(2)+2)./(((x(1)+1).^2+(x(2)+2).^2+1).^3)); hyy =(-(800*(x(2)-1)^2)./(((x(1)-1).^2+(x(2)-1).^2+1).^3))+((200)./...     (((x(1)-1).^2+(x(2)-1).^2+1).^2))+((400)./(((x(1)+1).^2+(x(2)+2).^2+1)...     .^2))-((1600*(x(2)+2).^2)./(((x(1)+1).^2+(x(2)+2).^2+1).^3));   H = [hxx hxy; hyx hyy]; end  
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C10 Simulationsposen und Inputargumente  Drehung um die z-Achse mit dem Winkel ߙ 
Pose 0° 22,5° 45° 67,5° 90° 

ଵܲఈ - [ʹͲ ͷ ͳͲ ʹʹ,ͷ Ͳ Ͳ ]் [ʹͲ ͷ ͳͲ Ͷͷ Ͳ Ͳ ]் [ʹͲ ͷ ͳͲ ,ͷ Ͳ Ͳ ]் [ʹͲ ͷ ͳͲ ͻͲ Ͳ Ͳ ]் 
Drehung um die y-Achse mit dem Winkel ߚ 

ଵܲఉ [ʹͲ ͷ ͳͲ Ͳ Ͳ Ͳ ]் [ʹͲ ͷ ͳͲ Ͳ ʹʹ,ͷ Ͳ ]் [ʹͲ ͷ ͳͲ Ͳ Ͷͷ Ͳ ]் [ʹͲ ͷ ͳͲ Ͳ ,ͷ Ͳ ]் [ʹͲ ͷ ͳͲ Ͳ ͻͲ Ͳ ]் 
Drehung um die x-Achse mit dem Winkel ߛ 

ଵܲఊ - [ʹͲ ͷ ͳͲ Ͳ Ͳ ʹʹ,ͷ ]் [ʹͲ ͷ ͳͲ Ͳ Ͳ Ͷͷ ]் [ʹͲ ͷ ͳͲ Ͳ Ͳ ,ͷ ]் [ʹͲ ͷ ͳͲ Ͳ Ͳ ͻͲ ]் 
 

Drehung um die z-Achse mit dem Winkel ߙ 
Vektor  0° 22,5° 45° 67,5° 90° ݔ௦ఈ - [−ͳͷ −͵,ͺʹ −Ͷ,ʹ͵ ͳ]் [−ͳͷ −,Ͳ −ʹ,Ͳ ͳ]் [−ͳͷ −ͻ,ʹ͵ ͳ,ͳ ͳ]் [−ͳͷ −ͳͲ ͷ ͳ]் 

Drehung um die y-Achse mit dem Winkel ݔ ߚௌఉ [−ͳͷ Ͳ −ͷ ͳ]் [−ͳͲ,Ͷͳ Ͳ −ͺ,Ͳ ͳ]் [−ͷ Ͳ −ͻ,ͳͶ ͳ]் [Ͳ,Ͷͳ Ͳ −ͺ,Ͳ ͳ]் [ͷ Ͳ −ͷ ͳ]் 
Drehung um die x-Achse mit dem Winkel ݔ ߛௌ ఊ - [−ͳͶ,ʹ͵ −͵,ͺʹ −ͷ ͳ]் [−ͳʹ.Ͳ −,Ͳ −ͷ ͳ]் [−ͺ,ͺʹ −ͻ,ʹ͵ −ͷ ͳ]் [−ͷ −ͳͲ −ͷ ͳ]் 
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ଶܲ ଷܲ ݔ ′  [ͷ Ͳ ͷ Ͳ ͻͲ Ͳ ]் [ʹͷ −ͷ ͷ Ͳ Ͳ Ͳ ]் [ͷ ͷ ͷ ͳ]் 
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C11 Zertifikat der Kalibrierkugel TW DK60.0 GE_M8 
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C12 Abnahme-Protokoll Wenzel, 3D-Koordinatenmessmaschine X0 107 3D 
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C13 Messprotokoll 3D-Koordinatenmessmaschine X0 107 3D, Kalibrierkörper 
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C14 Posen der gemessenen Inputparameter 𝑻𝑭𝑨  
 

Pose bei einer Drehung um die x-Achse mit dem Winkel 180° 157,5° 135° 112,5° 90° 67,7° 45° 22,5° 0° ߛ ߛ 
ଵܲ௫,ఊ 

( 
  
ͳ͵ͻ,ͻ−ͳͺ͵,ͺͶͳʹʹ͵,Ͳͻ−ͻͲ,ͲͶͲ,Ͳʹ−ͻͲ,ͳ ) 

   
( 
  
ͳ͵ͻ,ͷ−ʹͶͺ,ʹͶͳ͵ͻ,ͳͲ−ͻͲ,ͳͲʹʹ,ͷ͵−ͻͲ,ͳ ) 

   
( 
  
ͳ͵ͻ,Ͷ−͵ͺͲ,ͲͶͳͶͺ͵,ͺʹ−ͻͲ,ͳͶͷ,Ͳ͵−ͻͲ,ͳͺ ) 

   
( 
  

ͳͶͲͳ,ͻ−ͷ͵ʹ,ͷʹͳͷͷͷ,Ͷͳ−ͻͲ,͵ͳ,ͷʹ−ͻͲ,͵Ͳ ) 
   

( 
  

ͳͶͲʹ,ͳͶ−ͺ,ͷͳͷͶ,ͻͷͳʹ,ʹͶͺͻ,ͺͳʹ,ʹ ) 
   

( 
  

ͳ͵ͻͺ,Ͳ͵−ͺͶͳ,ʹͷͳͶͻ,ͺͶͻͲ,͵ʹ,ͶͺͻͲ,͵ ) 
   

( 
  

ͳ͵ͺͻ,Ͳ−ͻͷ,Ͷͻͳ͵ͳ,ͷͳͻͲ,ͳͶͶͶ,ͻͺͻͲ,ʹͳ ) 
   

( 
  

ͳ͵ͻͺ,Ͳͻ−ͳͲʹ,ͺͷͳʹͳ͵,ͶͻͲ,Ͳʹʹ,ͶͻͲ,ͳ ) 
   (  

 −−−−−−)  
  

Pose bei einer Drehung um die y-Achse mit dem Winkel 180° 157,5° 135° 112,5° 90° 67,7° 45° 22,5° 0° ߚ ߚ 
ଵܲ௬,ఉ (  

 −−−−−−)  
  

( 
  
ͳͲ,Ͳͻ−ͶͲ,ͺͺͳʹʹͶ,Ͳ͵Ͳ,Ͳʹʹ,ͷͻͲ,ͳʹ ) 

   
( 
  
ͳͳͳ,ͷͻ−Ͷͳ,ʹͳͳ͵,Ͳ,ͳͶͶͷ,ͲͻͲ,ͳͷ ) 

   
( 
  

ͳʹͺͺ−Ͷͳ,ʹͺͳͶͺͶ,ͶͳͲ,ʹ,ͷͻͲ,ʹ ) 
   

( 
  

ͳͶͶͷ,ͺʹ−Ͷͳ,͵ͳͷͶ,ʹͲͳʹͷ,ͳͻͺͻ,ͺͺ−ͳͶ͵,ͺʹ) 
   

( 
  

ͳͲͲ,ͺͻ−Ͷͳ,͵ͳͷͷͳ,ͺʹͳͻ,ͷ,Ͷͳ−ͻͲ,ʹͺ ) 
   

( 
  

ͳͷͻ,ͳ−Ͷͳ,͵ͳͳͶͻʹ,͵ͳͻ,ͺͻͶͶ,ͻͳ−ͻͲ,ͳͷ ) 
   

( 
  
ͳͺͷ,ͷ−Ͷͳ,ʹͶͳ͵,͵ͳͻ,ͻͷʹʹ,ͶͲ−ͻͲ,ͳͳ ) 

   
( 
  

ͳͻͲͷ,ͺͶ−Ͷͳ,ͳͳʹʹ͵,Ͷͳ−ͳͺͲ−Ͳ,ͳ͵−ͻͲ,ͳʹ ) 
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Pose bei einer Drehung um die ݔ∗-Achse mit dem Winkel 180° 157,5° 135° 112,5° 90° 67,7° 45° 22,5° 0° ∗ߛ ∗ߛ 
ଵܲ௫∗,ఊ∗ 

( 
  
ͳͲ,−ʹ͵ʹ,ͺͳͳʹʹͷ,ͻͳ−ͳ͵ͷ−Ͳ,Ͳ͵−ͻͲ,ͳ ) 

   
( 
  
ͳͺ͵,ͷ͵−ʹͷ,ͺͻͳ͵ͺͳ,͵Ͷ−ͳ͵ͷ,Ͳͷʹʹ,Ͷͺ−ͻͲ,ͳ ) 

   
( 
  
ͳͷͻͳ,Ͳ͵−͵Ͷͳ,ͻʹͳͶͻ͵,ͻ−ͳ͵ͷ,ͳͶͶͶ,ͻͻ−ͻͲ,ʹͳ ) 

   
( 
  

ͳͶͺͳ,ͺͺ−ͶͷͲ,ͻͳͷͷͺ,ͷ−ͳ͵ͷ,͵ͳ,Ͷͻ−ͻͲ,͵ ) 
   

( 
  

ͳ͵Ͷ,ͺͻ−ͷͷ,ͺͳͷͷͳ,ͷͷͳͶͳ,Ͷͺͻ,ͺͳ͵,ͷͷ) 
   

( 
  

ͳʹͷͲ,Ͳ−ͻͲ,ͳͷͳͶͺͳ,ͶͶͶͷ,͵ͺ,ͷʹͻͲ,͵ ) 
   

( 
  

ͳͳͺ,ͳ−ͳ,ͻͲͳ͵Ͷͻ,͵ʹͶͷ,ͳͺͶͷ,ͲʹͻͲ,Ͳʹ ) 
   

( 
  
ͳͳͲͲ,ͷ−ͺ͵ͻ,ͶͳʹͲͷ,ͷͳͶͷ,ͳͳʹʹ,ͷʹͻͲ,Ͳʹ ) 

   (  
 −−−−−−)  

  
Pose bei einer Drehung um die ݕ∗-Achse mit dem Winkel 180° 157,5° 135° 112,5° 90° 67,7° 45° 22,5° 0° ∗ߚ ∗ߚ 

ଵܲ௬∗,ఉ∗ 
( 
  
ͳͳͶͳ,ʹ−͵ͺͺ,ͳʹʹ͵,ͷ−Ͷͷ,Ͳ͵Ͳ,Ͳͷ−ͻͲ,ͳͲ ) 

   
( 
  
ͳͳͻ,ͺʹ−ͶͶͶ,ͶͶͳ͵ͺ,ʹ−Ͷͷ,Ͳʹʹ,ͷ−ͻͲ,ͳͳ ) 

   
( 
  
ͳʹͺͶ,ͺʹ−ͷ͵ʹ,͵ͳͶͻͶ,ͺʹ−Ͷͷ,ͳͶͷ,Ͳ−ͻͲ,ͳ͵ ) 

   
( 
  
ͳ͵ͻ͵,ͻͷ−Ͷͳ,ͳͷͷ,Ͷ͵−Ͷͷ,ʹͷ,ͷ−ͻͲ,ʹͷ) 

   
( 
  

ͳͷͳ͵,ͺ−ͳ,ͳͳͷ͵͵,Ͳͺ−ͳͲ,ͳͻͺͻ,ͺͳͶͶ,ͺʹ ) 
   

( 
  

ͳʹ,ͳͳ−ͺͶ,ͶͻͳͶͺͳ,͵Ͳͳ͵ͷ,ʹ,ͶͲͻͲ,ʹͻ ) 
   

( 
  

ͳͳͷ,͵Ͳ−ͻʹ,ͳͻͳͶͲͲ,ͺ͵ͳ͵ͷ,ͳ͵ͶͶ,ͺͺͻͲ,ͳͺ ) 
   (  

 −−−−−−)  
  (  

 −−−−−−)  
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C15 Funktion zur Bestimmung der Mittelpunktkoordinaten einer Kugel %% *********************************************************************** % Ersteller: Christoph Scholl % Datum: 01.06.2019 % Inhalt: Function zum Fitten eines Kreises durch gegebenen Pubkte % % Funktion: [xFit, zFit ,rFit] = CircleFit (x,z) % a = der Koeffizient; % Kreisfunktion =>  x^2+y^2+a(1)*x+a(2)*y+a(3)=0 %%************************************************************************   function [xFit, zFit ,rFit] = CircleFit (x,z)   % Verwenden aller X und Z Werte  x=x(:);   z=z(:);   % Koeffizient    a=[x z ones(size(x))]\[-(x.^2+z.^2)];     % Berechnugn des Mittelpunktes und des Rasius     xFit = -.5*a(1);    zFit = -.5*a(2);    rFit =  sqrt((a(1)^2+a(2)^2)/4-a(3));    
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C16 Entwickeltes Skript zur Ermittlung des Kugelmittelpunktes und der graphischen Darstellung des Kreises  %% ************************************************************************ % Ersteller: Christoph Scholl % Datum: 01.06.2019 % Inhalt: Fit Kugel aus Messungen der des Triangulationssensors %         Verwendeter Sensor: Der Firma MicroEpsilon; %         Modell: scan CONTROL 29xx-100 %% ************************************************************************ clear all    % Workspace leeren  close all    % Alles Fesnters schließen  clc          % Command_Window leeren  format longG % Ausgabe Format  %% Importdate    p1 = importda-ta('E:\01_Masterthese_Roboterzelle_HandAuge\03_Experiment\02_FINALE_Messdaten_TCP_und_FLANSCH\01_Drehung_X_Achse\Experimentelle_Aufnahmen_Drehung_X_Achse\Drehung_X_Achse_45_00001.txt');         % Importieren der Messwerte ei-ner Messung mit 8 Messpunkten  p2 = importda-ta('E:\01_Masterthese_Roboterzelle_HandAuge\03_Experiment\02_FINALE_Messdaten_TCP_und_FLANSCH\01_Drehung_X_Achse\Experimentelle_Aufnahmen_Drehung_X_Achse\Drehung_X_Achse_45_00002.txt');         % Importieren der Messwerte ei-ner Messung mit 8 Messpunkten    %% Austellen der Wertepaare aus den Mittelwerten    x = [p1(:,1);p2(:,1)];   z = [p1(:,2);p2(:,2)];     %% Aufrufen der Funktion circelFit   [xFit, zFit ,rFit] = CircleFit (x,z)   %% Koordinaten der Kugel    Xs = [xFit; -sqrt(30^2-rFit^2); zFit ]   %% Plotten  set(0,'DefaultTextFontName','Times New Roman'); figure('Name','Kreis gefittet aus den Musspunkten','NumberTitle','off')   hold on % Plot der Messwerte  A = plot(x,z);          A(1).LineStyle = 'none';          A(1).Marker = 'o';          A(1).MarkerSize =6;          A(1).MarkerEdgeColor ='[0.0902 0.6118 0.4902]';          A(1).MarkerFaceColor ='[0.0902 0.6118 0.4902]';   % Plot vom gefitteten Kries  B = rectangle('position',[xFit-rFit,zFit-rFit,rFit*2,rFit*2],'curvature',[1,1]);         B(1).LineStyle = '-.';         B(1).LineWidth = 2 ;   
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% Plot vom  Mittelpunkt  C =  plot(xFit,zFit,'g.');          C(1).LineStyle = 'none';          C(1).Marker = 'o';          C(1).MarkerSize =6;          C(1).MarkerEdgeColor ='[.94901 .58039 0]';          C(1).MarkerFaceColor ='[.94901 .58039 0]';                 gg = legend('Messpunkte','Mittelpunkt '); % Legendeneinträge  gg.FontSize = 16;                       % Schriftgröße der Legendeneinträge title(gg,'Legende','FontSize',16)            % Titel der Legen der            axis equal grid on grid minor  title(sprintf('Best fit: R = %0.2f; Center = [%0.2f,%0.2f,%0.2f]',rFit,Xs(1),Xs(2),Xs(3)))       % Titel des Plots  % Achsenbeschriftung xlabel('X-Achse','FontSize',16,'FontWeight','bold','Color','k')  ylabel('Z-Achse','FontSize',16,'FontWeight','bold','Color','k') % Achsenbreiche  xlim([xFit-rFit-2,xFit+rFit+2]) ylim([zFit-rFit-2,zFit+rFit+2]) % Schriftgröße der Achsenbeschriftungen  set(gca,'FontSize',16) hold off   
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C17 Messungen des Inputparameters des gemessenen Vektors 𝑿   
 

Vektor bei einer Drehung um die x-Achse mit dem Winkel 180° 157,5° 135° 112,5° 90° 67,7° 45° 22,5° 0° ߛ ߛ 
௦ఊ ൮ݔ ͵,͵ͺ−ͻ,ͳͲʹ͵Ͳ.ʹͷͳ ) ൮ ͵,Ͳͷ−ͳͲ,ͳ͵ʹʹ͵,͵ͻͷͳ ) ൮ Ͷ,Ͳͺͳ−,ͻʹʹʹͷ,ͳͶͲͳ ) ൮−Ͳ,͵ͳͳ−ͳ,ͳͻʹͶʹ,ͺͳ ) ൮−Ͳ,ͲͲͳͳͶ,ͺʹ͵,ͻͷͷͳ ) ൮ Ͷ,ͲͶͻͺ,ʹ͵ͷʹ͵Ͷ,ʹͻͳ ) ൮ ͵,ͺͲͻͳͳ,ͺͲʹͶͷ,Ͳʹͳ ) ൮ ͵,ͺͲͳͶ,͵͵ʹ͵ͻ,ͷͳ ) ቌ−−−ͳቍ 

Vektor bei einer Drehung um die y-Achse mit dem Winkel 180° 157,5° 135° 112,5° 90° 67,7° 45° 22,5° 0° ߚ ߚ 
௦ఉ ቌ−−−ͳቍ ൮ݔ ͵,͵Ͷ͵ͳ͵,ͺͳʹʹͻ,Ͳͻͳ ) ൮ ͵,ʹͲͳ͵,ͻ͵ʹʹ͵ͺ,͵͵ͷͳ ) ൮ ͵,ͶͶͺ,ͻͷͺʹ͵ͻ,Ͳͷͷͳ ) ൮ ͵,ʹͲͻ,ͺ͵ͺʹ͵,ͷͺ͵ͳ ) ൮ ͵,ͳͳͶ−ͷ,ͺͶʹ͵,ͳ͵Ͳͳ ) ൮ ʹ,ͺ͵−,ͻ͵ʹ͵,͵ͻͳ ) ൮ ʹ,ͻ−ͳͲ,Ͷͺͳʹ͵Ͳ,ʹͶͲͳ ) ൮ ͵,ͻ−ͻ,ͻʹͳͺͻ,ͳͷͶͳ ) 
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Vekrtor bei einer Drehung um die ݔ∗-Achse mit dem Winkel 180° 157,5° 135° 112,5° 90° 67,7° 45° 22,5° 0° ∗ߛ ∗ߛ 
௦ఊ∗ ൮ݔ ,ʹ͵ͳ−ͳʹ,Ͷʹͺͳͻͻ,ͻ͵ͳ ) ൮ ,ͻʹ−ͳʹ,ͷͳͷʹ͵ͺ,ʹͺͳͳ ) ൮ͳʹ,͵ʹͲ−ͻ,ͳͷʹ͵,ͳ ) ൮ ͳʹ,ͶͳͲ−,ͳͷʹͶͶ,ʹͶͺͳ ) ൮ ͳʹ,ͻͶͳͳͶ,ͷͺʹʹͶͳ,ͺͳ ) ൮ ,ͶͲ−ͳͲ,ʹ͵ͺʹͶ͵,ͳͶͳ ) ൮ ,Ͷͷ−ͳʹ,Ͷʹ͵ͺ,͵ͶͶͳ ) ൮ ,ʹ−ͳͲ,͵Ͳʹͺ,ͺͺͳ ) ቌ−−−ͳቍ 

Vektor bei einer Drehung um die ݕ∗-Achse mit dem Winkel 180° 157,5° 135° 112,5° 90° 67,7° 45° 22,5° 0° ∗ߚ ∗ߚ 
௦ఉ∗ ൮−Ͷ,͵ͷͺ−ͻ,ͳͷͻʹ͵,ʹͳݔ ) ൮ −͵,ʹͶ−ͳͳ,ͻͻ͵ʹʹͻ,ͺ͵ͳ ) ൮ −͵,Ͳ͵−ͳͶ,ͷͳͷʹ͵ʹ,Ͷͳͳ ) ൮ −͵,ͷͲͶ−ͳͳ,ͷͶʹ͵ͻ,ͳͷͳ ) ൮−͵,ʹͲͳ−ͻ,Ͷͻʹʹ͵.Ͳͷͷͳ ) ൮ −͵,ʹͷ−ͳʹ,ͳͳͳʹͶͶ,ͲͶͳ ) ൮−Ͷ,͵ʹͻͳ,ͺͳͷʹͺͳ,ͶͶͳ ) ቌ−−−ͳቍ ቌ−−−ͳቍ 
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D  Anhang CD 
Auf der CD befinden sich im Ordner „Anhang_zur_Masterthese_von_Christoph_Scholl“ Rohda-ten der Messungen, Daten mit Tabellen und Bildern, die zur Strategie und Transparenz der geschriebenen Masterthese beitragen. Diese Variante wird aus den Gründen der Darstellbar-keit gewählt. Die Tabellen, Bilder und Rohdaten auf der CD, würden auf einer Dina A4 Seite unübersichtlich oder nicht erkennbar werden.   


